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关于 k阶 Smarandache ceil函数与

ak (n )的渐进公式
 

冯　强 ,王荣波

( 延安大学 数学与计算机科学学院 ,陕西 延安 716000 )

摘　要:利用解析方法来研究 k阶 Smarandache ceil函数作用在 k次方根 ak (n )上的均值 ,从而得

出几个有趣的渐进公式 .
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1　引言及结论

设 n为正整数 ,ak (n )表示 n的 k次方根的整数

部分 ,即:

ak (n ) = [n
1
k ]　n = 0, 1, 2, 3… ,其中 [n ]为不

超过 n的最大整数 .

著名的 k阶 Sma randache cei l函数定义如下:

Sk (n ) = min{x ∈ N|n|x
k
}　 ( n∈ N

*
)

这两个函数都是 F. Smarandache教授在文献

[1]中提出的 ,许多学者对其产生浓厚的兴趣 ,但至

今 ,k阶 Smarandache ceil函数与 k次方根 ak (n )之

间的关系似乎尚未有人研究 .本文主要研究 k阶

Sma randache cei l函数作用在 k次方根 ak (n )上的均

值 ,从而得出下面几个有趣的渐进公式 .

定理 1　对任意实数 x≥ 1,k≥ 3,我们有

∑
n≤ x

Sk (ak (n) ) =

1
k
Y(k - 1) g ( 1)x + O( x

1-
1
2k
+ X

)

定理 2　对任意实数 x≥ 1,k≤ 2,我们有

∑
n≤ x

Sk (ak (n) ) =

k
k
2 - k+ 2

Y(
2
k
) g (

2
k
) x

k2- k+ 2

k
2 + O ( x

k2- k+ 2

k
2 + X)

其中Y(s )为 Riemann Zeta函数 ,X为任意正数 ,

g (s ) = ∏
p

( 1+ p
1- s - p

1- ks - p
- s )

2　引理及证明

引理 1　对任意实数 x≥ 1,我们有

∑
n≤ x

Sk (n ) =

Y(k - 1) g ( 1) x + O (x
1
2
+ X)　k≥ 3

k
2Y(

2
k
) g (

2
k
) x

2
k + O (x

2
k
+ X

)　k≤ 2

证明:令

f (s ) = ∑
∞

n= 1

Sk (n)
n
s =

∏
p

( 1+
Sk ( p )

p
s + … +

Sk ( pk )

p
ks +

Sk ( p (k+ 1) )

p
(k+ 1)s + … +

Sk (p2k )

p
2ks + … ) =

∏
p

( 1+
p
p
s + … +

p
p
ks +

p
2

p
(k+ 1)s + … + p

2

p
2ks + … ) =

∏
p

( 1+

1
p
s ( 1 -

1
p
ks )

1 -
1
p
s

( p+
p

2

p
ks +

p
3

p
2ks+ … ) =

∏
p

( 1+
1 -

1
p
ks

p
s
- 1

×
p

1 -
p
p
ks

) =

Y(s )∏
p

(p
s
- 1) ( p

ks
- p ) + p ( p

ks
- 1)

p
s
( p

ks
- p )

=

Y(s )Y(ks - 1)∏
p

( 1+ p
1- s - p

1- ks - p
- s )
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其中Y(s )为 Riemann Zeta函数

因　|Sk (n )|≤ n

|∑
∞

n= 1

Sk (n )

n
e |≤

1
(e- 1 - b)

T　T> 0

这里e是 s的实部且大于 1+ b,利用 perron公式 [2 ] ,

我们有

∑
n≤ x

Sk (n )
n
s
0

=
1
2πi∫

b+ iT

b- iT
f (s+ s0 )

x
s

s
ds+

O (
x
b
B (b + e0 )

T
) +

O (x 1-e
0 H ( 2x ) min( 1, logx

T
) ) +

O (x -e
0 H ( N ) min( 1,

x
‖ x‖

) )

其中 N 是离 x最近的整数 ,且 ‖ x‖ = |x - N|,

令: s0 = 0,b = 1+
1
lnx , T = x

1
2 ,

H ( x ) = x ,B (e) = 1
(e- 1 - b )

T

则我们有

∑
n≤ x

Sk (n ) = 1
2πi∫

b+ iT

b- iT
Y(s )Y(ks - 1)g (s ) x

s

s
ds+

O (x
1
2
+ X)

其中 g (s ) = ∏
p

( 1+ p
1- s

- p
1- ks

- p
- s
)

下面我们估计主项:

1
2πi∫

b+ i T

b- i T
Y(s )Y(ks - 1) g (s ) x

s

s
ds

为此 ,令 a =
1
2
+

1
lnx

,并且把积分限从 s = b± i T

移到 s = a± iT上 ,这时 ,当 k≥ 3时 ,

F (s ) = Y(s )Y(ks - 1) g (s )
x
s

s

在 s = 1处有一级极点且

Res
s= 1

F (s ) = Y(k - 1) g ( 1) x ,

而余项

1
2πi

(∫
a+ i T

b+ iT
+∫

a - i T

a+ i T
+∫

b - i T

a- iT
)

Y(s )Y(ks - 1) g (s )
x
s

s
ds x

1
2+ X

于是我们有

∑
n≤ x

Sk (n ) = Y(k - 1)g ( 1) x + O (x
1
2
+ X) ( 1)

当 k≤ 2时 ,

　　 F(s ) = Y(s )Y(ks - 1)g (s ) x
s

s

在极点 s =
2
k
处有残数

k
2
Y(

2
k
)g (

2
k
)x

2
k

类似于 ( 1) ,我们得

∑
n≤ x

Sk (n ) =
k
2
Y(

2
k
)g (

2
k
)x

2
k + O ( x

2
k
+ X) ( 2)

证毕 .

引理 2　对任意实数 x≥ 1,k≥ 3, l≥ 1,我们

有　∑
n≤ x

n
l
Sk (n) =

1
l + 1Y(k - 1)g ( 1) x

1+ l
+

O( x
1
2
+ l+ X)

证明:　利用阿贝尔等式 [3 ],我们有

　∑
n≤ x

n
l
Sk (n ) = x

l∑
n≤ x

Sk (n ) -∫
x

1
l t

l - 1∑
n≤ t

Sk ( t ) dt =

Y(k - 1) g ( 1) x
1+ l

+ O (x
1
2
+ l+ X

) -

∫
x

1
Y(k - 1) g ( 1) l tldt + O (∫

x

1
lt

l-
1
2+ X) =

1
l + 1

Y(k - 1)g ( 1) x1+ l + O (x
1
2
+ l+ X ( 3)

证毕 .

3　定理的证明

现在我们证明定理 1

　∑
n≤ x

Sk (ak (n ) ) = ∑
1k≤ j < 2k

Sk ( 1) +

∑
2k≤ j < 3k

Sk ( 2) + … + ∑
Nk≤ j≤ x < (N+ 1)k

Sk ( N ) =

∑
N - 1

i= 1
∑

ik≤ j < (i+ 1)k

Sk ( i ) + ∑
N k≤ j≤ x < ( N+ 1)k

Sk (N ) =

∑
N - 1

i= 1
( ( i+ 1)

k
- i

k
) Sk ( i )+ ∑

N
k≤ j≤ x < ( N+ 1)

k

Sk (N ) =

∑
N - 1

i= 1
∑
k- 1

l= 0

C
l
k i

l
Sk ( i ) + O (x

1
k ) =

∑
k - 1

l= 0
C

l
k ∑
i≤ x

1
k - 1

i
l
Sk ( i ) + O ( x

1
k ) =

∑
k - 1

l= 0
C

l
k [

1
l + 1

Y(k - 1)g ( 1) x
1+ l
k +

O (x
1
2k
+

l
k
+ X) ]+ O (x

1
k ) =

1
k
Y(k - 1)g ( 1)x + O (x

1-
1
2k
+ X

)

定理 2的证明与定理 1类似 ,从而完成了定理的证明 .
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The smarandache ceil function of order k and k-th

roots of positive interger
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Abstract: The mean value properties of the smarandache cei l function of order k acting on the k-th roo ts

sequences w ere studied by using the analy tic methods. Two interesting asymptotic fo rmula w ere given.
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　　 [
N - 2
( 1 - t )

3 -
N - 3
( 1 - t )

2 ]
k

将 ( 2)式代入上式可得

[ ∑
n
1
+ n

2
+ …+ n

k
= n

aN (n+ 1) t
n
]
k
=

∑
∞

n= 0
∑

k

i= 0
C

2k+ i- 1
n+ 2k+ i- 1C

i
k ( 3 - N )k - i ( N - 2)i ( 11)

而　 [∑
∞

n= 0

aN (n + 1) tn ]k =

∑
∞

n= 0

[ ∑
n
1
+ n

2
+ …+ n

k
= n

aN (n1 + 1)

aN (n2 + 1)… aN (nk + 1) ]tn ( 12)

比较 ( 11)及 ( 12)式中的 t
n的系数便可得到定理 4的

结论 .
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