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摘　要:利用解析方法研究正整数 n的 m 次幂部分数列与 k 阶 Smarandache ceil函数的均值分布性质 , 得到了几个较

为精确的渐近公式.
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Abstract:The mean value dist ribution prope rties of the m-th pow er part and Smarandache ceil function are

studied , and some sharped asympto tic formulas of this tw o funct ions are given by using Perrons formula

and analy tic methods.
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　　设 n为正整数 , 对任意的自然数 i , n的m 次幂部分定义如下:

am(n)=max{im :i ∈ N , im ≤n}, 　bm(n)=min{im:i ∈ N , im ≥n},

其中 am(n)与 bm(n)分别是下部 m 次幂部分与上部m 次幂部分.例如 , 当 m=2时 ,

a2(1)=a2(2)=a2(3)=1;a2(4)=a2(5)=… =a2(8)=4;a2(9)=… =a2(15)=9 , …

b2(1)=1;b2(2)=b2(3)=b2(4)=4;b2(5)=… =b2(9)=9;b2(10)=… =b2(16)=16 , …

　　对于给定的正整数 k , 著名的 k 阶 Smarandache ceil函数定义为:

Sk(n)=min{x ∈ N:n x
k
},  x ∈ N

＊
.

如 S2(2)=2 ,S2(3)=3 ,S 2(4)=2 ,S 2(5)=5 , S2(6)=6 , S2(7)=7 , S2(8)=4 , S2(9)=3 , ….Smarandache

教授在文献[ 1 ]中提出的这两个函数已引起了许多学者的浓厚兴趣 , 并对之进行了研究[ 2-5] .本文主要利

用解析的方法来研究正整数 n的m 次幂部分数列与 k 阶Smarandache ceil函数的均值分布性质 , 得出了几

个较为精确的渐近公式.

本文未加特别说明的概念与符号详见文献[ 6 ,7] .

1　预备知识

引理 1　对任意实数 x≥1 ,n , m , k , t∈N;m , t≥2使得 k=tm+1时 , 有
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　　证明　对任意复数 s(Re s>2), 设
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其中ζ(s)为 Riemann Zeta函数.f(s)=
x
s

s
在 s=2处有一阶极点 , 留数为

x
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在 Perron公式[ 7 ] 中取 b=
5
2
+ε, T ≥2 , 可得
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将上式积分限移至 Res=
3
2
+ε处 , 并取 T=x 可得
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从而
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这就完成了引理 1的证明.　　】

引理 2　对任意实数 x≥1 ,n , m , k , t∈N;m , t≥2使得 k=2t+1时 , 有
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　　证明　对任意复数 s(Res>2), 设
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而 f 1(s)x
s

s
在 s=2处有一阶极点 , 留数为

14



　2008 年第 3 期 　　冯　强等:关于 m 次幂部分数列与 Sma randache ceil函数的均值

　2008　No.3 　　　On the mean value s o f m- th pow er par t and smarandache ceil func tion　

x
2

2
ζ(4t)∏

p

1 - 1
p(p +1)

1 + 1
p
2 t-1 +

1
p
2(t-1) 1 - 1

p
2 t .

由引理 1的方法立即可得
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这就完成了引理 2的证明.　　】

2　主要结论

本文的主要结论是下面的 4个定理.

定理 1　对任意实数 x≥1 ,n , m , k , t∈N;m , t≥2使得 k=tm+1时 , 有

∑
n≤x

S k(am(n))= m
m +1

x
1+1

mζ(2t -1)ζ((2t-1)m +2)×

　　∏
p

1- 1
p(p +1)

1+ 1
p
2t-3 +

1
p
(2t-1)m-1 1- 1

p
2t +O x

1+1
2m
+ε
.

　　证明　对任意实数 x≥1 , 存在正整数 M , 使得M
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结合(1)～(3)式 , 则有
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定理 1得证.　　】

定理 2　对任意实数 x≥1 ,n , m , k , t∈N;m=2 , t≥2使得 k=2t+1时 , 有
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　　定理 3　对任意实数 x≥1 ,n , m , k , t∈N;m , t≥2使得 k=tm 时 , 有
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　　定理 4　对任意实数 x≥1 ,n , m , k , t∈N;m , t≥2使得 m=kt时 , 有
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m +t
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　　定理 2 ～ 4的证明与定理 1类似 , 本文从略.

3　小结

本文主要讨论了正整数 n的m 次幂部分数列与 k 阶Smarandache ceil函数的均值分布性质 , 结论的复

杂性关键在于引理 1 ,2.在引理 1 , 2中 , 我们只讨论了以下 2种情形:(1)k =tm+1;(2) k=2t+1.类

似于引理 1 , 2 , 我们可以讨论下列两种情形:(3) k m ;(4)m k .在以上 4种情形之下 , ∑
n≤x

S k(nm)的值

的分布是有规律的;而当 k=tm+j , 2≤j<m-1时 , ∑
n≤x

S k(n
m
)的值的分布规律不稳定 , 至少笔者目前还

没有找到合适的求解方法 , 留待日后进一步研究.
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