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摘　要: 主要目的是利用解析方法研究一类 F. Smarandache可乘函数的渐近性质 ,

并给出关于这个函数的一个有趣的渐近公式 .
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1　引言及结论

设 m ,n为满足条件 (m ,n) = 1的任意正整数 ,则著名的 F. Smarandache可乘函数定义为

g (mn) = max {g (m ) , g(n ) } .在文 [1]中 ,英国著名数论专家 T. Sabin教授首次提出了这一函

数 , 并指出一些著名的数论函数如 Erdo s函数 , Smarandache函数等都是一类特殊的 F.

Sma randache可乘函数!进一步的 ,他定义了一类新的 F. Sma randach e可乘函数如下:

f ( 1) = 0, (m ,n) = 1 f (mn ) = min{ f (m ) , f (n ) }

不难知道 ,如果 n的标准分解式为 n = p
T
1
1 p
T
2
2… p

T
r
r ,则有 f (n ) = min{ f ( p

T
1
1 ) ,… , f ( p

T
r
r ) } .特别

的我们取 f (p
T
) = min(T,p } .本文的主要目的是利用解析方法研究这类函数的渐近性质 ,并

得到了一个有趣的渐近公式 ,即就是证明了下面的

定理　对于任意实数 x≥ 1,我们有渐近公式

　　　　∑
n≤ x
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其中∏
p

表示对所有素数求积 ,X为任意给定的正数 .

2　一个简单引理
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为了完成定理的证明 ,我们首先需要证明下面的一个简单引理 .

引理　 设 Ak表示所有 k-full数 (若对于任意素数 p|n都有 p
k|n ,则称 n为一个 k-ful l

数 )组成的集合 ,则对于任意实数 x≥ 1,我们有渐近公式

∑
n≤ x
n∈ A

k

1 = 6k  x
1
k

π
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p
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( p + 1) ( p
1
k - 1)

+ O (x
1
2k+ X)

证明　为了方便起见 ,我们定义如下特征函数为

a (n ) =
1,若 n = 1或者 n为一个 k-ful l数 ;

0,其它 .

则不难有

∑
n∈ A

k
n≤ x

1 = ∑
n≤ x

a(n )

令 f (s ) = ∑
∞

n= 1

a(n )
n
s

可知当 s的实部较大时 ,级数 f (s )绝对收敛 .从而由 Eurler积公式
[4 ]
知
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其中Y(s )为 Riemann-zeta函数 .很明显的 ,我们有不等式

|a(n )|≤ n, ∑
∞

n= 1

a(n )
n
e <

1

e-
1
k

其中e> 3为 s的实部 ,则由 Perron公式
[5 ]
,有

∑
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其中 N为离 x最近的整数 ,当 x为半奇数时取 N = x -
1
2 ,‖ x‖ = |x - N|.在上式中取 s0

= 0,b = 1+
1
k
, T = 1+ x
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其中
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R (s ) = ∏
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现在来估计主项
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容易估计
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再利用分部积分法便可得到如下估计
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注意到Y( 2) = π
2

6
,由上述估计可得
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这样就完成了引理的证明 .

3　定理的证明

这部分我们来完成定理的证明 .设 B表示所有形式如 p1p
T
2
2… p

T
r
r (Ti≥ 2, 2≤ i≤ r )的正整

数 n所组成的集合 ,则不难知道

∑
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219第 3期 任治斌　关于一类 F. Smarandach e可乘函数的均值 　　



= 2 ∑
n≤ x
n∈ A

2

1 - ∑
n≤ x
n∈ A

3

1 + ∑
n≤ x
n∈ A

3

f (n ) + ∑
n≤ x

1 - ∑
n≤ x
n∈ A

2

1

= [x ]+ ∑
n≤ x
n∈ A

2

1 - 2∑
n≤ x
n∈ A

3

1+ 2∑
n≤ x
n∈ A

4

1+ 3 ∑
n≤ x
n∈ A

3

1 - ∑
n≤ x
n∈ A

4

1 + ∑
n≤ x
n∈ A

4

f (n )

= [x ]+ ∑
n≤ x
n∈ A

2

1+ ∑
n≤ x
n∈ A

3

1+ ∑
n≤ x
n∈ A

4

f (n ) - ∑
n≤ x
n∈ A

4

1

利用上述引理 ,我们有
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于是完成了定理的证明 .
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f
T
f (u ) .这与假设f

T
f (i) = f

T
f (u )矛盾 .因此i= u.
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