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关于三角数的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列

韩彬玲

（西安文理学院 教育学院，陕西 西安７１０００１）

摘要：一个自然数ｎ称为三角数，如果ｎ＝ ｍ（ｍ＋１）／２，其中 ｍ 为任意正整数．三角数的

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列Ｅ＝｛Ｔｎ｝＝｛１，１３，１３６，１３　６１０，１　３６１　０１５，１３６　１０１　５２１，１３　６１０　１５２　１２８，
…｝，即Ｔｎ就是由前ｎ个三角数相继连接起来构成的正整数．利用初等方法以及等比级数的性质
研究三角数的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列Ｅ的算术性质，并给出其对数倒数形成的无穷级数的敛散
性的一个判别准则．
关键词：三角数的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列；无穷级数；收敛性；初等方法
中图分类号：Ｏ　１５６．４　　　　 文献标识码：Ａ

１　 引言及结论

美籍罗马尼亚著名数论专家Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授在文献［１－２］中介绍了不少数列和未解决的问题，

其中之一数列称之为Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列｛Ｓｎ｝，它所包含的元素Ｓｎ定义为Ｓｎ是由前ｎ个自然数相继连
接起来构成的正整数，或者Ｓｎ ＝｛１，１２，１２３，１　２３４，１２　３４５，１２３　４５６，１　２３４　５６７，…｝．例如Ｓ９＝１２３　４５６
７８９，Ｓ１１＝１　２３４　５６７　８９１　０１１，Ｓ１６＝１２　３４５　６７８　９１０　１１１　２１３　１４１　５１６，…同时，Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授还建
议研究该数列的各种算术性质．关于这一问题，至今似乎没有人研究，至少没有在现有的文献中看到任何
有关的结果．文献［３］将Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列的定义推广到了三角数上，也就是他引入了三角数的

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列．一个自然数ｎ称为三角数，如果ｎ可以表示成ｍ（ｍ＋１）／２，其中ｍ为正整数．而
三角数的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列Ｅ＝｛Ｔｎ｝＝｛１，１３，１３６，１３　６１０，１　３６１　０１５，１３６　１０１　５２１，１３　６１０　１５２　１２８，
…｝．即就是 Ｔｎ ＝１３　６１０…ｎ（ｎ＋１）／２是由前ｎ 个三角数相继连接起来构成的正整数．例如：

Ｔ８ ＝１　３６１　０１５　２１２　８３６，Ｔ１０ ＝１３　６１０　１５２　１２８　３６４　５５５，Ｔ１２ ＝１３６　１０１　５２１　２８３　６４５　５５６　６７８，… 在文献
［３］中Ｓ．Ｓ．Ｇｕｐｔａ也提出了下面２个问题：

（ⅰ）在数列｛Ｔｎ｝中有多少项是素数．
（ⅱ）在数列｛Ｔｎ｝中有多少项是三角数．
当１≤ｎ≤１　０００时，只有Ｔ２＝１３和Ｔ６＝１３６　１０１　５２１等２个素数；除了平凡的Ｔ１＝１外，也只有

Ｔ３＝１３６是三角数．所以，以上２个问题中的数虽然存在，但是非常稀少．很自然，在三角数的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ
连续数列中，是否存在无穷多个素数或者三角数也是数论中２个有趣的问题．
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本文首次对这一数列的算术性质进行了研究，并利用初等方法以及等比级数的性质讨论了无穷级数

∑
∞

ｎ＝２

１
（ｌｎＴｎ）α

的收敛性，证明了如下的结论：

定理１　设｛Ｔｎ｝表示由三角数构成的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列，则无穷级数∑
∞

ｎ＝２

１
（ｌｎＴｎ）α

，当α＞１时是

收敛的；当α≤１时是发散的
定理２　 设｛Ｔｎ｝表示由三角数构成的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列，则 ｘ∈Ｒ，ｘ＞１，有渐近公式

∑
１＜ｎ≤ｘ

ｌｎｌｎＴｎ ＝ｘｌｎｘ＋ｘｌｎｌｎｘ＋Ｏ（ｘ）．

显然作为这一问题的推广和延伸，可用类似的方法处理由三角数构成的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ反连续数列
｛Ｂｎ｝＝｛１，３１，６３１，１０　６３１，１　５１０　６３１，２１１　５１０　６３１，２８　２１１　５１０　６３１，…｝，即Ｂｎ是由前ｎ个三角数按照相反
的次序连接起来的自然数．例如Ｂ１１ ＝６　６５５　４５３　６２８　２１１　５１０　６３１，Ｂ１８＝１７　１１５　３１３　６１２　０１０　５９１　７８６　６５５
４５３　６２８　２１１　５１０　６３１．对这一数列，可以给出下面的结论：

定理３　 设｛Ｂｎ｝是由三角数构成的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ反连续数列，则无穷级数∑
∞

ｎ＝２

１
（ｌｎＢｎ）β

，当β＞１时是

收敛的；当β≤１时是发散的．
定理４　 设｛Ｂｎ｝表示由三角数构成的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ反连续数列，则 ｘ∈Ｒ，ｘ＞１，有渐近公式

∑
１＜ｎ≤ｘ

ｌｎｌｎＢｎ ＝ｘｌｎｘ＋ｘｌｎｌｎｘ＋Ｏ（ｘ）．

２　 主要定理的证明

利用初等方法、等比级数的性质以及三角数的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ连续数列｛Ｔｎ｝的结构来完成定理的证
明．文中所使用的初等数论知识可参见文献［４－６］，有关Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ问题的其他研究可参见文献［７－９］．
２．１　 定理１的证明

将数列｛Ｔｎ｝按照ｎ的大小变化进行分类．显然在所有Ｔｎ中，Ｔｎ＋１比Ｔｎ多一位数的Ｔｎ总共有３个数，
即就是１，１３，１３６．而在所有Ｔｎ 中，Ｔｎ＋１ 比Ｔｎ 多二位数的Ｔｎ 总共有１０个数，即就是１３　６１０，１　３６１　０１５，

１３６　１０１　５２１，１３　６１０　１５２　１２８，１　３６１　０１５　２１２　８３６，１３６　１０１　５２１　２８３　６４５，１３　６１０　１５２　１２８　３６４　５５５，

１　３６１　０１５　２１２　８３６　４５５　５６６，１３６　１０１　５２１　２８３　６４５　５５６　６７８，１３　６１０　１５２　１２８　３６４　５５５　６６７　８９１．一般地，设在
所有Ｔｎ 中，Ｔｎ＋１ 比Ｔｎ 多ｍ 位数的Ｔｎ 的个数总共有Ｋ（ｍ）个，此时的ｎ必须满足

１０ｍ－１ ≤ｎ（ｎ＋１）／２＜１０ｍ． （１）
解此不等式立刻推出

８·１０ｍ－１＋槡 １－１
２ ≤ｎ＜ ８·１０ｍ　＋槡 １－１

２ ． （２）

由式（２）不难推出满足此不等式的ｎ的个数Ｋ（ｍ）为

８·１０ｍ　＋槡 １－ ８·１０ｍ－１＋槡 １［ ］２ ≤Ｋ（ｍ）≤ ８·１０ｍ ＋槡 １－ ８·１０ｍ－１　＋槡 １［ ］２
＋１． （３）

设Ｓ（ｍ）＝１×３＋２×１０＋…＋ｍ·Ｋ（ｍ），于是当ｎ满足不等式（１）时，Ｔｎ一定满足不等式

１０Ｓ（ｍ）－１ ≤Ｔｎ ＜１０Ｓ（ｍ＋１）－１． （４）
显然由式（２）容易推出渐近式

ｍ＝ （２／ｌｎ１０）ｌｎｎ＋Ｏ（１）． （５）
由式（３）容易推出渐近式

ｌｎＫ（ｍ）＝ （ｍ／２）ｌｎ１０＋Ｏ（１）． （６）
由式（６）并注意到大Ｏ符号的定义，知道 Ｍ ＞０，使得

（１／Ｍ）·１０ｍ／２ ≤Ｋ（ｍ）＜Ｍ·１０ｍ／２． （７）

于是，由式（７）可得１Ｍ
·∑

ｍ

ｉ＝１
ｉ·１０ｉ／２ ≤∑

ｍ

ｉ＝１
ｉ·Ｋ（ｉ）＜Ｍ·∑

ｍ

ｉ＝１
ｉ·１０ｉ／２，或者
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或者存在正常数Ｍ１，使得

１
Ｍ１
·ｍ·１０

（ｍ＋１）／２

槡１０－１
≤Ｓ（ｍ）＜Ｍ１·ｍ

·１０（ｍ＋１）／２

槡１０－１
． （８）

对式（８）取对数并整理可得

ｍ＝ （２／ｌｎ１０）·（ｌｎＳ（ｍ）－ｌｎｌｎＳ（ｍ））＋Ｏ（１）． （９）
结合式（５）及（９）可得ｌｎｎ＝ｌｎＳ（ｍ）－ｌｎｌｎＳ（ｍ）＋Ｏ（１），或者

ｌｎＳ（ｍ）＝ｌｎｎ＋ｌｎｌｎｎ＋Ｏ（１）． （１０）
由式（１０）及大Ｏ常数的定义可知，Ｎ ＞０，使得（１／Ｎ）·ｎ·ｌｎｎ≤Ｓ（ｍ）≤Ｎ·ｎ·ｌｎｎ，或者

１
Ｎ
· １
（ｎ·ｌｎｎ）α ≤

１
（Ｓ（ｍ））α ≤Ｎ

· １
（ｎ·ｌｎｎ）α ．

（１１）

此外，由式（４）也可以推出Ｓ（ｍ）·ｌｎ１０≤ｌｎＴｎ ＜Ｓ（ｍ＋１）·ｌｎ１０．或者结合式（１１）可推出

１
（ｎ·ｌｎｎ）α

· １
（（ｎ＋１）·ｌｎ（ｎ＋１））α ＜

１
（ｌｎＴｎ）α ≤

Ｎ（ ）ｌｎ１０
α
· １
（ｎ·ｌｎｎ）α．

（１２）

对式（１２）两边求和可得

１
（ｎ·ｌｎｎ）α

·∑
∞

ｎ＝２

１
（（ｎ＋１）·ｌｎ（ｎ＋１））α ＜∑
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ｎ＝２

１
（ｌｎＴｎ）α ≤

Ｎ（ ）ｌｎ１０
α
·∑

∞

ｎ＝２

１
（ｎ·ｌｎｎ）α．

（１３）

注意到无穷级数∑
∞

ｎ＝２

１
（ｎ·ｌｎｎ）α

，当α＞１时收敛，当α≤１时发散．于是由正项级数的收敛性判别法以及式

（１３）不难推出无穷级数∑
∞

ｎ＝２

１
（ｌｎＴｎ）α

，当α＞１时收敛，当α≤１时发散．于是证明了定理１．

２．２　 定理２的证明
由式（４）及（１０）立刻推出渐近式

ｌｎｌｎＴｎ ＝ｌｎｎ＋ｌｎｌｎｎ＋Ｏ（１）． （１４）
对式（１４）应用Ｅｕｌｅｒ求和公式可得

∑
１＜ｎ≤ｘ

ｌｎｌｎＴｎ ＝ ∑
１＜ｎ≤ｘ

（ｌｎｎ＋ｌｎｌｎｎ）＋Ｏ（ｘ）＝ｘｌｎｘ＋ｘｌｎｌｎｘ＋Ｏ（ｘ）．

于是完成了定理２的证明．
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　　特邀顾问：保 铮 侯 洵 徐 僖 姚 穆 梁 善 刘焕彬 贾成文

　　编委会主任：刘江南

　　编委会副主任：高 勇 徐建军

　　编委会委员（按姓氏笔划为序）：

　　　　王兴元　王学川　王成伟　王晋国　王春瑞　王家正　王瑞卿

纪培胜　李　阳　李生刚　李宝宗　李洪兴　刘　杰　刘　玲

刘江南　全宏俊　任学明　闫永达　朱　平　陈小立　陈汝栋

宋　波　吴之传　杨　力　杨建伟　张　欣　张文鹏　张胜贵

邹其徽　郑世旺　周义仓　郭　奋　胡觉亮　侯秀良　倪阳生

徐　扬　徐建军　封建湖　高　勇　宾月珍　秦玉明　陶有山

姚秉华　曹怀信　黄　翔　黄燕萍　梁晓俐　韩一平　董军浪

缪永伟　樊增禄　薛　红　魏俊富

　　主　　编：高　勇

　　副 主 编：黄　翔　董军浪

　　秘　　书：黄燕萍
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