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关于伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）的２个问题
＊

黄　炜
（宝鸡职业技术学院基础部，陕西 宝鸡７２１０１３）

　　摘　要：研究了ｌｎ　Ｚ（ｎ）的均值分布性质，利用初等、解析方法，获得了伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）的性质，解决了 Ｆｅｌｉｃｅ

Ｒｕｓｓｏ提出的２个扩展极限的计算问题．
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１　问题的提出

著名的伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）定义为Ｚ（ｎ）＝ｍｉｎ　ｍ：ｎ ｍ
（ｍ＋１）
２

，ｍ∈｛ ｝Ｎ ，其中ｎ为任意正整

数，该数列的前几项为１，３，２，７，４，３，６，１５，８，４，１０，８，１２，７，５，…它是罗马尼亚著名数论专家Ｊｏｚｓｅｆ　Ｓａｎｄｏｒ
教授首次提出的，已有不少文献［１－８］对Ｚ（ｎ）的性质进行研究，获得了不少有益的结论，Ｆｅｌｉｃｅ　Ｒｕｓｓｏ教授
也提出了一些有价值的问题．笔者对该类似问题进行了延拓，然后采用数论中的解析方法、初等方法及数
素的分解方法，对伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）的复合函数ｌｎ　Ｚ（ｎ）值的分布进行分析，最后研究了推广后的

下面２个极限计算：（１）ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　Ｚ（ｋ）
ｌｎ　ｋ
ｎ

；（２）ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｚ（ｎ）

∑
ｋ≤ｎ
ｌｎ　Ｚ（ｋ）

．即证明下面的结论：

定理１　 对于任意实数ｘ≥２，有渐近估计公式∑
ｎ≤ｘ
ｌｎ　Ｚ（ｎ）＝ｘｌｎ　ｘ＋Ｏ（ｘ）．

定理２　 对于任意自然数ｎ＞１，有渐近估计式
∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　Ｚ（ｋ）
ｌｎ　ｋ
ｎ ＝１＋Ｏ １

ｌｎ（ ）ｎ ，则有极限式

ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　Ｚ（ｋ）
ｌｎ　ｋ
ｎ ＝１．

定理３　 对于任意自然数ｎ＞１，有渐近估计式 Ｚ（ｎ）

∑
ｋ≤ｎ
ｌｎ　Ｚ（ｋ）

＝Ｏ １
ｌｎ（ ）ｎ ，则有极限式

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｚ（ｎ）

∑
ｋ≤ｎ
ｌｎ　Ｚ（ｋ）

＝０．
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２　 引理及其证明
引理１［７］　 对于任意的正整数ｎ＞１，令ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 表示ｎ的标准分解式，如果αｉ＞２（ｉ＝１，２，

…，ｎ），那么称ｎ为ｓｑｕａｒｅ－ｆｕｌｌ数．令Ａ２（ｘ）表示不超过ｘ的ｓｑｕａｒｅ－ｆｕｌｌ数的集合（也就是得若ｐ｜ｎ则有ｐ２

ｎ），有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ

ｎ∈Ａ２（ｘ）

１＝
ζ（ ）３２
ζ（）３

ｘ
１
２ ＋
ζ（ ）２３
ζ（）２

ｘ
１
３ ＋Ｏ　ｘ

１
６ｅｘｐ －Ｃｌｏｇ２５ｘ　ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｘ －（ ）（ ）１

５ ，

其中Ｃ为正的常数，ζ（ｓ）为柯西－黎曼ｚｅｔａ函数．
引理１的证明由参考文献［７］给出．

引理２　 设ｘ≥１为任意实数，ｐ为任意素数，ｋ为任意正整数，则有渐近公式 ∑
ｐｋ≤ｘ

（ｐ，ｋ）＝１

ｌｎ　ｐ＝ｘｌｎ　ｘ＋

Ｏ（ｘ）．
证明 　 由文献［８］知素数定理可以用几个不同的形式表示，即有

∑
ｋ≤ｘ

ｌｎ　ｐ
ｐ ＝ｌｎ　ｘ＋Ｏ（）１ ，∑

ｋ≤ｘ
ｌｎ　ｐ＝ｘ＋Ｏ ｘ

ｌｎ（ ）ｘ ，∑
ｋ≤ｘ

ｌｎ　ｐ
ｐ２

＝Ｄ＋Ｏ １
ｌｎ（ ）ｘ ， （１）

其中Ｄ是可计算的正常数．
由素数定理可表示的几个不同形式的渐近公式（１），有

∑
ｐｋ≤ｘ
（ｐ，ｋ）＝１

ｌｎ　ｐ＝∑
ｐｋ≤ｘ
ｌｎ　ｐ∑

ｋ≤ｘｐ

１＝∑
ｐｋ≤ｘ
ｌｎ　ｐ ｘ

ｐ －
ｘ
ｐ２
＋Ｏ（）（ ）１ ＝ｘ∑

ｐ≤ｘ

ｌｎ　ｐ
ｐ －ｘ∑

ｐ≤ｘ

ｌｎ　ｐ
ｐ２

＋

Ｏ ∑
ｐ≤ｘ
ｌｎ（ ）ｐ ＝ｘｌｎ　ｘ＋Ｏ（ｘ）．

引理２证毕．
引理３　 对任意正整数ｎ和ｋ，有：（ⅰ）１≤Ｚ（ｎ）≤２ｎ－１，Ｚ（ｎ）＝２ｎ－１当且仅当ｎ＝２ｋ其中ｋ为

非负整数；（ⅱ）Ｚ（ｎ）＝ｎ－１，ｎ＝ｐｋ，其中ｐ为大于２的素数；（ⅲ）Ｚ（ｎ）≤ｎ－１，其中ｎ不能表达为ｎ＝
２ｋ 的形式．
其证明见参考文献［４－５］．

３　 定理的证明
定理１的证明　令Ｕ（ｎ）＝∑

ｎ≤ｘ
ｌｎ　Ｚ（ｎ），先估计Ｕ（ｎ）的上界．事实上，依据Ｚ（ｎ）的定义，对任意一个

正整数ｎ＞１，由引理３有Ｚ（ｎ）≤２ｎ－１，立即可推出ｌｎ　Ｚ（ｎ）≤ｌｎ（２ｎ－１）成立，因此∑
ｎ≤ｘ
ｌｎ　Ｚ（ｎ）≤∑

ｎ≤ｘ

ｌｎ（２ｎ－１）．由欧拉求和公式［９－１０］，得

∑
ｎ≤ｘ
ｌｎ　Ｚ（ｎ）≤∑

ｎ≤ｘ
ｌｎ（２ｎ－１）＝∫

ｘ

１
ｌｎ（２ｔ－１）ｄｔ＋∫

ｘ

１
（（２ｔ－１）－［２ｔ－１］） １

２ｔ－１
ｄｔ＋

ｌｎ　２ｘ（（２ｘ－１）－［２ｘ－１］）≤∫
ｘ

１
ｌｎ（２ｔ－１）ｄｔ＋ｌｎ　２ｘ＝

ｘｌｎ（２ｘ－１）－ｘ＋１＋ｌｎ　２ｘ＝ｘｌｎ　ｘ＋Ｏ（ｘ）． （２）
接下来估计Ｕ（ｎ）的下界．将区间［１，ｘ］中的整数分成如下２个集合Ａ和Ｂ：Ａ＝｛ｍ是ｓｑｕａｒｅ－ｆｕｌｌ数，

且ｍ∈ ［１，ｘ］｝表示［１，ｘ］；Ｂ＝ ｛ｍ是ｓｑｕａｒｅ－ｆｕｌｌ数，且ｍ∈ ［１，ｘ］｝．于是有

∑
ｎ≤ｘ
ｌｎ　Ｚ（ｎ）＝∑

ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｌｎ　Ｚ（ｎ）＋∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

ｌｎ　Ｚ（ｎ）． （３）

由集合Ａ的定义及引理１，有

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｌｎ　Ｚ（ｎ）≤∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｌｎ（２ｎ－１）≤∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｌｎ（２ｘ）＝ｌｎ（２ｘ）∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

１＝ｌｎ（２ｘ）Ａ２（ｘ）槡ｘｌｎ　ｘ． （４）
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现在估计和式在集合Ｂ上的渐近公式．由Ｚ（ｎ）的定义Ｚ（ｎ）＝ｍｉｎ　ｍ：ｎ ｍ
（ｍ＋１）
２

，ｍ∈｛ ｝Ｎ ，对集合

Ｂ，当ｎ∈Ｂ，ｎ为正整数，可推得至少存在一个素数ｐ满足ｐ｜ｎ且ｐ２ｎ．即可得出下面的渐近估计：

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

ｌｎ　Ｚ（ｎ）＝ ∑
ｎｐ≤ｘ
（ｎ，ｐ）＝１

ｌｎ　Ｚ（ｎｐ）≥∑
ｎ≤ｘ
∑
ｎ≤ｘｐ
（ｎ，ｐ）＝１

ｌｎ（ｐ－１）＝∑
ｎ≤ｘ

ｘ
ｐ －

ｘ
ｐ２
＋Ｏ（１（ ））ｌｎ（ｐ－１）＝

ｘｌｎ　ｘ＋Ｏ（ｘ）． （５）
由（３），（４），（５）式，有

∑
ｎ≤ｘ
ｌｎ　Ｚ（ｎ）≥ｘｌｎ　ｘ＋Ｏ（ｘ）． （６）

由（２）和（６）式，有∑
ｎ≤ｘ
ｌｎ　Ｚ（ｎ）＝ｘｌｎ　ｘ＋Ｏ（ｘ）．

定理１证毕．
定理２，３的证明 　 一方面，由定理１，有

∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　Ｚ（ｋ）
ｌｎ　ｋ
ｎ ≥

∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　Ｚ（ｋ）
ｌｎ　ｎ
ｎ ≥

∑
ｎ

ｋ＝２
ｌｎ　Ｚ（ｋ）

ｎｌｎ　ｎ ＝ｎｌｎ　ｎ＋Ｏ
（ｎ）

ｎｌｎ　ｎ ＝１＋ １
ｌｎ（ ）ｎ ； （７）

另一方面，由Ｚ（ｎ）的定义，有

∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　Ｚ（ｋ）
ｌｎ　ｋ
ｎ ≤

∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　ｋ
ｌｎ　ｋ
ｎ ＝ｎ－１ｎ ＜１＜１． （８）

结合（７）和（８）式，有

∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　Ｚ（ｋ）
ｌｎ　ｋ
ｎ ＝１＋ １

ｌｎ（ ）ｎ ． （９）

最后研究推广后的２个极限．特别地在（９）式中，当ｎ→∞时，有ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
ｎ

ｋ＝２

ｌｎ　Ｚ（ｋ）
ｌｎ　ｋ
ｎ ＝１．这就完成了定理

２的证明．
根据定理１及Ｚ（ｎ）的定义，有

０≤ Ｚ（ｎ）

∑
ｋ≤ｎ
ｌｎ　Ｚ（ｋ）

≤ ｎ
ｎｌｎ　ｎ＋Ｏ（ｎ）＝

Ｏ １
ｌｎ（ ）ｎ ． （１０）

由（１０）式，有 Ｚ（ｎ）

∑
ｋ≤ｎ
ｌｎ　Ｚ（ｋ）

＝Ｏ １
ｌｎ（ ）ｎ ．这就完成了定理３的证明．

在定理３中取ｎ→ ∞ 时即可推出对应的极限．
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