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摘　要：利用初等方法及组合方法研究了伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数在２ｐ＋１与２ｐ－１上的下界估
计问题；给出了伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数在这些特殊值上的较强的下界估计；并证明了估计
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０　引言

对任意的正整数ｎ，著名的伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函
数Ｚ（ｎ）定义为最小的正整数 ｍ，使得 ｎ｜
ｍ（ｍ＋１）

２
， 即 Ｚ（ｎ）＝ ｍｉｎ｛ｍ：ｍ ∈ Ｎ，ｎ ｜

ｍ（ｍ＋１）
２

｝．从Ｚ（ｎ）的定义，可以计算出Ｚ（ｎ）的

前几个值为：Ｚ（１）＝１，Ｚ（２）＝３，Ｚ（３）＝２，Ｚ（４）＝
７，Ｚ（５）＝４，Ｚ（６）＝３，Ｚ（７）＝６，Ｚ（８）＝１５，Ｚ（９）＝
８，Ｚ（１０）＝４，Ｚ（１１）＝１０，…．
关于Ｚ（ｎ）的初等性质，许多学者曾经研究

过，并获得了不少有意义的结果［１－５］．例如，Ｙｕａｎ－
ｂｉｎｇ　Ｌｏｕ［３］研究了一个包含伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数

的均值问题，得到了一个渐近式：

　　　　∑
ｎ≤ｘ
ｌｎＺ（ｎ）＝ｘｌｎｘ＋Ｏ（ｘ）．

　　Ｌｉｎ　Ｃｈｅｎｇ［４］讨论了一个包含伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ
函数的均值，得到了一个渐近式：

　　∑
ｎ≤ｘ

ｐ（ｎ）
Ｚ（ｎ）＝

ｘ
ｌｎｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ａｉｘ
ｌｎｉ　ｘ＋

Ｏ
ｘ

ｌｎｋ＋１ｘ（ ）．
　　Ｙａｎｉ　Ｚｈｅｎｇ［５］证明了对于任意的正整数ｎ与

足够大的Ｍ，有
Ｚ（ｎ＋１）
Ｚ（ｎ） ＞ Ｍ 和｜Ｚ（ｎ＋１）－

Ｚ（ｎ）｜＞Ｍ 成立．

　　Ｌｅ　Ｍａｏｈｕａ在文献［６］中研究了Ｓ（２ｐ－１（２ｐ －

１））的下界估计问题，并给出估计式：
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　　　　　Ｓ（２ｐ－１（２ｐ －１））≥２ｐ＋１
其中，Ｓ（ｎ）为著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数．
苏娟丽［７］改进了文献［６］的结论，得到了更强

的下界估计．即对任意的素数ｐ≥７，有估计式：

　　　　　Ｓ（２ｐ－１（２ｐ －１））≥６ｐ＋１．
　　苏娟丽还在文献［８］中研究了Ｓ（２ｐ ＋１）的下
界估计问题，证明了对任意的素数ｐ ≥７，有估计
式

　　　　　　　Ｓ（２ｐ ＋１）≥６ｐ＋１．
　　温田丁［９］证明了对任意的素数ｐ≥７，有估计
式Ｓ（２ｐ －１）≥１０ｐ＋１，Ｓ（２ｐ ＋１）≥１０ｐ＋１．
　　事实上，上述文献所提到的数列Ｍｐ ＝２ｐ －１
就是著名的梅森尼（Ｍｅｒｓｅｎｎｅ）数．梅森尼曾经猜
想对所有的素数ｐ，Ｍｐ均为素数．这一猜想后来被
验证是错误的，因为Ｍ１１＝２１１－１＝２３×８９是合数．
而数列２ｐ－１（２ｐ －１）与一个古老的数论难题———
偶完全数密切相关，其相关内容可参阅文献［９，

１０］．
受文献［６－９］的启发，本文利用初等方法研究

了伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）在２ｐ＋１与２ｐ－１上
的下界估计问题，并得到了较强的下界估计．

１　相关引理

引理１［１１，１２］　对任意的素数ｐ≥３及ｋ∈Ｎ，
Ｚ（ｐｋ）＝ｐｋ－１．当ｐ＝２时，Ｚ（２ｋ）＝２ｋ＋１－１．
　　引理２［１１］　若ｎ为任意合数，则
　　　　Ｚ（ｎ）＝ｍａｘ｛Ｚ（ｍ）：ｍ｜ｎ｝．
　　引理３［１３］　设素数ｐ＞２，ｐｄ，那么ｄ是模

ｐ的二次剩余的充要条件是ｄ
ｐ－１
２ ≡１（ｍｏｄ　ｐ）；ｄ

是模ｐ 的二次非剩余的充要条件是ｄ
ｐ－１
２ ≡－

１（ｍｏｄ　ｐ）．

２　主要结论及其证明

定理　对任意的素数ｐ≥１７，我们有估计式
（Ⅰ）Ｚ（２ｐ ＋１）≥１０ｐ；（Ⅱ）Ｚ（２ｐ －１）≥１０ｐ．
　　证明：由引理２可知，对任意的素数ｐ｜ｎ，有
Ｚ（ｎ）≥Ｚ（ｐ）＝ｐ－１，且（ｐ－１）｜Ｚ（ｐα）对所有
的正整数α均成立．

２．１　关于定理中（Ⅰ）式的证明

因为２≡－１（ｍｏｄ　３），２２≡１（ｍｏｄ　３），且对任
意的奇素数ｐ，有２ｐ ≡－１（ｍｏｄ　３），即２ｐ ＋１≡
０（ｍｏｄ　３），这说明对任意的奇素数ｐ，２ｐ ＋１都有
素因子３．
当ｐ≥１７时，先证２ｐ ＋１不可能是３的ｍ 次

幂（ｍ ∈Ｎ）．假设２ｐ＋１是３的ｍ次幂，则有２ｐ＋１
＝３ｍ．当ｍ＝２ｋ＋１时，有１≡２ｐ＋１≡３ｍ ≡３２ｋ＋１

≡３（ｍｏｄ　８）矛盾；当ｍ＝２ｋ时，２ｐ＝３ｍ－１＝ （３ｋ＋
１）（３ｋ－１）．又（３ｋ ＋１，３ｋ －１）＝２，可得３ｋ －１＝
２，ｋ＝１，这与ｐ≥１７矛盾．因此，２ｐ＋１不可能是３
的ｍ 次幂．由此可知，２ｐ ＋１至少含有一个大于３
的素因子．
对任意的素数ｐ≥１７，设ｑ为２ｐ＋１的任一大

于３素因子，则有ｑ≥５．由伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ
（ｎ）的性质可知：

　　　　　Ｚ（２ｐ ＋１）≥ｑ－１ （１）

　　又ｑ｜２ｐ ＋１，则有２ｐ ＋１≡０（ｍｏｄ　ｑ），即２ｐ

≡－１（ｍｏｄ　ｑ）．此时，可设ｍ为２模ｑ的指标，则２　ｍ

≡１（ｍｏｄ　ｑ）．由２ｐ ≡１（ｍｏｄ　ｑ）可得２２ｐ ≡１（ｍｏｄ
ｑ），所以由指标的性质［１０，１４］知：ｍ｜２ｐ．于是有ｍ＝
１，２，ｐ，２ｐ，显然ｍ ≠１，２，ｐ，所以ｍ＝２ｐ．又由指
标的性质［１０，１４］可知：ｍ｜φ（ｑ）＝ｑ－１，即ｑ－１＝ｍ
·ｋ＝２ｐ·ｋ，亦即：

　　　　ｑ＝２ｋｐ＋１，ｋ＝１，２，３，… （２）

　　因此，２ｐ ＋１可以分为以下４种情况：
（１）若２ｐ＋１除３之外含有一个大于３的素因

子ｑ．此时有４种可能：２ｐ＋１＝３α·（２ｐ＋１）β或者

２ｐ＋１＝３α·（４ｐ＋１）β或者２ｐ＋１＝３α·（６ｐ＋１）β

或者２ｐ ＋１＝３α·（８ｐ＋１）β．
　　如果２ｐ＋１＝３α·（２ｐ＋１）β 成立，则当β≥５
时，有Ｚ（２ｐ＋１）≥Ｚ（（２ｐ＋１）β）≥β·［（２ｐ＋１）

－１］≥５·［（２ｐ＋１）－１］≥１０ｐ．
　　当β＝４时，若α为偶数（设α＝２ｋ），则２ｐ ＋１
＝３２ｋ·（２ｐ＋１）４，即２ｐ＋１为完全平方数．设２ｐ＋
１＝ａ２，则２ｐ ＝ａ２－１＝（ａ＋１）（ａ－１）．然而（ａ＋
１，ａ－１）＝２，可知ａ－１＝２，即ａ＝３．所以ｐ＝３，
这与ｐ≥１７矛盾．故α不可能是偶数；若α为奇数
（设α＝２ｋ＋１），则２ｐ＋１＝３２ｋ＋１·（２ｐ＋１）４，由于

１≡２ｐ ＋１＝３２ｋ＋１·（２ｐ＋１）４ ≡３（ｍｏｄ　８）矛盾，
所以２ｐ＋１≠３２ｋ＋１·（２ｐ＋１）２，即α也不可能为奇
数．因此β＝４不可能成立．
当β＝３时，若α为偶数（设α＝２ｋ），则２ｐ＋１

＝３２ｋ·（２ｐ＋１）３，２ｐ ＝３２ｋ·（２ｐ＋１）３－１＝３２ｋ·
（８ｐ３＋１２ｐ２＋６ｐ）＋（３ｋ＋１）·（３ｋ－１）．
　　因为４｜２ｐ，４｜（３ｋ＋１）·（３ｋ－１），４３２ｋ·（８ｐ３

＋１２ｐ２＋６ｐ），所以α不可能是偶数．
若α为奇数（设α＝２ｋ＋１），则２ｐ＋１＝３２ｋ＋１·

（２ｐ＋１）３．当ｋ＝０时，且ｐ≥１７，有２ｐ ＋１＞３·
（２ｐ＋１）３；当ｋ≥１时，２ｐ＋１≡３２ｋ＋１·（２ｐ＋１）３

≡０（ｍｏｄ　３２），则有２２ｐ ≡１（ｍｏｄ　３２）．此时，可设ｎ
为２模ｑ的指标，则２ｎ ≡１（ｍｏｄ　ｑ）．由指标的性
质［１０，１４］知：ｎ｜２ｐ．于是有ｎ＝１，２，ｐ，２ｐ，显然ｎ≠

·１８１·
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１，２，ｐ，所以ｎ＝２ｐ．又由指标的性质［１０，１４］可知：ｎ
｜φ（９）＝６，即２ｐ｜６，ｐ｜３，这与ｐ≥１７矛盾，所以

α也不可能是奇数．因此，β＝３不可能成立．同理可
知β不可能为１和２．
类似的可证：２ｐ＋１＝３α·（４ｐ＋１）β或２ｐ＋１

＝３α·（６ｐ＋１）β或２ｐ＋１＝３α·（８ｐ＋１）β时结论
成立．

（２）若２ｐ＋１除３之外恰好含有两个大于３的
不同的素因子．由式（２）可知，２ｐ＋１中不可能同时
含有素因子２ｐ＋１和４ｐ＋１（因为当素数ｐ ＞３
时，２ｐ＋１和４ｐ＋１中至少有一个能被３整除，所
以它们不可能同时为素数）．同理，２ｐ ＋１也不可能
同时含有素因子４ｐ＋１和８ｐ＋１．
因此，由式（２）可设２ｐ ＋１＝３α·（２ｐ＋１）β·

（６ｐ＋１）γ或２ｐ＋１＝３α·（２ｐ＋１）β·（８ｐ＋１）γ或
２ｐ ＋１＝３α·（４ｐ＋１）β·（６ｐ＋１）γ．
　　若２ｐ ＋１＝３α·（２ｐ＋１）β·（６ｐ＋１）γ 成立，
则当β≥５或γ≥２时，有Ｚ（２ｐ ＋１）≥β［（２ｐ＋
１）－１］≥１０ｐ或Ｚ（２ｐ＋１）≥γ［（６ｐ＋１）－１］≥
１０ｐ．
　　当γ＝１，１≤β≤４时，则２ｐ＋１＝３α·（２ｐ＋
１）β·（６ｐ＋１），此式两边同时取素数模２ｐ＋１，则
有２ｐ＋１＝３α·（２ｐ＋１）β·（６ｐ＋１）≡０（ｍｏｄ（２ｐ
＋１）），即２ｐ≡－１（ｍｏｄ（２ｐ＋１））．又由引理３和前

式可知：２
（２ｐ＋１）－１

２ ≡２ｐ ≡－１（ｍｏｄ（２ｐ＋１）），所以２
是素数２ｐ＋１的二次非剩余．同理可知２是素数

６ｐ＋１的二次非剩余．然而，当ｐ＝８ｋ＋３时，

２
２ｐ＋１（ ）＝（－１）（２ｐ＋１）２－１８ ＝（－１）

ｐ（ｐ＋１）
２ ＝（－１）４ｋ＋２＝

１；当ｐ＝８ｋ＋１时，
２

６ｐ＋１（ ）＝（－１）（６ｐ＋１）２－１８ ＝（－

１）
３ｐ（３ｐ＋１）

２ ＝（－１）１２ｋ＋２＝１，这与２是素数２ｐ＋１和６ｐ
＋１的二次非剩余矛盾．
类似的可证：当ｐ≥１７时，２ｐ＋１＝３α·（２ｐ＋

１）β·（８ｐ＋１）γ 与２ｐ＋１＝３α·（４ｐ＋１）β·（６ｐ＋
１）γ 有结论Ｚ（２ｐ ＋１）≥１０ｐ成立．

（３）若２ｐ＋１除３之外恰好含有三个大于３的
不同的素因子．若其中至少有一个素因子可以满足
等式ｑ＝２ｋｐ＋１且ｋ≥５，显然有Ｚ（２ｐ ＋１）≥ｑ
－１≥２ｋｐ≥１０ｐ成立．若所有的素因子中的ｋ≤
４，因为２ｐ＋１和４ｐ＋１不可能同时为素数，４ｐ＋
１和８ｐ＋１也不可能同时为素数，故可设：

　２ｐ＋１＝３α·（２ｐ＋１）β·（６ｐ＋１）γ·（８ｐ＋１）δ，
当β≥５或γ≥２或δ≥２时，定理中（Ⅰ）显然成
立．

不失一般性，此时可设２ｐ＋１＝３α·（２ｐ＋１）β

·（６ｐ＋１）·（８ｐ＋１），其中１≤β≤４．类似于上述

２．１中（３）的讨论可知，２是素数２ｐ＋１和６ｐ＋１的

二次非剩余，然而当ｐ＝８ｋ＋３时，
２

２ｐ＋１（ ）＝（－
１）

（２ｐ＋１）２－１
８ ＝（－１）

ｐ（ｐ＋１）
２ ＝（－１）４ｋ＋２＝１；当ｐ＝８ｋ＋

１时，
２

６ｐ＋１（ ）＝（－１）（６ｐ＋１）２－１８ ＝（－１）
３ｐ（３ｐ＋１）

２ ＝（－

１）１２ｋ＋２＝１，这与２是素数２ｐ＋１和６ｐ＋１的二次
非剩余矛盾．所以，当２ｐ ＋１除３之外恰好含有三
个大于３的不同的素因子时，有Ｚ（２ｐ ＋１）≥１０ｐ
成立．

　　（４）若２ｐ＋１除３之外至少含有四个大于３的
不同的素因子，由式（２）可知，至少有一个素数满
足ｑ＝２ｋｐ＋１且ｋ≥５（因为若ｋ＜５，则有ｑ＝２ｐ
＋１，４ｐ＋１，６ｐ＋１，８ｐ＋１，然而２ｐ＋１和４ｐ＋１
不可能同时为素数，４ｐ＋１和８ｐ＋１也不可能同时
为素数，所以ｋ≥５），此时有Ｚ（２ｐ＋１）≥ｑ－１≥
２ｋｐ≥１０ｐ显然成立．
综上所述，我们完成了定理中（Ⅰ）式的证明．

２．２　关于定理中（Ⅱ）式的证明

对任意的素数ｐ≥１７，设ｑ为２ｐ－１的任一大
于３素因子，由伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）的性质
可知：

　　　　　　Ｚ（２ｐ －１）≥ｑ－１． （３）

　　类似于（Ⅰ）式证明可知式（２）成立．显然，２ｐ

－１不可能是完全平方数（反证法：假设２ｐ－１是一
个完全平方数，可设２ｐ－１＝ａ２，即２ｐ＝ａ２＋１，０≡
２ｐ ≡ａ２＋１≡２（ｍｏｄ　４）矛盾），因此，２ｐ －１可分
为以下５种情况：

（１）若２ｐ －１为素数，则由ｐ≥１７及Ｚ（ｎ）的
性质可知，Ｚ（２ｐ －１）≥２ｐ －２≥１０ｐ成立．

（２）若２ｐ －１恰好为素数ｑ的ｍ 次幂（其中ｍ

≥３），即２ｐ－１＝ｑ　ｍ．因为２ｐ－１不可能为完全平
方数，所以ｍ＝３，５，７，…．当ｍ＝３时，则ｑ＝２ｋｐ＋
１且ｋ≥２，有Ｚ（２ｐ－１）≥Ｚ（ｑ３）＝ｑ３－１＞３（ｑ
－１）≥３［（４ｐ＋１）－１］＞１０ｐ成立．而当ｐ≥１７
时，显然有２ｐ－１＞（２ｐ＋１）３，因此２ｐ－１≠（２ｐ
＋１）３；当ｍ ≥５时，由式（２）和式（３）可知Ｚ（２ｐ －
１）≥ｑ　ｍ－１＞ｍ（ｑ－１）≥５［（２ｐ＋１）－１］≥１０ｐ
成立．

（３）若２ｐ－１恰有两个不同的素因子．２ｐ－１不
可能同时含有素因子２ｐ＋１和４ｐ＋１，也不可能同
时含有素因子４ｐ＋１和８ｐ＋１，也不可能同时含有

·２８１·



第６期 鲁伟阳等：关于伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的一个下界估计

素因子２ｐ＋１和６ｐ＋１（反证法：若２ｐ－１＝（２ｐ＋
１）（６ｐ＋１），则由引理３和二次剩余的性质可知２
是素数２ｐ＋１和６ｐ＋１的二次剩余，然而当ｐ＝４ｋ

＋１时，
２

２ｐ＋１（ ）＝（－１）（２ｐ＋１）２－１８ ＝（－１）
ｐ（ｐ＋１）
２ ＝（－

１）２ｋ＋１＝－１；当ｐ＝４ｋ＋３时，
２

６ｐ＋１（ ）＝（－
１）

（６ｐ＋１）２－１
８ ＝（－１）

３ｐ（３ｐ＋１）
２ ＝（－１）６ｋ＋５＝－１，这与２是

素数２ｐ＋１和６ｐ＋１的二次剩余矛盾）．因此，由式
（２）可设２ｐ －１＝（２ｐ＋１）α·（８ｐ＋１）β 或２ｐ －１
＝（４ｐ＋１）α·（６ｐ＋１）β．
　　显然，当α≥５或β≥２时，有Ｚ（２ｐ －１）≥
α［（２ｐ＋１）－１］≥１０ｐ或Ｚ（２ｐ －１）≥β［（６ｐ＋
１）－１］≥１０ｐ．
　　当β＝１，１≤α≤４时，有２ｐ －１＝（２ｐ＋１）α

·（８ｐ＋１）或２ｐ －１＝（４ｐ＋１）α·（６ｐ＋１）．
若２ｐ－１＝（２ｐ＋１）α·（８ｐ＋１），当α＝４时，

因为－１≡２ｐ－１≡（２ｐ＋１）４·（８ｐ＋１）≡１（ｍｏｄ
８）矛盾，所以α≠４；而当２ｐ－１＝（４ｐ＋１）３·（６ｐ
＋１）时，Ｚ（２ｐ－１）≥３［（４ｐ＋１）－１］＞１０ｐ显然
成立；此时不妨设１≤α≤３，当ｐ≥１７时，有２ｐ－
１＞ （２ｐ＋１）３·（８ｐ＋１）与２ｐ－１＞（４ｐ＋１）２·
（６ｐ＋１），所以２ｐ－１＝（２ｐ＋１）３·（８ｐ＋１）和２ｐ

－１＝（４ｐ＋１）２·（６ｐ＋１）不可能成立．所以，当２ｐ

－１恰有两个不同的素因子时，有Ｚ（２ｐ－１）≥１０ｐ
成立．

（４）若２ｐ －１恰有三个不同的素因子．若其中
至少有一个素因子可以满足等式ｑ＝２ｋｐ＋１且ｋ

≥５，显然有Ｚ（２ｐ－１）≥ｑ－１≥２ｋｐ≥１０ｐ成立．
若所有的素因子中的ｋ≤４，因为２ｐ＋１和４ｐ＋１
不可能同时为素数，４ｐ＋１和８ｐ＋１也不可能同时
为素数，故可设２ｐ －１＝（２ｐ＋１）α·（６ｐ＋１）β·
（８ｐ＋１）γ，此时，当α≥５或β≥２或γ≥２时，定
理中（Ⅱ）式显然成立．
不失 一 般 性，可 设 ２ｐ －１＝ （２ｐ ＋１）α

·（６ｐ＋１）·（８ｐ＋１），其中１≤α≤４．由引理３和
二次剩余的性质可知，２是素数２ｐ＋１和６ｐ＋１的
二次剩余，然而由上述２．２中（３）的讨论可知，２是

２ｐ＋１和６ｐ＋１的二次非剩余，故矛盾．所以，当２ｐ

＋１恰有三个不同的素因子时，有Ｚ（２ｐ－１）≥１０ｐ
成立．

（５）若２ｐ －１至少有四个不同的素因子，同
（Ⅰ）式证明过程中（４）及式（２）可知，至少有一个
素数满足ｑ＝２ｋｐ＋１且ｋ≥５，此时Ｚ（２ｐ－１）≥
ｑ－１≥２ｋｐ≥１０ｐ显然成立．
综上所述，我们完成了定理中（Ⅱ）式的证明．

３　结束语

有关Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的下界估计问题，已
经有了不少的研究成果，然而对于伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ
函数的相关内容却并没有涉及．本文在文献［６－９］
的基础上，利用初等及组合方法对伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ
函数的下界估计问题进行了研究，拓宽了伪Ｓｍａ－
ｒａｎｄａｃｈｅ函数在下界估计问题方面的研究．
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