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关于伪 Smarandache函数的一个方程及其正整数解

张爱玲

(西安理工大学 高等技术学院 ,陕西 西安　710082)

摘要:目的　研究一类包含伪 Smarandache函数方程的可解性。方法　利用初等及解析方法。结

果　证明了该方程有且仅有两个正整数解。结论　彻底解决了 KenichiroKashihara提出的该方程

的所有正整数解的问题。
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1　引言及结论

对任意正整数 n,著名的伪 Smarandache函数

Z(n)定义为最小的正整数 m使得 n 
m(m+1)

2
。即

Z(n)=min{m:n 
m(m+1)

2
, m∈ N}。

其中 N表示所有正整数集合。例如 , Z(n)的前几个

值为

Z(1)=1, Z(2)=3, Z(3)=2, Z(4)=7,

Z(5)=4, Z(6)=3 , Z(7)=6, Z(8)=15,

Z(9)=8, Z(10)=4, Z(11)=10, Z(12)=

8, Z(13)=12, Z(14)=7, Z(15)=5,

Z(16)=31, Z(17)=16, Z(18)=8, Z(19)

=18, Z(20)=15, …。

该函数是 DavidGorski在文献 [ 1]中提出的 ,同时他

也研究了 Z(n)的初等性质 ,获得了一系列有趣的

结果。其中一些性质如下:

a)如果 p>2是一个素数 ,那么 Z(p)=p-1;

b)如果 n=2
k
,那么 Z(n)=2

k+1
-1;

c)设 p>2为素数 ,那么 Z(2p)=p,如果 p≡

3(mod4);Z(2p)=p-1,如果 p≡ 1(mod4);

d)对任意奇素数 p,若 p n,则有 Z(n)≥p-1。

其他有关伪 Smarandache函数的工作可参阅文

献 [ 2 -4] 。KenichiroKashihara建议我们求方程

∑
n

k=1
Z(k)=

n(n+1)
2

(1)

的所有正整数解。关于这一问题 ,至今似乎还没有人

研究 ,至少我们没有看到相关的论文。这一问题是有

意义的 ,因为函数 Z(n)的值分布很不规则 ,对一些

正整数 n如 n=
m(m+1)

2
,有 Z(n)=m< 2n。

对于另外一些整数如 n=2
α
,有 S(n)=2

α+1
-1 =

2n-1 >n。因此 , Z(n)的值分布很不规则。通过研

究方程(1)的正整数解也是探讨函数 Z(n)值分布

规律的一个有效手法。本文的主要目的是利用初等

方法研究方程(1)的可解性 ,并获得了该方程的所

有正整数解。具体地说也就是证明了下面的定理 。

定 　理 　对任意正整数 n,方程(1)成立当且

仅当 n=1, 3。

2　定理的证明

引 　理 　对于任意正整数 n,有估计式

∑
k≤n

Z(2k)≤ 15
16

n
2
+9n

2
+45

4
。

证 　明 　分两种情况讨论:当 n=2 m为偶数

时 ,有

∑
k≤n

Z(2k)=∑
k≤m

Z(2(2k-1))+∑
k≤m

Z(4k),

(2)

注意到 Z(2(2k-1))≤ 2k-1,如果 2 k;Z(2(2k
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-1))≤ 2k-2,如果 2 k,于是有

∑
k≤m

Z(2(2k-1))≤ Z(2)+

∑
1 <k≤m

(2k-1)=
n
2

4
+2。 (3)

设 u=[
m+1

2
]表示不超过

m+1

2
的最大整数 。则有

∑
k≤m

Z(4k)≤ ∑
k≤u

Z(4(2k-1))+∑
k≤u

Z(8k)。

(4)

当 2k-1 >4时注意到:Z(4(2k-1))≤2k-2,如

果 k≡1(mod4);Z(4(2k-1))≤ 2k-1,如果 k≡

0(mod4);Z(4(2k-1))≤3(2k-1)-1,如果 k≡

2(mod4);Z(4(2k-1))≤ 3(2k-1), 如果 k≡

3(mod4)。所以有

∑
k≤u

Z(4(2k-1))≤ Z(4)+Z(12)+

∑
3≤k≤u

3(2k-1)=4 -1 +∑
k≤u

3(2k-1)=

3(u
2
+1)≤ 3 +

3(m+1)
2

4
。 (5)

注意到 Z(2n)≤ 4n-1,有

∑
k≤u

Z(8k))≤ ∑
k≤u

(16k-1)≤

8u(u+1)-u≤ 2(m+1)
2
+
7(m+1)

2
。(6)

结合式(4)～ (6),可得

∑
k≤m

Z(4k)≤ ∑
k≤u

Z(4(2k-1))+

∑
k≤u

Z(8k))≤
11

4
(m+1)

2
+
7m+13

2
=

11
16

n
2
+9n

2
+37

4
。 (7)

由式(2), (3)及(7)立刻得到

∑
k≤n

Z(2k)=∑
k≤m

Z(2(2k-1))+

∑
k≤m

Z(4k)≤
15

16
n
2
+
9n
2

+
45

4
。

于是 ,证明了当 n为偶数时引理成立 。

当 n为奇数时 ,设 n=2m+1, 注意到估计式

Z(2(2m+1))≤2m+1,应用 n为偶数的结果 ,仍然

有不等式

∑
k≤n

Z(2k)= ∑
k≤ 2m+1

Z(2k)=Z(2(2m+1))+

∑
k≤2m

Z(2k)<
15

16
n
2
+
9n
2

+
45

4
。

于是 ,完成了引理的证明。

现在应用这一引理来完成定理的证明 。首先证

明当 n≥ 64时有

∑
n

k=1

Z(k)<
n(n+1)

2
。 (8)

事实上当 n≥64时 ,设 u=[ n+1
2

] ,注意到 Z(2k+

1)≤ 2k,由引理有

∑
k≤n

Z(k)=∑
k≤u

Z(2k-1)+∑
k≤n

2

Z(2k)≤

1 +∑
2≤k≤u

(2k-2)+
15
64
n
2
+
9n
4

+
45
4
≤

31

64
n
2
+
5n
4

+
49

4
<

n(n+1)
2

,

所以当 n≥ 64时有不等式

∑
n

k=1
Z(k)<

n(n+1)
2

,

即式(8)成立 。因此当 n≥ 64时方程(1)没有正整

数解 。当 n<64时 ,通过直接检验和编程序验证可

得 n=1及 n=3是方程(1)的解 。于是 ,完成了定理

的证明。

附 C语言验证程序如下:

main()

{

intm;

intn, f[ 64] , j=0, min, i, sum=0;

clrscr();

for(n=1;n<=64;n++)

{j=0;

for(m=1;m<=64;m++)

{if((m＊(m+1)/2% n==0))

　{f[ j] =m;j++;}

min=f[ 0] ;

for(i=0;i<j-1;j++)

　if(min>f[ i] )min=f[ i] ;

}

sum+=min;

if(sum==n＊(n+1)/2)

printf(“n=%d=n”, n);

}

}
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Anewself-adaptiveprojectionmethodforvariationalinequalities
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(CollegeofMathematicsandInformationScience, ShaanxiNormalUniversity, Xi′an710062, China)

Abstract:Aim　Toproposeanewself-adaptiveprojectionmethodforvariationalinequalitiesandprovethatthe

newmethodisglobalconvergenceundermildcondition.Methods　Improvesearchingdirectionoftheexisting

methodandprovidenewstep-size.Results　Thesearchingdirectionandthestep-sizeoftheproposedmethodare

notzeronearthesolution, anditsglobalconvergenceisprovedunderthepesudomotonicityoftheunderlyingmap-

ping.Theefficienceofthenewmethodisillustratedbysomepreliminarycomputationalresults.Conclusion　Com-

paredwiththeexistingmethods, thenewmethodhasfastconvergenceandweakconvergencecondition, andthusit

haslargerapplicationscope.
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AnequationinvolvingthepseudoSmarandachefunction
anditspositiveintegersolutions

ZHANGAi-ling
(FacultyofHigherTechnical, Xi′anUniversityofTechnology, Xi′an710082, China)

Abstract:Aim　TostudythepositiveintegersolutionsofanequationinvolvingthepseudoSmarandachefunction

Z(n).Methods　Usingtheelementaryandanalyticmethods.Results　Ithasprovedthattheequationhasandon-

lyhastwopositiveintegersolutions.Conclusion　Aproblemwassolvedcompletely, whichwasproposedbyKen-

ichiroKashiharainanunpublishedpaper.
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