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关于伪Smarandache无平方因子函数的一个混合均值
王曦浛， 高 丽， 李国蓉， 薛 阳

（延安大学数学与计算机科学学院，陕西延安 716000）
摘 要：对任意的正整数 n，伪 Smarandache 函数 Z（n）定义为最小的正整数m使得 |n m( )m + 1 /2 ，即 Z（n）=min
{ }m : |n m( )m + 1 /2,m ∈N . 而伪 Smarandache无平方因子函数Zw（n）定义为最小的正整数m使得 |n mn ，即Zw（n）=
min { }m : |n mn,m ∈N . 利用初等和解析的方法研究了伪Smarandache函数 Z（n）与伪Smarandache无平方因子函数

Zw（n）的混合均值问题，并获得一个较强的渐近公式 .
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A Hybrid Mean Value of the Pseudo-Smarandache-Squarefree Function
Wang Xihan， Gao Li， Li Guorong， Xue Yang

（College of Mathematics and Computer Science，Yan’an University，Yan’an 716000，Shaanxi China）

Abstract：For any positive integer n，the famous Pseudo-Smarandache function Z（n）is defined as the smallest
positive integerm such that |n m( )m + 1 /2 . That is，Z（n）= min { }m : |n m( )m + 1 /2,m ∈N . While Pseudo-Smarandache-
Squarefree function Zw（n）is defined as Zw（n）= min { }m : |n mn,m ∈N . Using the elementary and analytic method
we study the hybrid mean value problem invoving the Pseudo-Smarandache function Z（n）and Pseudo-Smarandache-
Squarefree function，and give a shaper asymptotic formula for it.
Key words：Pseudo-Smarandache-Squarefree function；mean value；asymptotic formula

对任意的正整数 n，伪 Smarandache无平方因子函数 Zw(n)［1］定义为最小的正整数 m使得 |n mn ，即

Zw(n) = min { }m : |n mn,m ∈N . 关于伪 Smarandache无平方因子函数 Zw(n)的问题，受到许多学者的关注与研

究，得到了一系列有趣的结果［2-11］. 例如：Felice Russo在文献［2］中得到了下列性质：

性质1 对于任意素数p和正整数k，有 Zw(pk) = p；
性质2 对任意正整数n，有 Zw(n)≤ n；

性质3 Zw(n)是可乘函数，即若（m，n）=1，则 Zw(mn) =Zw(m)Zw(n) .
文献［3］研究了伪Smarandache无平方因子函数的均值，得到一个较强的渐近公式：

∑
n≤ x

(Zw(n))α = ζ(α + 1)xα + 1

ζ(2)(α + 1) ∏p
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÷÷1 - 1

pα(p + 1) +Oæ
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ø
÷x

α + 12 + ε
；

文献［4］研究了关于伪Smarandache无平方因子函数的混合均值问题，并给出了两个较强的渐近公式：
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∑
n≤ x

V(n)U(n)
Zw(n) = x22∑i = 1

k ai

lni x
+O( x2

lnk + 1x
)， ∑

n≤ x

V(n)Zw(n) = x33∑i = 1

k ai

lni x
+O( x3

lnk + 1x
) .

其中 ai(i = 1,2,⋯,k) 为可计算的常数 . 文献［5］研究了伪 Smarandache无平方因子函数 Zw(n) 与伪 Smaran⁃
dache函数Z（n）的复合函数 Zw(Z(n))的均值，并给出了较强的渐近公式：

∑
n≤ x

Zw(Z(n)) =(1 +∏
p

(1 + 1
p(p2 - 1)) ⋅

4 2
π2 ⋅ x32 +O(x54 ) .

文献［6］讨论了关于伪Smarandache无平方因子函数 Zw(n)与Smarandache函数S（n）的均值问题，并得到两个

较强的渐近公式：

∑
n≤ x

Zw(S(n)) = π2
12 ⋅ x2ln x +∑

i = 2

k ci ⋅ x2
lni x

+O( x2

lnk + 1x
),

∑
n≤ x

Zw(n)⋅S(n) = ζ(2) ⋅ ζ(3)
3ζ(4) ∏

p

(1 - 1
p + p3 ) ⋅

x3ln x +∑
i = 2

k ei ⋅ x3
lni x

+O( x3

lnk + 1x
) .

其中 ci,ei(i = 1,2,⋯,k)为可计算的常数 .
本文主要利用初等及解析方法研究了一个伪 Smarandache函数Z（n）与伪Smarandache无平方因子函数

Zw(n)的混合均值问题，并得到一个较强的渐近公式 .

1 相关引理

引理 1［12-13］ 对任意的正整数 n和 k，有 1≤Z(n)≤ 2n - 1，当 n = 2k 时，Z(n) = 2n - 1；当 n = pk 时，Z(n) =
n - 1，其中p为奇素数；若n为任意的合数时，Z(n) = max { }Z(m) : |m n .

引理2［14］ 设 x≥2为实数，则有

π(x) =∑
p≤ x

1=∑
i = 1

k ci ⋅ x
lni x

+Oæ
è
ç

ö
ø
÷

x
lnk + 1x

，

其中 ci(i = 1,2,⋯,k)是常数，并且 c1 = 1 .
引理3［6］ 对任意实数 x≥2和 s≥2，则有

∑
n≤ x

Zw(n)
ns

= ζ(s) ⋅ ζ(s - 1)
ζ(2(s - 1)) ⋅∏

p

(1 - 1
p + ps ) +O(x

1 - s2 ) .

2 主要结论及证明

定理 设 k≥2为给定的正整数，则对任意实数 x≥2，有渐近公式：

∑
n≤ x

Zw(n) ⋅Z(n) = ζ(3) ⋅ζ(2)
3ζ(4) ⋅∏

p

(1 - 1
p + p3 ) ⋅

x3ln x +∑
i = 2

k di ⋅ x
lni x

+O( x3

lnk + 1x
), （1）

其中 di(i = 1,2,⋯,k)为可计算的常数 .
证明 将区间 [1,x]中的所有整数分为三个集合A，B和C，其中 A ={ }|n n = 2k,k = 1,2,⋯ ；集合B为包含所

有满足条件：存在奇素数 p使得 |p n的正整数n，并且 p > n ；集合C为包含区间 [1,x]中不属于集合A和B的

正整数n .
首先在集合A中讨论，由引理1可知

王曦浛，等：关于伪Smarandache无平方因子函数的一个混合均值 -- 1411



第34卷 第9期河 南 科 学

∑
n≤ x
n ∈ A

Zw(n) ⋅Z(n) =∑
n≤ x
n ∈ A

Zw(2k) ⋅Z(n) =∑
n≤ x
n ∈ A

2(2n - 1)≪∑
n≤ x
n ∈ A

n2 ≪ x2ln x . （2）

其次在集合B中讨论，由引理1可知

∑
n≤ x
n ∈B

Zw(n) ⋅Z(n) = ∑
n≤ x

p|n,p > n

Zw(n) ⋅Z(n) =∑
np≤ x

n < p

Zw(np) ⋅Z(np) =∑
np≤ x

n < p

Zw(n) ⋅Z(p) ⋅Zw(p) =

∑
np≤ x

n < p

(p - 1)⋅ p ⋅Zw(n) = ∑
n≤ x

∑
n < p < x

n

p2 ⋅Zw(n) - ∑
n≤ x

∑
n < p < x

n

p ⋅Zw(n) . （3）

由引理2及Abel求和公式［15］可得

∑
n < p < x

n

p2 = æ
è

ö
ø

x
n

2
πæ
è

ö
ø

x
n

- n2π(n) - ∫nxn2yπ(y)dy = x3

3n3 ln x +∑
i = 2

k bix
3 lnin

n3 lni x
+Oæ
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ç

ö
ø
÷

x3

n3 lnk + 1x
, （4）

∑
n < p < x

n

p = x
n
πæ
è
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ø

x
n

- nπ(n) - ∫nxnπ(y)dy = x2

2n2 ln x +∑
i = 2

k ci x
2 lnin

n2 lni x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

x2

n2 lnk + 1x
, （5）

由引理3可得

∑
n≤ x

∑
n < p < x

n

p2 ⋅Zw(n) = ∑
n≤ x
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x3

3n3 ln x +∑
i = 2

k bix
3 lnin

n3 lni x
+Oæ
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ø
÷

x3

n3 lnk + 1x
⋅Zw(n) =

x33 ln x∑
n≤ x

Zw(n)
n3 + ∑

n≤ x
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çç
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3 lnin

n3 lni x
⋅Zw(n) + ∑

n≤ x
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x3 ⋅Zw(n)
n3 lnk + 1x

=

x33 ln x∑
n≤ x

Zw(n)
n3 +∑

i = 2

k dix
3

lni x
+O( x3

lnk + 1) = ζ(3) ⋅ ζ(2)
3ζ(4) ⋅∏

p

(1 - 1
p + p3 ) ⋅

x3ln x +∑
i = 2

k di ⋅ x3
lni x

+O( x3

lnk + 1x
), （6）

其中 di(i = 1,2,⋯,k)为可计算的常数 .

∑
n≤ x

∑
n < p < x

n

p ⋅Zw(n) = ∑
n≤ x

æ

è
çç
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÷÷

x2

2n2 ln x +∑
i = 2

k ci x
2 lnin

n2 lni x
+Oæ

è
ç
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x2

n2 lnk + 1x
⋅Zw(n) =

x22 ln x∑
n≤ x

Zw(n)
n2 +∑

i = 2

k ei x
2

lni x
+O( x2

lnk + 1x
) = ζ(1)

2 ⋅∏
p

(1 - 1
p + p2 ) ⋅

x2ln x +∑
i = 2

k ei ⋅ x2
lni x

+O( x2

lnk + 1x
), （7）

其中 ei(i = 1,2,⋯,k)为可计算的常数 .
结合式（3），（6），（7）可得

∑
n≤ x
n ∈B

Zw(n) ⋅Z(n) = ζ(3) ⋅ζ(2)
3ζ(4) ⋅∏

p

(1 - 1
p + p3 ) ⋅

x3ln x +∑
i = 2

k di ⋅ x3
lni x

+O( x3

lnk + 1x
),

其中 di(i = 1,2,⋯,k)为可计算的常数 .
最后在集合C中讨论，由伪Smarandache函数的性质可知，对任意的正整数 n ∈C ，当n的标准分解式为

n = pα1
1 ∙pα2

2 ⋯p
αr

r ，此时有两种情况：Z(n) =Z(pr) = pr - 1≤ n 或者 Z(n) = max1≤ i≤ r{ }Z(pαi

i ) = pαi

i - 1 < pαi

i ，其中 αi ≥2 .
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于是有

∑
n≤ x
n ∈C

Zw(n) ⋅Z(n) ≪ ∑
np≤ x

p|n,p≤ n

Zw(np) ⋅ np + ∑
npα ≤ x,α≥2
pα|n,p≤ n

(α + 1)⋅ pα ⋅Zw(np) ≪∑
np≤ x

Zw(n) ⋅ n ⋅ ln n≪ x
52 ln x .

综上可知：

∑
n≤ x

Zw(n) ⋅Z(n) =∑
n≤ x
n ∈ A

Zw(n) ⋅Z(n) +∑
n≤ x
n ∈B

Zw(n) ⋅Z(n) +∑
n≤ x
n ∈C

Zw(n) ⋅Z(n) =

ζ(3) ⋅ ζ(2)
3ζ(4) ⋅∏

p

(1 - 1
p + p3 ) ⋅

x3ln x +∑
i = 2

k di ⋅ x3
lni x

+O( x3

lnk + 1x
),

其中 di(i = 1,2,⋯,k)为可计算的常数 . 证毕 .
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