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关于含伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数及其
对偶函数的方程的可解性
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摘要：研究方程Ｚ（ｎ）＋Ｚ＊（ｎ）＝ｎ的可解性．利用初等方法和组合方法，借助同余方程，通过分类讨论证明了该方

程有无限多个正整数解，并给出所有解的具体形式，彻底解决了２个猜想．
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对任意正整数ｎ，著名的伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）定义为满足∑
ｍ

ｋ＝１
ｋ能被ｎ整除的最小的正整数ｍ，即

Ｚ（ｎ）＝ｍｉｎ　ｍ：ｍ∈Ｎ＋，ｎ｜ｍ
（ｍ＋１）｛ ｝２ ．由Ｚ（ｎ）的定义容易推出Ｚ（１）＝１，Ｚ（２）＝３，Ｚ（３）＝２，Ｚ（４）＝７，

Ｚ（５）＝４，Ｚ（６）＝３，Ｚ（７）＝６，Ｚ（８）＝１５，Ｚ（９）＝８，Ｚ（１０）＝４，Ｚ（１１）＝１０，…．许多学者研究了函数Ｚ（ｎ）
的性质，得到了一些重要的结果和猜想［１－３］：

（ａ）对于任意正整数ｎ，有Ｚ（ｎ）≥１；
（ｂ）对于任意奇素数ｐ和正整数ｋ，有Ｚ（ｐｋ）＝ｐｋ－１，Ｚ（２ｋ）＝２ｋ＋１－１；
（ｃ）若ｎ为任意合数，则Ｚ（ｎ）＝ｍａｘ　Ｚ（ｍ）：ｍ｜｛ ｝ｎ ．

文献［４］引入了函数Ｚ（ｎ）的对偶函数Ｚ＊（ｎ），将其定义为满足ｎ能被∑
ｍ

ｋ＝１
ｋ整除的最大的正整数ｍ，即

Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘ　ｍ：ｍ∈Ｎ＋，
ｍ（ｍ＋１）
２ ｜｛ ｝ｎ ．例如Ｚ＊（ｎ）的前几个值为Ｚ＊（１）＝１，Ｚ＊（２）＝１，Ｚ＊（３）＝２，

Ｚ＊（４）＝１，Ｚ＊（５）＝１，Ｚ＊（６）＝３，Ｚ＊（７）＝１，Ｚ＊（８）＝１，Ｚ＊（９）＝２，…．由文献［４－５］，Ｚ＊（ｎ）具有
如下性质：

（ｄ）２个奇素数ｐ，ｑ若满足ｐ＝２ｑ－１，则Ｚ（ｐｑ）＝ｐ；若ｐ＝２ｑ＋１，则Ｚ（ｐｑ）＝ｐ－１；
（ｅ）若ｎ＝３ｓｔ（ｓ为任意正整数，ｔ为合数），则Ｚ＊（ｎ）≥２；
（ｆ）对所有正整数ａ，ｂ，有Ｚ＊（ａｂ）≥ｍａｘ　Ｚ（ａ），Ｚ（ｂ｛ ｝） ．
在第五届国际数论与Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ问题研讨会期间，张文鹏教授建议研究一类包含函数Ｚ（ｎ）及其对

偶函数Ｚ＊（ｎ）的方程

Ｚ（ｎ）＋Ｚ＊（ｎ）＝ｎ （１）

的可解性，并提出下面的猜想：

＊
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猜想 　（Ａ）方程（１）只有有限个偶数解，也许只有一个偶数解ｎ＝６；
（Ｂ）方程（１）的所有奇数解必为奇素数ｐ的方幂 （ｐ≥５）．
关于此问题，文献［６］对其进行了研究，证明了猜想（Ｂ），并声称猜想（Ａ）仍是公开的问题．我们发现，

其证明过程存在一些漏洞．基于这一原因，本文对这２个猜想均进行了研究，利用初等方法和组合方法证
实了这２个猜想，得到了下面的结论：
定理　方程（１）有且只有一个偶数解ｎ＝６；方程（１）的所有奇数解为ｎ＝ｐｋ，其中ｐ≥５，且ｐ为素数，

ｋ为任意正整数．
证 　１）当ｎ为偶数时，分以下４种情况来证明：

１．１）当ｎ＝２ｋ（ｋ≥１）时，有Ｚ（２ｋ）＝２ｋ＋１－１，Ｚ＊（２ｋ）＝１．从而Ｚ（２ｋ）＋Ｚ＊（２ｋ）≠２ｋ，故２ｋ不是方
程（１）的解．
１．２）当ｎ＝２ｐ（ｐ为奇素数）时，若ｐ＝３，则Ｚ（６）＝３，Ｚ＊（６）＝３，从而Ｚ（６）＋Ｚ＊（６）＝６，故ｎ＝６是
方程（１）的解；若ｐ＝５，则Ｚ（１０）＝４，Ｚ＊（１０）＝４，从而Ｚ（１０）＋Ｚ＊（１０）＝８≠１０，故ｎ＝１０不是方程（１）的

解；若ｐ＞５，则Ｚ＊（２ｐ）＝１，当且仅当Ｚ（２ｐ）＝２ｐ－１时，方程（１）有解．则需２ｐ｜２ｐ
（２ｐ－１）
２

，由此得

到２ｐ－１为偶数，矛盾．
１．３）当ｎ＝２ｋｐα（ｋ，α为正整数）时，若２ｋ 与ｐα 之间存在形如Ａ＝２Ｂ±１的关系式，则只能为

ｐｘ＝２·２ｙ±１ （２）
而不可能存在２ｙ＝２·ｐｘ±１．这里ｘ，ｙ是分别小于α，ｋ的正整数．事实上，总会存在不止一对的ｘ和ｙ，使
得（２）式成立，我们取满足（２）式成立的最大的ｘ和ｙ分别记作如下讨论中的ｂ，ｄ与ａ，ｃ：

１．３．１）若ｐｘ＝２·２ｙ－１，则Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘｐ｛ ｝ｘ ＝ｐｂ＝２·２ａ－１．令

Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－Ｚ＊（ｎ）＝２ｋｐα－ｐｂ＝２ｋｐα－２·２ａ＋１
则有

２ｋｐα｜
（２ｋｐα－ｐｂ）（２ｋｐα－２·２ａ＋２）

２
（３）

当ｋ＝１时，则ａ＝１，可得ｐｂ＝３，于是归结为ｎ＝２ｐ的形式；当ｋ＞１时，我们由（３）式得

２ｋｐα－ｂ｜（２ｋｐα－ｂ－１）（２ｋ－１　ｐα－２ａ＋１）
显然，无论ｂ＝α还是ｂ＜α，偶数都不可能整除２个奇数之积，故此时方程（１）无解．
１．３．２）若ｐｘ＝２·２ｙ＋１，则Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘ　ｐｘ　－｛ ｝１ ＝ｐｄ－１＝２·２ｃ．令

Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－Ｚ＊（ｎ）＝２ｋｐα－ｐｄ＋１＝２ｋｐα－２·２ｃ

则有

２ｋｐα｜
（２ｋｐα－２·２ｃ）（２ｋｐα－ｐｄ＋２）

２
（４）

当ｋ＝ｃ时，由（４）式有２ｐα｜（ｐα－２）（２ｋｐα－ｐｄ＋２），偶数不可能整除奇数，方程（１）此时无解；当ｋ＞ｃ
时，有２ｋ－ｃｐα｜（２ｋ－ｃ－１　ｐα－１）（２ｋｐα－ｐｄ＋２），而ｐα｜（２ｋ－ｃ－１　ｐα－１）（２ｋｐα－ｐｄ＋２）不可能成立，从而此时
方程（１）无解．
１．３．３）若不存在关系式（２），则Ｚ＊（ｎ）＝１．而Ｚ（ｎ）≠ｎ－１，否则同情况１．２）中的讨论一样，得到奇
数被２整除的矛盾．
１．４）当ｎ＝２ｋｕｖ时，其中（２ｋ，ｕ）＝（ｕ，ｖ）＝（ｖ，２ｋ）＝１．记ｘ，ｙ分别为ｕ，ｖ的因子，ｚ为小于ｋ的正
整数．ｎ的各个因子之间若存在形如Ａ＝２Ｂ±１的关系式，只可能为ｘ＝２·２ｚ±１或ｘ＝２ｙ·２ｚ±１，而不
可能存在２ｚ＝２ｘ±１或２ｚｙ＝２ｘ±１．显然存在多对ｘ，ｙ，ｚ满足下面讨论中所涉及的不定方程：

１．４．１）若ｘ＝２·２ｚ－１，则Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｘ｝＝ｘ１＝２·２ｚ１－１．令

Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－Ｚ＊（ｎ）＝２ｋｕｖ－ｘ１＝２ｋｕｖ－２·２ｚ１＋１
不失一般性，设ｕ＝ｅｘ１，则有

２ｋｕｖ｜
（２ｋｕｖ－ｘ１）（２ｋｕｖ－２·２ｚ１＋２）

２
（５）
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当ｋ＝１时，有ｚ１＝１，可得２ｅｖ｜（２ｅｖ－１）（ｕｖ－１），然而ｖ｜（２ｅｖ－ｘ１）（ｕｖ－１）不可能成立，故得出矛
盾；当ｋ＞１时，有２ｋｅｖ｜（２ｋｅｖ－１）（２ｋ－１　ｕｖ－２ｚ１＋１），从而得到偶数整除奇数的矛盾．
１．４．２）若ｘ＝２·２ｚ＋１，则Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｘ－１｝＝ｘ２－１＝２·２ｚ２．令

Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－Ｚ＊（ｎ）＝２ｋｕｖ－ｘ２＋１＝２ｋｕｖ－２·２ｚ２

则

２ｋｕｖ｜
（２ｋｕｖ－２·２ｚ２）（２ｋｕｖ－２·２ｚ２＋１）

２
（６）

当ｋ＝ｚ２ 时，有２ｕｖ｜（ｕｖ－２）（２ｋｕｖ－２ｋ＋１＋１），偶数不可能整除奇数，得出矛盾；当ｋ＞ｚ２ 时，有

２ｋ－ｚ２＋１　ｕｖ｜（２ｋｕｖ－２）（２ｋｕｖ－ｘ２＋２）
而ｕ｜（２ｋｕｖ－２）（２ｋｕｖ－ｘ２＋２）不可能成立，得出矛盾．
１．４．３）若ｘ＝２ｙ·２ｚ－１，则Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｘ｝＝ｘ３＝２ｙ３·２ｚ３－１．令

Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－Ｚ＊（ｎ）＝２ｋｕｖ－ｘ３＝２ｋｕｖ－２ｙ３·２ｚ３＋１
不失一般性，设ｕ＝ｔｘ３，则有

２ｋｕｖ｜
（２ｋｕｖ－ｘ３）（２ｋｕｖ－２ｙ３·２ｚ３＋２）

２
（７）

当ｋ＝１时，有ｚ３＝１，可得２ｔｖ｜（２ｔｖ－１）（ｕｖ－２ｙ３＋１），然而ｖ｜（２ｔｖ－１）（ｕｖ－２ｙ３＋１）不可能成立，
得出矛盾；当ｋ＞１时，有２ｋｔｖ｜（２ｋｔｖ－１）（２ｋ－１　ｕｖ－２ｚ３ｙ３＋１），故得到偶数整除奇数的矛盾．
１．４．４）若ｘ＝２ｙ·２ｚ＋１，则Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｘ－１｝＝ｘ４－１＝２ｙ４·２ｚ４．令

Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－Ｚ＊（ｎ）＝２ｋｕｖ－ｘ４＋１＝２ｋｕｖ－２ｙ４·２ｚ４

不失一般性，设ｖ＝ｓｙ４，则有

２ｋｕｖ｜
（２ｋｕｖ－２ｙ４·２ｚ４）（２ｋｕｖ－２ｙ４·２ｚ４＋１）

２
（８）

当ｋ＝ｚ４ 时，有２ｕｖ｜（ｕｖ－２ｙ４）（２ｋｕｖ－２ｚ４＋１　ｙ４＋１），偶数不可能整除奇数，得出矛盾；当ｋ＞ｚ４ 时，有

２ｋ－ｚ４＋１ｓｕ｜（２ｋ－ｚ４ｓｕ－２）（２ｋｕｖ－ｘ４＋２），而ｕ｜（２ｋ－ｚ４ｓｕ－２）（２ｋｕｖ－ｘ４＋２）不可能成立，得出矛盾．
１．４．５）若不存在以上４种关系式，则Ｚ＊（ｎ）＝１．而Ｚ（ｎ）≠ｎ－１，否则会得出ｎ－１为偶数的矛盾．
综上所述，方程（１）的偶数解有且仅有一个，为ｎ＝６．
２）当ｎ为奇数时，分以下３种情况讨论：

２．１）显然ｎ＝１不是方程（１）的解．
２．２）当ｎ＝ｐｋ（ｐ为奇素数，ｋ为正整数）时，若ｐ＝３，则Ｚ（ｎ）＝ｎ－１，Ｚ＊（ｎ）＝２，从而Ｚ（ｎ）＋

Ｚ＊（ｎ）≠ｎ；若ｐ≥５，则Ｚ（ｎ）＝ｎ－１，Ｚ＊（ｎ）＝１．故ｎ＝ｐｋ 是方程（１）的解．
２．３）当ｎ含有多个不同素因子时，设ｎ＝ｕｖ，这里（ｕ，ｖ）＝１．取ｘ，ｙ分别为ｕ，ｖ的因子．不失一般性，
设ｕ＞ｖ．分下列几种情况讨论：

２．３．１）若存在关系式ｘ＝２ｙ－１．设Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｘ｝＝ｘ１＝２ｙ１－１．记ｕ＝ｂｘ１．令
Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－Ｚ＊（ｎ）＝ｕｖ－ｘ１＝ｕｖ－２ｙ１＋１

则有ｕｖ｜
（ｕｖ－ｘ１）（ｕｖ－２ｙ１＋２）

２
，由此可得

ｂｖ｜
（ｂｖ－１）（ｕｖ－２ｙ１＋２）

２
而

ｖ｜
（ｂｖ－１）（ｕｖ－２ｙ１＋２）

２
显然不成立，故得出矛盾．
２．３．２）若存在关系式ｘ＝２ｙ＋１．设Ｚ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｘ－１｝＝ｘ２－１＝２ｙ２．记ｖ＝ｄｙ２．令

Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－Ｚ＊（ｎ）＝ｕｖ－ｘ２＋１＝ｕｖ－２ｙ２

则有ｕｖ｜
（ｕｖ－ｘ２＋２）（ｕｖ－２ｙ２）

２ ．故２ｄｕ｜（ｄｕ－２）（ｕｖ－ｘ２＋２），而ｕ｜（ｄｕ－２）（ｕｖ－ｘ２＋２），显然
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不成立，故得出矛盾．

２．３．３）若不存在形如ｘ＝２ｙ±１的关系式，则Ｚ＊（ｎ）＝１．令Ｚ（ｎ）＝ｍ＝ｎ－１，显然ｎ｜ｎ
（ｎ－１）
２
成

立．下证此时取到的ｍ不是满足Ｚ（ｎ）定义的最小值．
由同余方程ｕＸ ≡１（ｍｏｄ　ｖ）有解，可得ｕ２　Ｘ２≡１（ｍｏｄ　ｖ）有解，其解不妨设为Ｙ，则可取１≤Ｙ≤

ｖ－１．则ｖ｜（ｕＹ－１）（ｕＹ＋１）．

当ｖ｜（ｕＹ－１）时，有ｎ＝ｕｖ｜ｕＹ
（ｕＹ－１）
２

，故Ｚ（ｎ）＝ｍ≤ｕＹ－１≤ｕ（ｖ－１）－１＜ｕｖ－１；

当ｖ｜（ｕＹ＋１）时，有ｎ＝ｕｖ｜ｕＹ
（ｕＹ＋１）
２

，故Ｚ（ｎ）＝ｍ≤ｕＹ ≤ｕ（ｖ－１）＜ｕｖ－１．

故ｍ＝ｎ－１不是满足Ｚ（ｎ）定义的最小值．
综合以上几种情况，奇数ｎ是方程（１）的解当且仅当ｎ＝ｐｋ，其中ｐ≥５为素数，ｋ为正整数．
综上所述，定理成立．
致谢：衷心感谢导师张文鹏教授的悉心指导！
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