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关于广义Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数的均值
＊

黄　炜
（宝鸡职业技术学院基础部，陕西 宝鸡　７２１０１３）

摘　要：利用初等方法、解析方法和高斯取整函数的性质，研究了广义Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）的均值性质，

给出一个有趣的渐近公式．
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对于任意正整数ｎ及给定的整数ｋ＞１，Ｍ．Ｂｅｎｃｚｅ曾定义了２个如下Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数Ｓ　ｎ，ｋ（ ）及

ＡＳ　ｎ，ｋ（ ）：

Ｓ　ｎ，ｋ（ ）＝ ∑
ｎ－ｋｉ ＜ｎ

ｉ＝０，１，２，…

ｎ－ｋｉ（ ），ＡＳ　ｎ，ｋ（ ）＝ ∑
ｎ－ｋｉ ＜ｎ

ｉ＝０，１，２，…

ｎ－ｋｉ ．

文献［１－２］利用初等方法及取整函数的性质研究了包含Ｓ　ｎ，ｋ（ ）及ＡＳ　ｎ，ｋ（ ）Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数计算问题，并给
出了具体的计算公式．文献［３］研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数Ｓ　ｎ，ｋ（ ）及ＡＳ　ｎ，ｋ（ ）的均值分布，得到了许多
重要的结论：

∑
ｎ≤ｘ
Ｓ　ｎ，ｋ（ ）＝

１
４ １－

３＋ －１（ ）ｋ

２ｋ（ ）ｘ２＋Ｒ　ｘ，ｋ（ ），

其中 Ｒ　ｘ，ｋ（ ） ≤
７ｋ２

８ ＋
５ｋｘ
８
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∑
ｎ≤ｘ
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３ｋ＋
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２ｋ（ ）ｘ２ｘ２４ ＋Ｒ１ ｘ，ｋ（ ），

其中 Ｒ１ ｘ，ｋ（ ） ≤
７ｋ２

８ ＋
７ｋｘ
８ ＋

ｘ
２＋

ｘ
６ｋ．

文献［４］将Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数Ｓ　ｎ，ｋ（ ）做了推广，Ｓ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）＝ ∑
ｍ＋ｎ
ｋ［ ］
ｉ＝０

ｎ－ｋｉ（ ），并给出如下均

值公式：
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Ｓ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）＝
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６ｋ＋
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４
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１
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ｋ －
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ｋ
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ｍ＋
ｍ
２ｋ
３ｋ
４ －
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２ｋ（ ）ｘ＋Ｒ　ｘ，ｋ（ ），

其中 Ｒ　ｘ，ｋ（ ） ≤
５ｋ２

１２＋
ｋｍ
２
，［ｘ］表示高斯取整函数，即［ｘ］表示不大于ｘ的最大整数．

笔者定义了一个新的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）：设ｎ，ｋ≥１是２个整数，ｍ ≥０是任意一个
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给定的非负整数，则广义Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）定义为ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）＝ ∑
ｍ＋ｎ
ｋ［ ］
ｉ＝０

ｎ－ｋｉ ．

例如，

ＡＳ（７，９，２）＝ ７ ＋ ７－２ ＋ ７－４ ＋ ７－６ ＋ ７－８ ＋ ７－１０ ＋
７－１２ ＋ ７－１４ ＋ ７－１６ ＝４１，

ＡＳ（７，３，２）＝ ７ ＋ ７－２ ＋ ７－４ ＋ ７－６ ＋ ７－８ ＋ ７－１０ ＝２０，

ＡＳ（９，６，３）＝ ９ ＋ ９－３ ＋ ９－６ ＋ ９－９ ＋ ９－１２ ＋ ９－１５ ＝２７，

ＡＳ（１５，５，４）＝ １５ ＋ １５－４ ＋ １５－８ ＋ １５－１２ ＋ １５－１６ ＋ １５－２０ ＝４２．
ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）可以反映正整数ｎ在ｋ的倍数数列中的绝对分布性质．
另外，在数列｛ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）｝中，正整数ｎ，ｍ，ｋ满足什么条件时，ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）＝ｋｎ，能否刻画出这类

整数的特征，这些都是有意义的研究内容．
定理１　 设ｋ＞１及ｍ ≥０为２个给定的整数，那么对任意整数ｘ＞１，渐近公式
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６ｋ＋
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４ ＋
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１
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证明 　 证明中使用的解析数论和初等数论知识可参见文献［５－７］．首先用高斯取整函数对函数

ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）进行简化，表示成易于求和的形式．注意到高斯取整函数［ｘ］＝ｘ － ｛ｘ｝，于是函数

ＡＳ　ｎ，ｍ，ｋ（ ）可表示为
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２ｋ ＋ｋ
ｎ
ｋ｛ ｝－ｋ ｎｋ｛ ｝２－ ｍ＋

ｋ
２（ ）ｍ＋ｎｋ｛ ｝＋ｋ２ ｍ＋ｎｋ｛ ｝２， （１）

其中 ｘ｛｝＝ｘ－ ｘ［］，表示ｘ的分数部分，０≤ ｘ｛｝＜１．
对任意整数ｘ＞１，对（１）式的第一部分求和，并应用Ｅｕｌｅｒ求和公式，得

∑
ｎ≤ｘ

ｍ２＋ｎ２＋ｋｍ＋ｋｎ
２ｋ ＝

ｘ３

６ｋ＋
ｘ２

４ ＋
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２ｋ ｘ． （２）

对（１）式的第二、三部分求和并注意到估计式０≤ｋ
ｎ
ｋ｛ ｝－ｋ ｎｋ｛ ｝２ ≤ｋ４，有

∑
ｎ≤ｘ
ｋ
ｎ
ｋ｛ ｝－ｋ ｎｋ｛ ｝２（ ）≤ｋ４ｘ． （３）

设ｘ＝ｋ
ｘ
ｋ［ ］＋ｒ，０≤ｒ＜ｋ，于是对（１）式的第四部分求和，并注意到当ｎ通过模ｋ的完全剩余系时，

ｍ＋ｎ也通过模ｋ的完全剩余系，于是由分数部分函数 ｘ｛｝的性质，可得
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ｋ
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ｘ
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ｋ
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１
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１
ｋ（ ）ｍ＋ｋ２（ ）ｘ＋Ｒ１ ｘ，ｋ（ ）， （４）
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其中 Ｒ１ ｘ，ｋ（ ） ≤ ｍ＋
ｋ
２（ ）∑
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ｋ
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ｋ
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对（１）式的第五部分求和，并注意到完全剩余系及分数部分函数 ｘ｛｝的性质，可得
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６ ＋

ｋ
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ｋ ｘ
ｋ［］＜ｉ≤ｘ

ｍ＋ｎ
ｋ｛ ｝２＝１１２３ｋ－３－１ｋ（ ）ｘ＋Ｒ２ ｘ，ｋ（ ）， （５）

其中 Ｒ２ ｘ，ｋ（ ） ≤
ｋ
２∑

ｋ－１

ｉ＝１

ｉ
ｋ（ ）２ ≤ｋ２６．

结合估计式（２）至（５）及恒等式（１），立刻得到定理１中的渐近公式，即定理１得证．
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