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关于广义 Smarandache和的均值
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摘　要:利用初等方法 、解析方法和高斯取整函数的性质 , 研究广义 Smarandache 和函数 S(n , m , k)的均值

性质 , 给出一个有趣的渐近公式.
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1　引言及结论

近年来 ,关于Smarandache问题的研究引起了许多学者的和数论爱好者的兴趣与关注 ,并取得了不少有

意义的研究成果
[ 1-8]

.设 n , k ≥1是两个整数 ,m ≥0是任意一个给定的非负整数.广义 Smarandache和函数

S(n ,m , k)定义为S(n , m , k)= ∑
[ (n+m)/ k]

i=0
(n-ki),其中 [ x] 表示高斯取整函数 ,即[ x] 表示不大于 x 的最大整

数.例如 ,S(7 ,9 , 2)=7+(7-2)+(7-4)+(7-6)+(7-8)+(7-10)+(7-12)+(7-14)+(7-16)

=-2;S(7 ,3 ,2)=7 +(7 -2)+(7 -4)+(7-6)+(7 -8)+(7-10)=12;S(9 ,6 ,3)=9+(9 -3)

+(9-6)+(9-9)+(9-12)+(9-15)=9;S(15 ,5 , 4)=15+(15-4)+(15-8)+(15-12)+(15-16)

+(15-20)=30;当n >k且 k |2n时 ,有S(n , n-k , k)=n.函数 S(n ,m , k)与高斯取整函数 [ x] 密切相

关 ,可以反映正整数 n在 k 的倍数数列中的分布性质.另外 ,在数列{S(n ,m , k)}中 ,正整数 n ,m , k 满足什么

条件时 ,S(n ,m , k)=0 ,能否刻画出这类整数的特征 ,这些都是有意义的研究内容.本文的主要目的是利用

初等方法 、解析方法和高斯取整函数的性质 ,研究函数 S(n , m , k)的均值性质 ,给出了一个有趣的均值公式.

定理 　设 k >1及 m ≥0为两个给定的整数 ,那么对任意整数 x >1 ,渐近公式
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2　定理的证明

文中使用的初等数论和解析数论知识可参阅文献 [ 9-10] .首先用高斯取整函数对函数 S(n , m , k)进行

简化 ,表示成易于求和的形式.注意到高斯取整函数 [ x] = x -{x},于是函数 S(n ,m , k)可表示为
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其中{x}= x -[ x] 表示 x 的分数部分 , 0 ≤{x}<1.

对任意整数 x >1 ,对(1)式的第 1部分求和 ,并应用 Eule r求和公式得

∑
n≤x

(n+m)(n+2 -m -k)
2k
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设 x =k [ x
k
] +r(0 ≤r <k),于是对(1)式的第 2部分求和 ,并注意到当 n通过模 k 的完全剩余系时 ,n +

m也通过模 k 的完全剩余系 ,于是由分数部分函数{x}的性质可得
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对(1)式的第 3部分求和 ,并注意到完全剩余系及分数部分函数{x}的性质可得

∑
n≤x

k
2

n +m
k

2

= k
2 ∑

0≤i≤[ x
k
] -1

∑
ik<n≤(i+1)k

n +m
k

2

+ ∑
k[ x

k
] <n≤x

n +m
k

2

}=

　　　　　　 k
2
[ x
k
] ∑

k-1

i=1

i
2

k
2 +

k
2 ∑

k[ x
k
] <n≤x

n +m
k

2

=

　　　　　　
k
2
[
x
k
]

1
k
2
k -1)k(2k -1)

6
+

k
2 ∑

k[ x
k
] <n≤x

n +m
k

2

=
1
12
(2k -3 +

1
k
)x +R2(x , k), (4)

其中|R2(x , k)|≤ k
2 ∑

k-1

i=1

i
2

k
2 ≤

k
2

6
.

结合估计式(2),(3),(4)及恒等式(1),立刻得到定理中的渐近公式 ,于是定理得证.有趣的是 ,定理中

的误差项与 x无关 ,仅依赖于整数 k 和m .
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-1.当且仅当 Z ＊(n)=2k+1 -1时 ,方程有解.虽然 2k+1(2k+1 -1)
2

n成立 ,但此时所取到的Z ＊(n)=2k+1 -

1并不是满足 Z ＊(n)定义的最大值.因为等式3(2
k+1
-1)=2bc +1恒成立 ,即 2(3·2

k-1
-1)=bc.不失一

般性 ,取 b =2 <2k+1 -1 , c =3 ·2k-1 -1 <4·2k-1 -1 =2k-1 -1.显然 ,3(2k-1 -1)n ,bc n ,故

　　　　　　Z ＊(n)≥3(2
k-1
-1)-1 >2

k-1
-1.

由以上讨论知 ,该情况下方程(1)无解.

综合以上讨论 ,定理得证.
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An Equation Involving the Pseudo-Smarandache Dual Function
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Abstract:The solv ability o f the equation S L ＊(n)=Z ＊(n)was studied.It w as proved that the equa-

tion has inf inite posit ive integer solut ions , and confi rmed all concrete forms of every solution by using the

elementary and combinato rial method and discuss separately.
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On the Mean Value of the Smarandache Summands

LI Fan-bei
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Abstract:Le t n , k>1 are two po sitive integers.m ≥0 is ano ther fixed intege r.The general Smaran-

dache Summands funct ion S(n ,m , k)i s defined by S(n ,m , k)= ∑
[ (n+m)/k]

i=0
(n -k i).The main purpose of this

paper is using the elementary method , analy tic method and the propert ie s of the Gauss function to study the

mean value properties of S(n , m , k), and give an inte resting asympto tic fo rmula for i t.

Key words:the general Smarandache Summands function;mean value;elementary method;analy tic

method;asymptot ic fo rmula
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