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关于自然数幂和数列及其 Smarandache行列式
屈　芝　莲

(宝鸡职业技术学院 ,陕西　宝鸡 721013)

摘要:对任意正整数 n,设 ak(n)表示不超过 n的最大k次方和部分 , bk(n)表示不小于过n的最小 k次方和部

分。利用初等方法研究{ak(n)}和{bk(n)}这 2个数列构成的行列式的一些特殊性质。
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OntheSumofNaturalNumber′sk-thPowerSeriesandItsDeterminant

QUZhi-lian

(BaojiVocationalandTechnicalCollege, ShanxiBaoji721013PRC)

Abstract:Letnbeapositiveinteger, a(n)bethelargestsumofnaturalnumber'sk-thpowerless

thanorequalton.Andb(n)isthesmallestsumofnaturalnumber′sk-thpowergreaterthanore-

qualton.Weusetheelementarymethodstostudythevalueofthedeterminantformedbytheseries

{ak(n)}and{bk(n)}, andgivetwointerestingconclusion.
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1　引言及结论

1.1　自然数方幂和数列

自然数方幂和是指对 m, m∈ N,形如 Sk(m)

=∑
m

i
i
k
的和式 ,这是一个古典的幂和问题 ,自从

希腊数学家阿基米德开始研究 ,一直是许多中外

数学家 、学者研究的热点 ,文献 [ 2 ～ 8] 得到了很

多有益的结果 ,这里不再赘述。

定义:设对整数 n, n的 k次幂和部分数列定

义如下

ak(n)=max{m ∑
m

i=1
i
k
≤ n, m, n∈ N

+
},

bk(n)=min{m ∑
m

i=1
i
k
≥n, m, n∈ N

+
},其中 , k

∈ N
+
, k≥2,称 ak(n)表示不超过 n的最大 k次方

和部分 ,亦称为下部自然数方幂和部分数列 ,称

bk(n)表示不小于 n的最小 k次方和部分 ,亦成为

上部自然数方幂和部分数列。

例:当 k=2时 , a(1)=1 , a(2)=1, a(3)=1,

a(4)=4, a(5)=2, … , a(14)=3, …。 b(1)=2,

b(2)=2, b(3)=2, b(4)=2, b(5)=2, b(6)=3,

… , b(14)=3, …。

事实上 ,从这 2个数列的定义知 。

如果 ,当 1≤n<(1+2
k
)时 , ak(n)=1, bk(n)

=2;

当(1+2
k
)≤n<(1+2

k
+3

k
)[ ak(n)=2, bk

(n)=3] ,即 ∑
m

i=1
i
k
≤ n<∑

m+1

i=1
i
k
时 , ak(n)=m,

bk(n)=m+1, k=2, 3, 4, …。
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1.2　Smarandache行列式

设对任何整数 n,称 n×n行列式

1 2 … n

n+1 n+2 … 2n

   

n
2
-n+1 n

2
-n+2 … n

2

为 n阶 Smarandache行列式。

在本文中 ,给出{ak(n)}和{bk(n)}这 2个数

列的一些重要性质;首先定义自然数方幂和数列

的 Smarandache行列式 A(n, k)和 B(n, k),即对

任意的正整数 n, A(n, k)和 B(n, k)表示 n×n的

行列式:

A(n, k)=

ak(1) ak(2) … ak(n)

ak(n+1) ak(n+2) … ak(2n)

   

ak(n
2
-n+1) ak(n

2
-n+2) … ak(n

2
)

,

B(n, k)=

bk(2) bk(3) … bk(n+1)

bk(n+2) bk(n+3) … bk(2n+1)

   

bk(n
2
-n+2) bk(n

2
-n+3) … bk(n

2
+1)

称为 n阶 Smarandache行列式 。

例如:A(2, 2)=
1 1

1 1
=3,

A(3 , 2)=

1 1 1

1 2 2

2 2 2

=0,

A(4 , 2)=

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 3 3 3

=0,

A(5 , 2)=

1 1 1 1 2

2 2 2 2 2

2 2 2 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 4

=0,

A(6 , 2)=

1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2

2 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 4

4 4 4 4 4 4

=0

……

B(2, 2)=
2 2

2 2
=0,

B(3, 2)=

2 2 2

2 3 3

3 3 3

=0,

B(4, 2)=

2 2 2 2

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 4 4

=0,

B(5, 2)=

2 2 2 2 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 4

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

=0,

B(6, 2)=

2 2 2 2 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4

5 5 5 5 5 5

=0

……

关于这些行列式的性质 ,至今似乎没有人研

究 ,至少没有在现有的文献中看到 ,最近 ,张文鹏

教授建议研究这些行列式的性质
[ 1]
。本文的主

要目的是利用初等方法研究这 2个问题 ,并给出

这些行列式的性质 ,即就是证明了下面的定理 。

定理 1:对于任意的正整数 n≥2 , A(n, 2)=0

且 B(n, 2)=0。

定理 2:对于任意的正整数 n≥3, k≥2, A(n,

k)=0且 B(n, k)=0。

通过这种行列式的计算可以给出一个正整数

是否为自然数方幂和的一个新的判别方法 。

2　定理的证明

2.1　定理 1的证明

由于 k=2, S2(m)=∑
m

i
i
2
,对于任何实数 x

>1存在唯一确定的自然数 N,使得 Sk(N)≤x<

Sk(N+1),对于正整数 k=2,有

a2(n
2
)-a2(n

2
-n+1)=∑

m+n

i
i
2
-∑

m

i
i
2
=∑

n

i=1

(m+i)
2
=(m+1)

2
+(m+2)

2
+… +(m+n)

2

=
1

6
(m+n)(2m+n)(3m+2n)。
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由于 m>1 ,从而 a2(n
2
)-a2(n

2
-n+1)=

1
6
(m+n)(2m+n)(3m+2n)>2n

3
>2。同理可

证 a2(n
2
+1)-a2(n

2
-n+1)>2。

由 Smarandach行列式的定义知 , 行列式

A(n, 2)和 B(n, 2)一定有 2行或 2列相同 ,可以推

断:

A(n, 2)=

ak(1) ak(2) … ak(n)

ak(n+1) ak(n+2) … ak(2n)

   

ak(n
2
-n+1) ak(n

2
-n+2) … ak(n

2
)

=0 ,

B(n, k)=

ak(2) ak(3) … ak(n+1)

ak(n+2) ak(n+3) … ak(2n+1)

   

ak(n
2
-n+2) ak(n

2
-n+3) … ak(n

2
+1)

=0。

故 A(n, 2)=0且 A(n, 2)=0。

2.2　定理 2的证明

由文献 [ 5] 中定理 1和定理 2有:

ak(n
2
)-ak(n

2
-n+1)=∑

m+n

i
i
k
-∑

m

i
ik=∑

n

i=1

(m+i)
k
= 1
k+1

(m+n)
k+1
+1

2
(m+n)

k
+∑

k

i=2

BiC
i-1
k

i
n
k+1-i

=ak, 0(m+n)
k+1
+ak, 1(m+n)

k
+…

+ak, i(m+n)
k+1-i

+… +ak, k(m+n),

其中 , Bi为 Bernoulli数 ,当 i为偶数时 Bi≠0 ,当 i

为奇数时 Bi=0 , ak, 0 =
1

k+1
, ak, 1 =

1

2
, ak, 3 =

ak, 5 =… =ak, 2[ k-1
2
] +1 =0,由于 m+n≥2 , k≥1,

∑
k

i=0
ak, i=1,从而 ak(n

2
)-ak(n

2
-n+1)>kn

k+1

>2 。

由 Smarandach行列式的定义知 , 行列式 A

(n, k)和 B(n, k)至少有 2行或 2列相同 ,可以推

断:

A(n, k)=

ak(1) ak(2) … ak(n)

ak(n+1) ak(n+2) … ak(2n)

   

ak(n
2
-n+1) ak(n

2
-n+2) … ak(n

2
)

=0,

B(n, k)=

ak(2) ak(3) … ak(n+1)

ak(n+2) ak(n+3) … ak(2n+1)

   

ak(n
2
-n+2) ak(n

2
-n+3) … ak(n

2
+1)

=0。

这就完成了定理的证明。
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