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含 Smarandache函数的方程及解的探讨
 

吴　强
(茂名职业技术学院 ,广东 茂名 525000)

摘　要:运用 Diophantine方程的相关知识 ,确定方程:a2(k+2 , s(n))=a2(k+1 , s(n))+a2(k , s(n)):(1)对任意正整数

r和b , 设 a(r , b)是 b 的前 r 位数字所组成的数 , n , k ∈ N 的所有解.(2)对任意正整数 r和b , 设 a(r , b)是 b 的后 r 位数字所

组成的数的所有正整数解(n , k).
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　　对任意正整数

b = ts…t2 t 1 (1)

有 s个数字.设

a(r , b)= ts…ts-r+1 (2)

是 b 的前 r 个数字所组成的数.最近 ,Bercze在文献

[ 1] 提出如下问题.

对任意正整数 a ,设 S(a)是 a 的Smarandache

函数.

问题 1:如何确定方程

a
2(k +2 , s(n))=a

2(k +1 , s(n))

+a
2(k , s(n))　n , k ∈ N (3)

的所有解.

问题2:设 β(r , b)=tr…t1是 b的后r个数字所

组成的数.如何确定适合 β2(k +2 , s(n))=β2(k

+1 , s(n))+β2(k , s(n))的所有正整数解(n , k).

上述两个问题尚未得到解决.本文运用

Diophantine方程的基础理论和相关知识 ,完整地解

决了上述两个问题.本文的主要结果是:

定理 1:方程 a
2(k +2 , s(n))=a

2(k

+1 , s(n))+a
2(k , s(n))没有整数解(n , k).

证明:设(n , k)是(3)的一个解 , 我们已经知

道 , S(n)实际上是一个正整数(参看[ 2] ),设 b

=S(n),我们可以假设 b 是一个如(1)所表示的有

s位数字所组成的数 ,对任意正整数 r ,由 a(r , b)的

定义(2),我们有

a(r +1 , b)

=
10·a(r ,b)+ts-r+1　若 r < s

a(r , b)　　　 　　　若 r ≥ s
(4)

若 k > s -1 ,则由(4)我们有 a(k +2 , b)

=a(k +1 ,b)

因此 ,由(3)我们得到 a(k , b)=0 ,这是一个矛盾.

若 k < s -1 ,则由(4),我们有

a(k +2 , b)≥10·a(k +1 , b) (5)

因此 ,由(3)和(5),我们有

99·a
2
(k +1 , b)≤a

2
(k , b) (6)

可是 ,由(4)我们可以看出 a(k +1 ,b)≥a(k , b),

因此(6)是不可能的 ,这样 ,方程(3)没有解(n , k).

现在我们讨论另一个问题.设

β(r , b)= tr …t 1 (7)

是 b 的后 r 个数字所组成的数.最近 ,文献[ 1] 作者

也提出如下问题.

问题:确定适合

β2(k +2 , s(n))=β2(k +1 , s(n))

+β
2
(k , s(n)) (8)

的所有正整数解(n , k).

本文也完整地解决了上述问题.

由Smarandache 函数的定义(参看文献[ 1]),我

们有S(m !)=m ,对任何正整数m成立.因此 ,由定

理 2 ,我们立即得到下面推论.

推论:对任何固定正整数 k ,存在无穷多个正整

数

n =(10k+2
c +10kd)! c ≥0 , d =1 ,2 , …9.

(9)

满足(8).

定理2:适合方程 β2(k +2 , s(n))=β2(k +1 ,

s(n))+β2(k , s(n))的正整数解(n , k)当且仅当 n
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满足 S(n)=10k+2
c +10k

d ,这里 , c 是一个非负整

数 , d 是一个正整数 ,且 1 ≤d ≤9.

证明:设(n , k)是适合(8)的正整数对 ,且设 b

=S(n),则 b 是一个正整数 ,我们假定 b 是一个形

如(1)的 s位数 ,对任意正整数 r ,由 β(r , b)的定义

(7),我们有

0 ≤β(r , b)<10r (10)

且 β(r +1 ,b)=β(r , b)+10
r
tr+1 (11)

如果 tk+2 ≠0 ,则由(10)和(11),我们有

β(k +2 , b)≥β(k +1 , b)+10
k+1

>β(k +1 ,b)+β(k ,b) (12)

由此可得到

β2(k +2 , b)≥ β2(k +1 , b)+β2(k , b) (13)

这与(8)矛盾.

若 tk+2 =0 ,则由(11),我们有

β(k +2 , b)=β(k +1 , b) (14)

把(14)代入(8),我们得到 β(k , b)=0 ,由(7)我们

有:

t1 = t 2 = … = tk =0 ,这样 , b =S(n)适合

S(n)=10
k+2

c +10
k
d .

定理证明完毕.

对任意正整数 a ,设 S(a)为 a 的 Smarandache

函数 ,对任意正整数 r和b ,设 a(r , b)是 b的前r位

数字所组成的数 ,2001年 ,Bercze在文献[ 1] 中提出

了一个问题:如何确定方程 a
2(k +2 , s(n))=a

2(k

+1 , s(n))+a
2
(k , s(n))　n , k ∈ N 的所有解.更

进一步 ,文献[ 1] 的作者又提出另一个问题:设 β(r ,

b)是 b的后 r位数字所组成的数 ,如何确定 β
2
(k +

2 , s(n))=β2(k +1 , s(n))+β2(k , s(n))的所有正

整数解(n , k).本文运用 Diophantine方程的相关知

识 ,完整地解决了Bercze所提出的两个问题 ,即证明

了方程(1)没有正整数解(n , k), 同时确定了方程

(2)的所有正整数解(n , k).本文是文献[ 2] 的重要

推广 ,对研究 Smarandache 函数理论有重要意义.
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