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摘 要：利用初等数论和解析数论方法研究了除数和函数复合函数与 k次补数 Ak (n) 复合函数 σ( )Ak (n) 的混合均

值问题，给出一个有趣的渐近公式 .
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On the Mean Value Property of the Mixed Divisor Sum Function
with Smarandache k-power Complement Sequences

Chen Zhushe
（（Department of Basis，Baoji Vocational and Technical College，Baoji 721013，Shaanxi China）

Abstract：The main purpose of this paper is to use the elementary and analytic number methods to study the mean
value properties of the mixed divisor sum function with k-power complements of n. An interesting asymptotic formula
is given.
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1 预备知识与结论

1）相关定义：设 n为正整数，除数和函数 σα( )n ：d 为 n 的正因子，称 σα =∑
d|n
dα,α > 0 为 n 的正因子 d 的

α次幂之和，即为 n的除数和函数 σα( )n .

本文研究除数和函数在 α = 1时的情形，即：σ( )n =σ1 ( )n .

2）k次补数 Ak(n)：称 Ak(n)=min { }u|un =mk,m≥2,u,m ∈Z+ 为 n的 k次补数 Ak ( )n .

在文献［1］的第27个问题中，美籍罗马尼亚著名数论专家F. Smarandache教授建议研究有关 n的 k次补

数 Ak ( )n 的性质 . 不少文献［2-10］已对补数问题进行了研究，特别的是文献［3-4］研究了除数和函数分别

与平方补数、立方补数的混合均值，本文在文献［3-4］的基础上，利用初等数论和解析数论方法，研究了除数

和函数 σ( )n =σ1( )n 与 n的k次补数 Ak(n)的复合函数 σ( )Ak(n) 的混合均值∑
k≤ n

σ( )Ak(n) 问题，得到了一个有趣

的渐近公式 . 即就是证明了下面的定理 .
定理 对于任意的实数 x≥1，对任意正整数 k≥2 ，则有渐近公式：

∑
n≤ x

σ( )Ak(n) = 6 ζ( )k2 R(k)
kπ2 xk +Oæ

è
ç

ö

ø
÷x

k - 12 ln x ，
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其中：σ( )n 为 n的所有正约数之和；ζ( )s 为Riemann-zeta-函数；

R( )s =∏
p

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

1
( )1 - p ( )ps - 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - 1

p
( )k - 1 s

- pk + 1

( )1 - p ( )ps + 1 - 1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - 1

p
( )k - 1 ( )s + 1 - 1

ps - k + 1
1

1 + 1
ps - k + 1

，

∏
p

表示对所有的素数p求积 .

特别地，当k=2，3时有如下推论 .
推论 当k=2，3，则有如下的渐近公式：

∑
n≤ x

σ( )A2(n) = ζ( )4 R(2)
2ζ( )2 x2 +Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷x

32 ln x ，

∑
n≤ x

σ( )A3(n) = ζ( )9 R(3)
3ζ( )2 x3 +Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷x

52 ln x ，

其中：ζ( )2 = π2

6 .

2 引理及证明

证明定理需要下列引理（下列引理的证明所使用的基础知识均可在文献［10-11］中找到）.
设 s =σ + it 为复常数，k≥2，ε是任意正整数，ζ( )s 为 Riemann-zeta-函数，正整数，p 为素数，若当

σ > k - 1 + ε时，定义级数：B( )s =∑
n = 1

∞ σ1( )Ak(n)
ns

.

引理1 若积性数论函数 f ( )n 使得级数∑
n = 1

∞
f ( )n 绝对收敛，则：

∑
n = 1

∞
f ( )n =∏

p
( )1 + p + p2 + p3 +⋯ .

证明参见文献［11］定理11.6 .
引理2 对于完全积性函数 f ( )n ，当 σ >σa 时级数∑

n = 1

∞ f ( )n
ns 绝对收敛，那么

∑
n = 1

∞ f ( )n
ns

=∏
p

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - 1

f ( )n p-s
，

特别地，当σ>1时，有

ζ( )s =∑
n = 1

∞ 1
ns

=∏
p

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - 1

p-s
.

证明参见文献［11］定理11.7 .
引理3 对任意正常数 ε，当 σ≥ k - 1时，则

1）B ( )s + 1 在半平面 Res≥ k - 1 + ε上解析且有界 .
2）B( )s 的表达式如下：

B( )s + 1 =
ζ( )ks R( )k
kζ( )2 xζ( )s - k + 1
ζ( )2( )s - k + 1 R( )s ， （1）

其中：

R( )s =∏
p
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1
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.
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证明 对于素数 p 及正整数 k，Ak( )pn ={1， n = km，
pk - i，n =mk + i ( )1≤ i≤ k - 1 ，显然 Ak(n) = nk - i ≤ nk ，对于任意

的正数 ε，σ( )n << nε2 + 1
，故 σ( )Ak(n) << nε2 + é

ë
ù
û

k2 + 1
.

1）当 σ≥ k时，在半平面 Res≥ k - 1 + ε上由文献［11］知级数 B( )s =∑
n = 1

∞ σ( )Ak(n)
ns

绝对一致收敛，故在半平

面 Res≥ k - 1 + ε上 B(s + 1)解析且有界 .
2）当 (m,n) = 1时，Ak(n)是积性函数而 σ( )n 也是关于 n的积性函数，进而有：

σ( )Ak(mn) =σ( )Ak(m)Ak(n) =σ( )Ak(m) σ( )Ak(n) ，

故 σ( )Ak(n) 也是关于 n的积性函数，由欧拉公式［12］知：当 σ≥ k - 1时，有

B( )s =∑
n = 1

∞ σ( )Ak(n)
ns
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+∑
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p
( )kt + 2 s

+⋯+∑
t = 0

∞ σ( )p
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( )kt + k - 1 s

=
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ζ( )ks ζ( )s - k + 1
ζ( )2( )s - k + 1 R( )s .

其中：

R( )s =∏
p
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显然无穷级数 R( )s 在半平面 Res≥ k - 1 + ε上绝对一致收敛，有 B( )s = ζ( )s - k + 1
ζ( )2( )s - k + 1 R( )s 在此区域内有界且

解析 .

3 定理的证明

由引理1~3，再在著名的Perron’s公式［12］中取 s0 = 1,b = k + 1ln x ,T≥1,x为半奇数，故有
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∑
n≤ x

σ( )Ak(n) = 12πi ∫b - iT
b + iT

B( )S + 1 xs

s
ds +O ( )xb + ε ，

其中：ε表示任意给定的正数 .

主项估计：环路积分中取 a = k - 12 + 1ln x ，将积分限积分，从 s = a ± iT 到 s = b ± iT，被积函数为 B( )s + 1 xs

s
，

在一阶极点 s = k处的留数为

Res
s = k

æ
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çç
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ø
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ζ( )ks ζ( )s - k + 1
ζ( )2( )s - k + 1 R( )s xs

s
= lim

s→ k
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÷÷( )s - k ζ( )ks ζ( )s - k + 1

ζ( )2( )s - k + 1 R( )s xs

s
= ζ( )k2 R( )k

kζ( )2 xk，

其中：k=2，3，…，即

12πi æè ö
ø∫a - iTb - iT+∫b - iTb + iT+∫b + iTa + iT+∫a + iTb - iT
B( )s + 1 xs

s
ds = ζ( )k2 R( )k

kζ( )2 xk . （2）

我们可以容易地得到估计：

|

|
||

|
|
|12πi æè ö

ø∫b + iTa + iT+∫a - iTb - iT
A( )s + 1 xs

s
ds << ∫ab |||| |

|
|B( )σ + iT xk

T
dσ << xk + ε

T
= xk - 12 + ε ln x， （3）

|

|
||

|
|
|12πi æè ö

ø∫a + iTa - iT
B( )s + 1 xs

s
ds << ∫0T

|

|

|
||
|

|

|

|
||
|Bæ

è
ö
ø

12 + iT x
k - 12
T

dt << xk - 12 + ε ln x . （4）

因此有： ∑
n≤ x

σ( )Ak(n) = 6ζ( )k2 R( )k
kπ2 xk +O æ

è
ç

ö

ø
÷x

k - 12 ln x ，

其中k=2，3，… .

定理证明完毕 .
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