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A V JI. N T P n. G P 0 S 

"Généralisations et Généralités" , pourquoi ce titre? Parce Que l'auteur a voulu rassembler ici Quelques-unes de ses recherches originales C Qui sont donc des "s~n:§rali tés") , df'2ls diverses branches des mathématiques (algèl)re, thôorie des nom­bres, gGométrie, analyse, linguistique, mathématiQues distra­yantes) , mêlne si les articles qui composent ce recueil n'ont pas toujours de liaison entre eux. 

"Généralis~tions" , p",rce qu'un grc:.nd nombre cl' étrticles 
{~largissent des résultats connus , et ce gre.ce à un procédé sim­pIe, dont il est bon de dire Quelques ,11otS ~ 

On généralise une proposition math2satiQue connue P(a) , 
où a est une constante , ~ la ~ropos~tion pen) J où n est 
une variable qui appartient à une p-c;>::c~-';ie de N • 
On démontre que ? est vr'üe pour tOl~t n par réc'~rrence g 
la pre,nière ét ape est triviale, puisQu r il s' ?~i t du résul­
tat connu P(a) (et donc déj~ vérifié ~,v2tnt par d'Antres 
mathématiciens !). Pour passer de p(n) à P(n+l); on utili­
se aussi pC a) g on élargit 2_insi 1L"'lC p:;:,oposi tian grê_ce à, 
elle-nême , <mtrement dit 13. génSralisation trouvfe sera 
paradoxalement démontrée à l'aide du C2.S particulier dont 
on est parti ! (cf. les g(~n2r=üis?,t:'cL:3 de H"61der,Iin­
kovski, Tcheb;)'chev J Euler). 

L'a'L-:.teur. 
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UlŒ GENERALISATION DE L'INEGALITE DE HOLDER 

On gén6rûlise l'inégalité de Halder grâce à~. raisop~ement par­
récurrence. Comme cas particuliers, on obtient une généralisation 
de l'inégalit8 de Cauchy-Buniakovski-8chwsrtz, et des applications 
intéressâJltes. 

Théorème ~ Si a~k)€ IR + 
J. 

kE (1,2, ••• ,m} 

avec m)/ 2. 

Preuve: Pour m = 2 on obtient justement l'inégalité de n6lder, 
qui est vraie. On suppose l ' inégalité vraie pour les vé',leurs in­
férieures strictement li un certain m. Alors _ ~ 

n m n m-2 

L -1-' T a~k) = L ((--, 1 Q~k)). (2.~!-:l-1) .a~m))) ~ 
i=l k=l J. i=l k=l J. J. J. " 

/ (r-2

, (t- (a~k) )Pk ) ~k). (>n (a~m-l) .2,~rn)) P); 
~ k=l i=l J. \ i=l J. J. 

, 

où et t
l
) l , t

2
') 1. Il en résulte e 

l 

( 
(m-l))P (Jm))P/ (~ (_ (m_I))3)t~ j)t1 

a. '-J' ~ L d. • 
J. J. . l J. 

1.= 

l l l 
avec +- = -pt l pt 2 P 

l'Jotons pt
l Il et 

m-l 
l l 

pt
2 

= P • Donc + ••• + - = l, et on a 
m Pl Pm 

Il.) l pour 
J 

l~j,< m ~ il en résulte l'in8galit& du th~orème. 

R S · l " . ( t' 'l~ , emarsue g 1. on pose P j= :Tl pour ,\ J "m e Sl on 8 eVG 2-

SéUce m cette inog2.1ité, on obtient une génér~lisation de 
lité de Cauchy-Buniakovski-Schwartz : 

12, 3)uis-



(~ (k) '\ m / 

é\ ) ~ 

!"Ji 

T""l 
1 i 
k=l 

r 
C 

Applios.tion Soient les réels ,ositifs 
0.1 ' 

Ilontrer Clue 

+ [:.2b 20 2) 6 ~ 8 
/" 6 /" 

6) (8.
1

b
1

0
1 

(J (bO 2.
1 

-+- G
2

) 
l 

+ b
2 

Solution 

8, ? 
2 

b
1

, b 29 °1' °2· 

6 
(°1 

6) 
+ °2 

utilisons le th00rème '<>4'1té:deur. ?OSO:1S Pl =2 9 lJ
2

=3 5 P3=6? il en. 
déooule Clue ~ 

al b1 cl + 3,2b 20 2 ~ (:1~ ~ 8,~)% (bi + b~)I (c~ + o~)i ~ ou enoore 

6 223 3 326 6 
(3,l b l0l + a2b202) ..{(C'>l + ~2) (b1 +b2) (°1 + °2) J 

3 3 ~ /" 6 
et sachant Clue (b1 + b2)~ ~ 2(b~ + b 2 ) 

2 23 6 6 /42 24 
et Clue (8.1 + o.) :: cCl + <:"2 + 3\'..l a 2 + a 1 2'2),(" 

puis<lue 

( a 2 _ 2) 2( 2 2)./ 0 ) 
2 1:';1 al + 3.2 ~ , 

1 
il en rGsulte l'exeroice ,roposG. 
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UlŒ GEFERALISATION DE L'INEGALITE DE =Tl'IKOHSKI 

( ,-'1 ~)+' 
Th " S· t h - 1 '. 1 t î"J Il,,,) "Core~1e g 1. l) es un nom..,ro r2e;/ e ~; c., L~ , cwec 
i'_ ~1?2, ••• ,n~ ct k ~.i172,. •• ,l'1~ ,alors ~ ,-

t _ \ / . / 
! n I~!J.L.. (K' ))P, l P f'_~ (_.n. __ , (lr\"\p'\l P 
1 .::--- " L L-. .~_ \"~J 
1 ç--.;f-- a. 1 ~ \ k--l ,_' --1. 2'l' ,l' 1 
\ 1 =.1 "',,<:=1 1. i .1 " '. i 

Déi'1onstr2,tion r:><::~r récurrence sur m -- .. - ._ ... - _ .... _ .. _o .. __ - _ .. ____ - __ _ ____ ... _ __ .. 

Tout d'abord. on montre que g _ 

(~ { (l))p)l/') (<j'l ( (1) ,p ',l/p 
1 <:--- \a, 1 ~ 7~1 a, ! 1 9 ce qui est évident 
\ 1- =1 \ 1 .1. = . 1-

et prouve que l' inégali té est vraie pour ill=l. 
(Le cas m=2 constitue justement l'in6galité de liinkovmki, qui 
est naturellement vraie !). 
On suppose l'inégalité vraie pour toutes les valeurs inféri­
eures ou égales ~ m. 
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UNE G:CUER .. 'l.LISATION DI ŒIE n'EGALITE DE TCHEBYCHEV 

Enoncé g 

alors z 

On suppose l'in5galit~ 
ou égales à o. Il faut 

n m+1 
1)-'~ (k) 

\ a. 
n i=l k=l 1. 

1 n 

Ceci , 
t
l~ est . - y 

-.~ n~l-
1.= 

et ceci vaut justement 

, k:: \.1~2, ••• ~D; 
(k) 

8... 
1. 

vr~ie pour toutes les valeurs inf6rieures 
passer ['>li r2...'1G m+1 

n 1 fi 

l \) ln n .:;:--
1.=1 1:=1 
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miE GENER.:\LISATIOlJ DU THEORE1IE D' EULER 

D~s les paragr~phes qui suivent nous ~lions démontrer 
un r5sul t<>..t qui reillpl~ce le i:;hjorème d' Eu18r 

"Si (~~,m) = l, alors 3.0/( m) ~ l (mod m) " 

d~ns le c~s où a et m ne sont p~s ~remiers entre eux. 

ft - Notions introductives. 

On suppose m> O. Cette supposition ne nuit p2-S 2, 1 ". g~·:11(3r.,.­

lit6, p2.rce Clue l'indicdrice d'Buler satisfé"'..it I t 0gdit.5 g 

(p Cm) = cp (-m) (cf Pl), et que les congruences vérifient 12 
propriC:té suiv2J1te : 

Cè == b (mod m) (-) a -= b (mod -m) (cf (Il pp 12-13). 

Q.u:,.nt 2. 1:. reln,tion de congruence modulo 0, c'est 1:,. relCltion d':'­
g2-li t0. On note (<:t, b) le plus gr"'nd commun divisour de deux nombres 
entiers ê et b, et on choisit (~,b) O. 

B - Lemmes, théorème. 

1e~rn~ 1. 1. Soit 2- un nombre ontier et m u...'1 n::èturel> O. Il existe 
d ,m de /'V tels que a = 0 d ,m = fi d et (a m ) = l. 

o 0 0 0 0 0 0, 0 

Preuve ~ il suffit ~e choisir d = (Cè,m). En confo~ité o . 

~wec 1" d6fini tian du PGCD, les Quotients (\ et 0 de ~ ut 
o 0 

m par leur PGCD sont premiers entre eux (cf (3J pp 25-26). 

Lemme 2 g :\.Vec les not'1tions du lemme l, si d 1= l et si 0 ---1- 1 0 

do do dl ' illO = mIdI' (do ,ml) = l Gt dl i l, ~ .. _ors 

do> dl et !TI) m ,et si cl = d , Cllors 2.pr0s un :wmbre lir:1i té 
0' l 0 l 

de :;Jas i on ad,> d. l = (d. ,m. ) • 
Preuve gO. 1+ 1 1 

(0) ra 
\ m 
'-

De 

L" d o 0 

m cl 
o 0 

l 
d cl 

o l 

è, 
o 

,1, d = Q Q one 
o 1 

De m 
o mIdI on 

( , 
\ '" ,m ) o 0 

d f l 
o 

1 

f ,1 ) 
\ CL ,m = 1 

o l 
c\ 1= l 

il r5sulte que a = Cl d 
1 00 

d ) cl si d~ 1= 1. 
o . 1 0 

dCeLui t que m ) m • 

. 1 
2. d d 
001 

Si d o 
m 

o 

o zl ,'" 
m d = k. d ( Z E j !\! et 

1 0 C 

donc 

D . dz - l 
one ml = K. 0 

z-l 
d 2 = (dl,ml ) = (do,kodo ). Après i=z 

pas il vient d. l 
1+ 

= (d ,k) < d • 
o 0 
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chaque nombre entier ~et chaque nombre n~turel 
construire ln s6quence suivante des relations ~ 

(a ,m ) = 1 
o 0 

d t l 
1° 

(do ,ml) = l 

dl t 1 

(s-1) {ds_2 
~ms_2 

d 1 d 
s-2 s-1 

m d 
s-1 s-l 

(dS~2,mS_:::') 
, d

S
_

1 
t 1 

1 

( s) 
r dld (1) i d S _ l s-l s ds_l,ms 

~S-l msds ds = l 

1 

Preuve ~ On peut construire cette séquence en ~ppliqu2nt 
le lemme 1. La s;jquence est limitée, d'après le lemme 2, 
car après rI pas on ad'> d et m '> m ,et nprès 

o rI 0 rI 

r
2 

pas on a: d ) d . et m '- m,etc ••• , 
rI r l +r2 rI" r l +r2 

et les m. sont des naturels. On ~rrive à d = l parce que 
~ s 

si d t l on va construire de nouveau un nombre limit6 de 
s 

( \ , \ s+r), avec d < d • s+r 8 
relations (s+l), 

7? <fCm ) +8 Théorème g Soient.. a, m € IL et m t O. Alors a 8· ~ 
~ù-s-etm sont les m~mes que dans les lemmes ci-dessus. 

C'S (Mod :-i1) 

s 
Preuve ~ Comme d&~s ce qui précèdo on peut supposer m > 0 
sans nuire à 18. g~n2rali t 5. De la sCquence de relé',tions du 
lemme 3 il rGsulte que ~ 

(0) (1) l, (2) ,1 1 (3) (s) ,ldl ri 1 
a = 8. d = a d Ci. = ~ Q d d = ••• = ~ Ci. ••• ~ d 

o 0 0 0 l 0 0 1 2 0 0 1 8-1 s 
(0) (1) (2) (3) (s) 

et m = m d = m cl d m cl d C = ••• = fi d d ••• d d 
o 0 l l 0 2 2 l 0 8 s 8-1 l 0 

et m d d ••• cl cl = cl d ••• d d m 
s s s-l 1 0 0 1 s-1 s s 

De (0) il d6coule quo do = (~,m) , et de (i) que d. =(d. l,m. 1)' 
{

"1 J. ~- ~-ce pour tout i do 1,2, •••. s T • 
~ dldldl -d 1 è '-'" 1 2"··········· l L o 0 s-_ s 

:1 
8-1 

cl 
8 

"ldl d 1 1 

al 2············ "s_las 

d 1 d 
8-1 s 

d 
s 



Donc ci Ù. ci éi d 
o 1 2 ••• 8-1 E 

( s-1)( 1 l ) 
l := a. 2,m l s- s-~ 

(s=2) (1 1 m ) l -' C 3 ,.!. 2 s- s-

-
( d:- ,mI 3 CL. 3 cl, 2) = ••• 

l + l+ ~+ 

(11 d ~ ~) d (dl ) 1 t \CL.,m Le _o.,,,',,,, one .,m == ,0 ce 
~ 3 S s-~ ~+~ 1 S 

r- ~ .. 
pour tout i cle; 0,19 ••• ,8-2 1.- • 

( 0) 
l ::: (a ,ru ) = (G- ,il, •. d Id m ) 

o 0 0 s- s s 

~~ théorème d'Euler il rGsultc que 

,J 

donc (a ,m ) 
o s 

l . 

1 
;o(m ) 

(di) s - 1 (mod m ) 
S 

pou~ tou~ i de !O,l, •.. ,s\ 
\. _\ 

<p(m ) 
a S 

o 
<r(m ) 

m2 .. is ê.. S 

clone 
c.o(m ) 
, S 

G 

l (mod m ) 
~, 

1.0 .• 0.1 \,--'''''"----
8+1 fois 

(Pem ) 
r',' ::;:: l (mod m ). 

s 

(mod m ) 
8 

wCm ) 
~.s (,1)S-1(d1 )8-2(dl )S-3 (, 1)1 1 8-::: 
~ • ~ l 2 .0. o.. 2 oa -o 0 ~ s-

s (,1 s-l l s-2 (" 1 l ::: 2, • CL) ( dl ) • •• G. 2) • 1 
- 0 0 ' s-

Or.. Inu l t,ip lie p[~r g 

(mod ru ). 
s 

( -"1\1(,,,1\2/11)3 (.l 1 )S-I(cl l)S et on obt;ont 
v'o ! ,.-lI' ,Cc 2 ,., l's_2' s-l .. 

1. 

~s( l s II s '( l '. sec 1 \'S ~tp(ms) "s 11 sIs (, 'i' )3(ri 1 )f1 
Cv cl) (Cl 1) •.• d 2) cl 1.' c. ::: c. (CL ) (dl) ••• a. 2 ...., o '0 s-s- - 0 0 s- S-,i 

( ,11 l)s) 
(mocl Q~) ... (cl 1 m 

" s- 8 
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SIs l s l s l!'(m S ) -f(ms)+s 
mais a (d ) (dl) ••• (d 1) .a = a et 

o 0 s- ( ) 
S(d1)S(dl)s (d l )8 _ ,.,s ...,Cf ,ms +s s 
al. • • l - ". donc '-" - a (rnod m) o . 0 s-
pour tous a, m de 7l (m 10). 

l alors d =1 • Donc s = 0 , ct d'~près le thôorÔffio 
o 0 (.v(rn ) +0 

_= a (mod m) c2.d a' 0 ~ 1 (mod m). 
l,fais m = m d = m .1 

000 
P.!o. Dor.c ~ 

~(m) 
a _ 1 (mod m) , et o~ obtien~ le thGorome d'Euler. 

(2) Soienrli a ct m deux nombres entiers, m 1 0 
".:>Cm ) +1 

et. m = m d • Si (d. ,m ) = l, éüors a' 0 
o 0 0 0 

ct (2.,0) = cl 
o 

:=: a (mod m) .. 

En effet, vient, 0U thGo:.."èmc "voc s l et ml = mo C 

Cette relation 2.. une foL'lTIC scmb12,blc L'-U thrjorème do Fe l'fIlat 
l.('(p) +1 

a a ( '" \ mOle p j. 

C - UN ALGORIT"illIE POUR RESOUDRE ~ CONGRlJENCES 0 

1 l, 

On v.a construire un algori tb.me et montrer le soh6ma logique per­
mettant de calculer s et m du th6orème. 

s 
Eonnôes à entrer ~ deux nombros entiers a et m, m 1 O. 

(c(rn ) +s . s 
Résultats en sortie : s et m o.insi que a 

s 
~:léthode ~ (1) A . - ê • --- - . -

'.T 
1'1 := m 
i n _ 0 

s 
(mocl rn). 

(2) Calculer cl = (A,M) ct il' = I<1/cl. 
(3) Si cl = l nrendre S = i et m H'; stop. 

Si cl 1 l ;rendro A:= cl, s M:= M', 
i ~= i+l~ et L'-ller en (2). 

Rem la correction d' é".lgori thme rôsul te du lemme 3 et du thôorG:rle. 
Voir orgc'l.nigr~'1lme p:'.ge suivante. 
Dans cet org?.nigro.mme ~ SUEROUTlNE CMimC calcule D = CA ,~~I) 
et choisit D) O. 

Application : Dans la rGsolution des exercices on utilise le th6o­
rèmc et l' <".1 go ri thmo pO'..1r c::"leuler s et m • 

s 

(:nod 105705) ExemEle 
L'on ne peut pas 

~ppliquer FerMat ou Euler oar (6,105765) = 3 1 1. 
On applique donc l'Gleot'ithme pour cL'-lculer s et m et puis 
le thGorè;'1e rmt 8rieu::' ~ s 

cl = (6 105~5~) = 3 m = l0576~/3 3525)~ o \ ~ './ 0-

i = 0 ; 3 1 l clone i 0 + 1 = l ,dl (3,35255)" 
ml = 35255/1 = 35?55~ 

l , 
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:-r(35255)+1 1 
Donc 6 ~ 6 (mod 105765) donc 

25604 LI-

6 1:: 6 (mod105765). 
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UNE GENERALISATION DE L'INEGALITE CAUCHY-BOillUAKOVSKI-SCIr.'lARTZ 

Enoncé ~ Soient les 
avec rn.~ 2. Alors ~ 

1..3- __ ~ 
! '. 1 1 
: / , 1 

\W- le=l 

réels 

---

( 
(1). (m-l) (m),\2 

+ ~ ~ ~ 
c.M,,. ••• u"k ç,. 

L. l . 
j 

)
2 

(" ) . a. 1 
l . 

m ! 

/' 0 
.~ 

Remarque; pour m=2 on obtient l'inCgalité dœ Cauchy-Boru1i~~ovski­
Schwartz. 
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GENEFALISATIONS JJu 'l'tŒOltErIE: :DE CEV:: .. 

- - .-

:Oë.r..S ces paI"'c.€!'ê..phss ~)1'L ~réscnte "trois généralisations du célèbre 
théorème de C2~Vô:s dor:;- l L~r:.onc~ est ~ 
"si C:'2.::11:: UXl t.C'~_é ....... ",:,_gle XëlG ()?' "t:r:-acG Tes -dro~ tes co-n:courcmtes A.A.

I
, 

f.-IE' 1
1
" CC,. '\ 

a~oi's ~ ----·---0-----
-. B 
"1 

i\ .A. e Q e li. ;. Ull 
l 2 :1 

[ioint. il d,ens son pl?..l1. , 

" n l ~ , c:. ••• • - H) 0 t" • .., 1 • n no e 1>1 •• 
.) •• 0 n . _ -- -' .. _ ~ J 

les in-~ersec_t-i_œls de 1,,_ çiroi -te A.~! ;;:,vec les droites il.. A. 10 ••..• , 
:.._ _1+S 1+S+ ,. 

,: . .---'- :, j-: ~i+s,. -.:\+s-tt-l-;\). 
l .. -- -

-i:'.):.':: _~C's_ =-~1'iices :r-es!_Jcctifs, et si 2s+t = n, on a 

(s et t naturels 'non nuls). 

:Oém.on:-~.F.~:~~:~c:' _~~ ?"~~r~j: -;''':'.9 ~ S oit ~T un point dc:ns 18 plon du trian­
gle: A3C: < cel 'lU;5_l s"--ois:::"_~5e auX conditions du théorème. On 
choisi'j un ,::;ys~;ùn'e c:,,_rc'ésien cl! c-:x:es , i.el que lescleux pox['vllèles 
aux ['cxcs Qui i).-:>..r:ssn-t ',)2.1 n.o pc:-,sse:1t pClr ê,UCtL"l. point A. (ce qui 

. ~ 

est :;:)0 S 8j:IJl c ~. 
On considèr3 I.TC a~ b) ~ où a et b sont des v"_ri:èbles réelles, et 
A.(X .• Y.) , OL X~_ CC.:; Y-i son-.; c01".1':'::'08 9 if.. rl,2,o •• ,n"J • 
~. l :',' '~ ~ 

Le 8hoi:v: ("1tôrieur nous assure les 
X -'> •. of 0 et Y.-b *'0 pour tout i i ,v l' }. 

relations suivantes 
de {1,2, ••• ,n.) • 

X-Q v-b 
X.-:-t - t.-b 

V éq,ué'ètion. de 12, droi t,ô) A.. ilI 
l 

J • Or. 2. é ..... -".ot e 
l l 

IiI. A . 
On eC _-,~~.i ___ .J,-_ 

,r ( " ~ :,~) 
'.} Ji..: ~ li ~ -', 

j 

:'''=ijl1p(j) 
r 

i,< n) est 

d(X'Y~Xi'Yi);. 0 0 

d(X.,Y_;X. ,Y.) 
J J 1 1 

i(X (')' y ( .) ~ X. , Y. ) 
:9 J :9 J ~ ~ 

:O(j,i) 
=-----

:O(p(j),i) 

Où 0 (A,ST) ef"t le_ c:is:;2..Lc_8 ~ le droite ST, et où l'on note 
:o( 2''-'0) pO"J_r C:_(X., 5 T~; X ? Y, ) • 

.v ~., -0 J 

C2.1culons le produi J~ 5 oi :10US utiliserons la convention suivênte g 

ct a-·b siGÜfieré1,p -l(p:,l( •• S-l(Q) •• ») 
b fois 

i+s+t-2 
·;----·T 

1 
.1 • • L. 

-, - ~l _ . .:.:..:........ 

, .. L. 
J.J j +.1. 

t 

J=i+:.:. 

T'{"':' r<":" 1:';\ .u \ ~ +.::> + L - ~ ,.l. ) 
;:;-(1' 'R.L-'- l' \ ...u '~I li '} ) 

:o( i+s ,i) 

:oCi-s,i) 
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Le produit initial est égal à : 

D l+s l D 2+s 2 '., ~ . 
D l-s,l) D 2-s,2 ~ • 

D 2s+t+l s+t+l D 2s+t+2 s+t+2 
D t,s+t) D t+l,s+t+l) TI t+2,s+t+2) & •• 

D 2s+t+s s+t+s _ D(l+s,l). D 2+s 2) TI 2s+t s+t) ~) 
D t+s,s+t+s) - D(l,l+s) D 2,2+s)··oD s+t,2s+t)···~) -

n D = Tl (- Pit:))) = (_l)n parce que 
1=1 D i=l 1 l. 

Y -b 
r r 

~l x;=a-~ 
ncp;rY X -â Y.-b 

-L- _-1L.. 

(X -a)(Y -b) 
r r 

(X -a)(Y -b) 
pp 

11El 
- pep) 

X -a. Y-a. 
r r 

la dernière ég~lit6 résultant de ce que l'on note ~ 

(xt-a)(Yt-b) = pet). De (1) il résulte que pet) f 0 pour tout t 

de {1,2,o •• ,n}. La démonstration est terminée. 

Commentaires sur le thaorème ~ 

t représente le nombre des droites du polygone qui sont coupées 
Par une droite A. III : si on note les côtés A A. l du polygone a., 

. l.o ' i ]. + ]. 

alors s+l représente l'ordre de la p~emière droite coupée par la 
droite li. M (c'est a 1 la première droite coupée par A M). 

l s+ - l 
~x~mEl~ :Si s = 5 et t = 3 , le théorème dit quo g 

- la droite AIM coupe les côtés A6A7 ' A7A8 ' A8A9 • 

- lé', droite A2I~1 coupe les côtés A/"'8 ' A8~1.9 ' 1\.9AIO· 

- la droite A
3

;'fI coupe les côtés h8A9 ' i1.9AIO ' A10AlI ' 
etc ••• 

Observation g la condition restrictive du théorème est nucessaire 
fil. .A. 

pour l'existence des rapports ].J J 

l\/lp(j) 

Conséquence l : Soient un polygone A/~2 ••• A2k+l et un point fil 

dnns son plan. Pour tout i de {l, 2, ••• ,2k+l} , on note 1\ l'inter­

section de la droite Ai'\(1) avec la droite qui passe par 1i et ,ar 

le sommet opposé à cette droito. Si M. i.- {A. , il ('») ::::.lors on ."'. : 
].'~ ]. p]. 

n Ir M.i\... 
1 1 ~l.=]'=~ = -1 . 

rvy. A (.) i=l ]. p ]. 
La d6monstration résulte immddiatement du th50rème, puisqu' 
on a s = k et t = l, c'est-à-dire n = 2k+l. 

La réciproque de cette conséquenee n'est pas vraie. 
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Dloù il r5sul te imméd5.3.tement que 1:1. réciproque du théorèma nI esiL 
pas non plus vraie. 

Contre-exemple g 

On consid~re un polygone de 5 côtés. On trace les drai tes A IiI ~ 
l 3 A21\ et .i"'-3 H5 concourr:ntes en il. 

l,t A3 2i 11 ;;. ;LA
S Soi t K = 3 r c. ')_ 

l'Il~ ft J'\ 1.1.5 ~I5Al 
Puis on trê,ce 1:1. droi-:;c AIi'!l tells (lU' elle ne :)2.sse ~2_S par 1;1 et 
telle qu'elle forme 10 rC')5:;oI't (2) 

l/K ou 2/K. (on choisit l'WlC de ces vé'..leurs~·I3eu-:t'·que 
Ml 1Î.2 A.lcl'!l .ne pC'_;3sepéès p2.r d). Il '" 

l '2ü 2 
A la fin on tr?-ce Ac;r12 qui. fo!"",(; le r""cpport - -1 ou - -

..J 

en foncti~e (2). Donc le ~roduit 
5 .i'ft.:.A. 

~ = -1 SGnS que les droites respectives soient n ' J. 

. l M. A .. (. ) CO?lcourol'1tes. 
J.= J..OJ. .... , - ~. 

i, j =1 }.I. .iI. (.) 
J.J Il J 

j ~{i,p -l(i)} 

(-il'- • 

En effet on a s=l, t"=n-2 j et clone 2s+t ~. 

Consé uence 3 : ?our n = 3 9 il vient s= l ct t = l? càd on 
obtient comme cas pccrticulier) le th50rème de Gév:1. 

2 
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UNE APPLICATION 
DU THEO.fu::E 

DE LA GENErl.\LISATION 
DE CE VA 

Théorème ~Soit un polygone AIA2 ••• An inscrit d~ns un cercle. Soient 

s et t deux naturels non nuls tels que 2s + t = n. Par ch3que som­
met A. p:=tsse une droite d. qui COUIJe les droites A.A. l' ••• , 

~ ~ ~+s ~+s+ 

A. t lA. t aux points 1'1.. ,..., respecti vemcnt 1;1 , 
~+s+ - ~+s+ ~,~+s i+s+t-l 

et le cercle au point ,-1~ • Alors on 2, g 

n i+s+t-l ~ n n n -M .. A. n i\1!A. 
"1. J J = ~ ~ +s • 

fol: A ',l' r-
i=l j=i+s ij j+l i=l fini +s +t 

Preuve 
Soit i fixé. 
1 0 ) Cé"\.S où le point '1. • 

~,~+s 
se trouve à l'int6rieur du cercleg 

On a les triangles A.M. . A. 
~ ~,~+s ~+s 

et fil! iL l SA. l semblables, 
~ ~,+ ~+s+ 

puisque les angles rL . A. A. 
- ~,~+s ~ ~+s 

et M. . A. li'iI! d'une D"',rt , 
~,~+s ~+s+ 1. 

et A.M. . A. et A. lM.. M! 
~ ~,~+s ~+s ~+s+ 1.,~+s 1. 

sont 8g~UX. Il en r2sulte que 

M. . A. A.A. 
~ ~+s 

= ~===:­
M. . A. 1 M!A. l 
~,~+s ~+s+ ~ ~+s+ 

(1) ~ ,.~+s 1. 
• 

De manière anp,logue, on montre que les trio,ngles ;4. . A. A. ct 
~ ,~+s ~ 1.+s+1 

M. . A. ~! sont semblables, d'ca 
~,1.+S ~+s ~ 

;·L A. 
( 2) 1. zi +s ~ 

'" A . .L3'L 

~,i+s ~+s 

1.1. . A. 
(3 ) 1. 21. +s ~+s 

1>'I. A. l ~ ,i+s ~+s+ 

A.A. 1 
~ ~+s+ 

l'II!A. 
~ ~+s 

M!A. 
~ ~+s 

l'-1! A. 1 1. ~+s+ 

• On divise (1) prrr (2) et on obtient 

A.A. 
~ 1+S 

A. A. ~ 1 1. ~+s+ 

2°) Le C'l.S où ~iL. est extérieur au cercle est similrtire 2,U pr-nier~ 
1. ,1.+s 

parce que les tric:mgles (not0s comme au l'») sont semblables o:mssi 
dans ce nouve3.U cas. On Ct les mêmes raisonnements et les mêmes rap­
ports, donc on 'l. ;:>,ussi lrt relation (3). 



Calculons le produit 
i+s+t-l 

i, fiI..Ji. . 

1 ~_~ l 111 r 

J =1 +s 1· i /i. j +1 
i+s+t-l 

2-.1_ -Ti' !'~A.i 
.. I;-;-~ 

A.A:) . -
J=l+S \ 1 J+ 

A ' • 11.. 1 
1 J+ 1 

W1\.. 
1 l+s+t-l 

--A À A Â. 
i i+s i i+s+l ------.------

':lITt ... \ 
!,".1~. t 

1 l+S+ 

A. A.. 
1 l+s+t-l 

A.A. t 1 l+S+ 

Donc 1 e :) ra clu~. t 
n 

ini ti?-l est Sgal à 

nf i~l'iAi~ 
. \ loI! A. 
1=1 \ 1 l+S+'o 

;JUisque 
n 

n A.A. 
1 l+S 

A.A. t l l+S+ 

AIAI +s 

li. .l.A 
s+t. n -- --~-

n n 

A J,. ~ Ar ., , 

2 ~ t t 11. t lht l s+ 2 s+· s+ + +_ 
(en tenant compte du fait que 2s + t 

Mili. A. ;1.. 
____ ~l~+~S~. 1 l+S 

j,l'À 
i i+s+t A.A. t l l+S+ 

~I' A 
i i+s 

V' \ 
dihi +s +t 

• 0 • 

A 1\.2 s s 

li li 
S n 

) 

• 
A A 

s+l 2s+1 

A A 
s+l l 

... ----
A A l. s+t+2 t+2 ~ n~~s+t 

n). 

= 1 

ConsS9,uence l g Si on ~. un Dolygone Al ""2. < • ''>.2s-1 inscrit drrns 11..l1. 

cercle, et que d,=, che.que sommet A. on tr?ce une clroite cl. qui coupe 
1 1 

le côté 
n 

n r;r A 
""i i+s-l 

i=l 
L'I. A. 

1. 1.+8 

En effet IJOu.l' ~ 

A. lÂ. l+S- l+S 
en M. , et le cercle en M! , alors : 

1 l 

Il -\ l WA. 1 l l+S-

iVT' } ··i ~i+s 

1 , on 3, Il imp2.ir et s 
n+1 

2 
Si on fc::ti t s l d"èns cette cons .34.uence ~ on retrouve la note!:1athé!:1:1-
tique de r 11 , pages 35-37. - .. 

on obtient ~ 

si dans le th~orGme, les cirai tes d. sont concour;"'ntes, 
1 
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n n M~A. J. J. +s 

M!b.. 
i=1 J. J.+s+t 

Dan Barbi1ian, Ion-.13arbu - "?agini inedi te", Edi tura Albatros , 
Bucarest , 1981 (Edi 1ie ingriji tà de Gerda" Barbi1ian,' V.Protopo;;" 
pescu, Viorel Gh.Vodà). . 
Florentin Smarandache - "Gén;~ralisations du' théorème de Céva". 
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UNE GENERi\LISA':cIOfT D'un.' THEORE.:.lE DE C1LillW'J: 

Théorème de Carnot gSo:.t un point 1'1 sur 12;. diq;on2<-1e LC d'un qUé3,­
drilatère quolconque A3CD. P"r n on trace UllG droite qui coupe AB 
cm d et BC 8n f5 • Pui s on trêce Q.'le ?cutre droite, qui cou:pe CD 
en 1> et -"Ln 8:-1 cf • Alcrs on 2. g 

= l 

PolYro"one ';. •• ," • Sur une cli~o~lLüe AIAl ... l 0-"'11 '-" 1.e 

de celui-ci on prend un point n p2,r lec;:.uel on tr2.ce 11-'10 droite d 
l 

qui CO'.l.1jc los droites 1:"/1.29 ~·'-/i.3"" ,11c_/"k rc:spoctive82nt ::.ux 

points Pl~P2J.o.9Pk_l ' et une autre droite d 2 qui coupo los :::.u­

tres droites ;Lk-A
k 

l"" ,;~ Ill. ,A. Al respectivement 2.UX points Pk' _. _ + n- n n 
••• ,p. l ,P • ;\lors on é), g 

ü- n 
11 

j . 
1 :. (. \ P. 

i=l '7 lJ l 

l , où 'P est ln 

re fI 2 ... 
\ 2 3 ••• 

pernmtation 
n-l n \. 

n l J 

Démonstration g Soit l / j ,/ k-l • Or. montre f::1Cilement que " '\' 
.'~ .P . 

J J 

"'\.. IP, 
J+ J 

T\ f . . '\ 
.LJI, LÀ. • 9 CL

1 
j 

.J 

.,-,f " d \ 
lJ.2c. - 9 1/ 

J+l 

où D(.\,d) représontel::. distc,nce du point 

à la droite d 9 :puisque les trÏ<:lnglGs P ;' •. '~' ot P i. \.' 
j j j j' j+l· j+l 

sont 

semblables. (On note .'~!. ot 
J 

~j+l sur la droite dl" ) 

Il en r'~suli;,- <iU'') ~ 

."i.. (h)? ((. h 

:\ -=:r 
""k-l i k-:. 

".~ ? 
k !c·-l 

·\j+l les projoctions dus points t~ . 
J 

"/h"n 
"'- ~ -- ~ "-

èl 

et '-'--1 
1 

h=k 

= 
.!..l.. .1.'1, 

l 

DU'k9d2) 

D(L
l

,d
2

) 

puisque les 

et 
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triangles et sont semblQbles. De même, puisque les 

triangles t'1AIAï et M.'\..kAk sont sŒablû-bles (on note Aï et A~ les 

projections respectives do A et A sur l~ droite d ) , on 0, : 
1 k 2 

D(li
k

,d
2

) 

D(II.
l

,d
2

) 
= 

1, M 
~k 

i\M 
Le produit de Iténonc6 est donc bien &gal à le 

Rem : si on remplace n par 4 dans ce théorème, on retrouvo le théo­
rème de Carnot. 



,·JJEL"'i.U:SS ? rtOP J:liETES DES HEDIAl'JES 

Cet article généralü'e ceréltins rés-:ll t "tts sur les nédùmes (voir 
(lJ p. 91-99). On appelle nédi:::mes les segments de droite qui pas­

sent pqr un sommet du triL',n.s-le et p8vrté'tgent le côté o::;posé en n 
parties ég,:tles. Une néëiiane est 2.ppelée cl' o,cdre i si elle part2.ge 
le côté OPPOS'3 da.l1s le :r:'2.p)Ort i/n. 
Pour l~i~n-l ? les nédi2..l1es d'ordre i (c'est-i',-dire AAi,BBi et 

CCi) ont les pro:;Jriétés sui',T?ntes ~ 

Avec ces 3 segments on 1,e1.:t cons-
truir~ un ~ri~gle. 2 
1 A.4.. ! + l ,'jB. 1 + 1 CC. 1 = 

l' 1 l' 
.2. 2? 2 2 l - l.n + n (-' -) 8 

? a +0 +c . 
n-

Preuves. 
~ ~ ~ ---) i~ 
j'ili, AB + BA. AB + - BC (1) 

l l n 

Bit B~ + ci. B6 + i ct. (2 ) 
l l n. 

-, ~ -' 'i --\ 
CC. = CA + AC'. Cf: + - AB (3) 

1 l n 
En ad~itionnant ces 3 relations, il vient g 

-l ~ ---7 i+n.;~ ~ ~ 
AA. + BB. + CC. ='- (l,B + BC + CA) = 0 

l l l n -
donc les 3 nédia!".es peuvent être les côt és cl 1 un tri,~ngle 0 

( 

(2) Fn élevant RU carré les 3 relatio:çls et en f:üsant la somme 
on obtient 

2 2 1 '2 2 2 2 i
2 

2 2 2 
, AAil +1 BBil + CCiI = a + b + c + ~ (R, +b +c ) + 

. ---7 -} -} ~ ~-; 

+ 2:. (2 AB.BG + 2 BC.<CA + 2 CA.AB) 
~4 2 2 2 

Puisque 2 AB.BG = - 2 ca cosE = b -c -R (th. du cosinus) , 
en repor·tar..t cec::' ci::-Jls la relation V~) on a lu. relqtion cher­
chée. 

Bibliographie g 

[1) Voda, Dr. Viorel Gh. ~ "Surprize în mntematica elementara"? 
Edi tura Alba"'; ~os j 13uc2.re st? 1981. 
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COEFFICIENTS K-NŒUAUX' 

Dans cet article on élnrgit les notions de "coefficients bi­

nomiaux" et de "coefficients trinomiaux" à la notion de"co­

efficients k-nomiaux~ et on obtient .quelques propriétés géné­

rales de ceux-ci. Comme application, on généralisera le "tri-

2..ngle de Pascal". 

On considère un nombre naturel k)/2 , soit p(x) = 1 + x + x2 + •.• +xk-l 

le polynôme formé de k monômes de ce type ~ on li2,ppellera "k-nôme". 

On appelle coefficients k-nomiaux les coefficients des puissances 

de x 

Ckh 
n 

. 2 k-1 n 
de .~ +. •• +x ) ~ pour n entier positif. On les notera 

ave c .h f (;:1,~2 ,'; ..... , 2-;'ln} . 

Par 
qui 

la sui te on va construire pàr récurrence un tri::mgle de nombres 

va ~tre appelé iltri.mgle des nombres d'ordre kil. 

Cf.J) 1 : k = 2p + 1. -

Sur la première ligne du trie..ng1e on Gcri t 1 et on l'appelle "li­

gne 0". 
(1) On -convient que toutes les cases qui se trouvent "l, gauche et à 

droite du premier (respectivement du dernier) nombre de chaque ligne 

seront consid3rées comme conten~nt O. Les lignes suivantes sont ap­

pelées "ligne 1", "ligne 2" 1 etc ••• Chaque ligne contiendrél 2P nom­

bres de plus que la précédente g p nombres à gauche du premier nom­

bre, p nombres 2-., droite du dernier nombre de la ligne préc3dente. 

Les nombres de la ligne i+l s'obtiennent à partir de ceux de l~ ligne 

i de la façon suivante ~ 

Ck~ 1 est égal à l'addition des p nombres situés à sa gauche sur la 
1.+ 

ligne ~ et des p nombres situés à Sél droite sur la ligne i, au nom­

bre si tué au-dessus de lui (voir fig.l). On V2. tenir cbmj)te de la 

convention 1. -p nombres p nombres 

Fig.l ~ ligne 
ligne 

ExemEle pour 

1 2 
1 3 6 10 

1 !~ 10 20 35 52 

i ~o·~ 
i+l 

k=5 

1 
1 1 1 1 1 
3 4 543 2 1 

15 18 19 18 15 10 6 
68 80 85 80 68 52 35 

f)Ck~ 
1.+1 

3 1 
20 10 4 1 

••••••••••• og,oooe ••• o.oOOOOOOGoIO.OOOoçooooeoeooooo 

Le nombre C5~ = 0+0+0+0+1 = 1 J C5~ = 0+1+0+0+0 = 1 , 

C5~ = 0+1+1+1+1 = 4 C5~ = 4+5+4-+3+2 = 18 , etc ••• 
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1) La ligne i a 2pi+l '§167lents. 

2) Ck~ , ?:o Ck~=~ où par convention Ck~ , 0 pour {!><~p;t 
Ceci est évident d'après la construction du tri~ngle. 

3) Chaque ligne est sym0trique par rapport ~ l'j13ment centr~l. 
4) Les premiers éléments de la ligne i sont 1 et i. 
5) La ligne i du triangle de nombres d'ordre k repr6sente les coef-

2 k-l i 
ficients k-nomiaux de (1 + x + x + ••• + x ). 

r~ L~ d.§monstration se fait par récurrence sur i de 
2.) Pour i=l 0' est 5vident ~ (en fr\Ï t la propriét8 serOli t encore 
vraie pour i=O). 
b) Supposons l~ propriét.§ vraie pour n. Alors -

2 k-l n+l 2 k-l 2 k-l n 
(l+x+x + ••• +x ) = (l+x+x + ••• +x )(l+x+x + ••• +x ) 

2pn 2p(n+l)~ __ 

( 2 21)) ~ j j > "" Cki i j l+x+x + ••• +x - .• ~ Ck.x = ~ .x .x 
. 0 n t=O· . t n J= 1+J= 

o ~j ~2p 

2p(n+l) (2P ) 

O,(i ,(2pn 
2p(n+l) > ~ t-j t L- Ck x 

t=O j=O n 
=> 

t=o 

t t 
Ck l.x n+ 

6) La somme des éléments situés sur la ligne n est égale ~ kn • 
La première méthode de d.§monstration utilise le raisonnement par 
r50urrenoe. Pour n=l l'assertion est 0vidente. On sup)ose la pro­
pri~t8 vraie pour n, c'est-à-dire que la somme des sléments situ-

és sur la ligne n est '3géüe à k
n

• L~ ligne n+l se calcule 2. par­
tir des Gl~ments de la ligne n. Chaque é10ment de la ligne n 
fai t pl"..rtie de la sOinme 'lui calcule chacun des p 0L3:'1ents si tuas 
à sn. gauche sur l~ ligne 11+1, chacun des p 61Gments situés à S<J. 
droite sur l~ ligne n+l et celui qui est situ~ en dessous g donc 
il Gst utilisé pour calculer k nombres do l<J. ligne n+l. 
Donc la somIne des éléments de 12. ligne n+l ost k fois plus grande 
que IG somme de ceux de l? ligne n, 

donc elle vaut kn+l. 
7) La différence entre l<J. sornr"e des coefficients k-nOi7}~Ü',UX cle r:-'~'1.g 

p~ir et la somme dos coefficients k-no;;1Îaux de r,,--1'lg im~é1ir situés 

sur la même ligne (CkO-Ck1+Ck2-Ck3+ ••• ) est égale 3 1. 
n n 2 n n. 

On l'obtient si d3ns (l+x+x + ••• + xk-l)n on prend x = -1. 
o h l h-1 h 0 h 8) Ck .Ck +Ck .Ck + ••• +Ck .Ck = Ck n m n m n m n+m 

Ceoi résulte de ce 'lue,d?l1s l'idcr..tité 
2 k-l n 2 k-l m 2 k-l n+m 

(l+x+x + ••• +x ) .(l+x+x + ••• +X ) = (l+x+x + ••• +X ) 
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h h . h' 

le coefficient de x dans le membre de gauche est ~ Ck~.Ck -~ n m 
h ~= 

et celui de xh à droite est Ck • 
n+m 

9) La somme des carrés des coefficients k-nomiaux situés sur lé'. li­

gne n est égale au cefficient k-nomial situé ê~ milieu de la li­

gne 2n. 
Pour la preuve on prend n=m=h dans la propriété 8. 

On peut trouver be~ucoup de propriétés et applications de ces coef­

ficients k-nomiaux parce qu'ils élargissent les coefficients bino­

miaux dont les applicCl,t:'ons sont connues. 

CAS 2 : k = 2p. 

La construction du t~_8..flgle de nombres d'ordre k est analogue : 

Sur la première ligne on écrit l ; on l'appelle ligne O. 

Les lignes suivnntes sont ~ppe15es ligne 1, ligne 2, etc ••• Chaque 

ligne aura 2p-l élémen~s de plus que lQ pr0c6dente ; comme 2p-l est 

un nombre impair, les Gléments de chaque ligne seront placés entre 

les éléments de la ligne pr6c5dente (à la diffcirence du cas l où ils 

se plaçaient en-dessous). 
Les éléments situ8ssurla ligne i+l s'obtienn~nt en utilis~t ceux 

de la ligne i de la f~çon suivante 

Ck~ l est égal à l' Nidi tion des p cllé:nents si tués à sa gauche sur la 
~+ 

ligne i aux p ,n.3ments situ.3s à Sr\. droite sur la ligne i. (Fig.2) . 

p,nbres p nbres 

Fig. 2 . ligne i ~r. •. -: ..• "' . 
ligne i+l 1} 

j 
Cki +l 

Exemple pour k=4 l 
1 l l l 

l 2 3 4 3 2 l 

l 3 6 10 12 12 10 6 3 1 

l 4 10 20 31 40 '!-,'} 40 31 20 10 4 l 

•••••••••• O ••• OOO.IJ.ooo.oo.oc-C'o.o.o •• o.o.o •• ooo •• oç.o.0000 ••• 000 ••• 

~-l 
D'où la propriété l' g Ck

h =~ 
n i=O 

En réunissant les propriétés l et 

Ckh- i . 
n-l 

l' : Ck
h 
n 

Ckh
- i • 

n-l 

Les autres propriétés du Cas l se conservent dans le cas 2, avec des 

preuves ~alogues. Cepend~~ d~s l~ propriété 7, on voit que la 

différence entre la somme des coefficients k-nomiêAX de rang pair 

et celle des coefficients k-nomi?ux do rRng impair situés sur la mê­

me ligne est égP.le 2. O. 



UNE CLASSE D'ENSEIBLES .tŒCUr1.SIFS 

Dêl1s cet 8.rtic~_e on construit unecla.sse d' ense'nbles 
récursifs, on établit des propriétés de ces ensembles 
et on propose des applications. Cet article élargit 
quelques résultats de (1) • 

lL1>éfi_n~.!.t.?ns, pro1)riétés. 

On appelle ense!1lbles récursifs les ensembles d ' é18ments q"i se 
construisent de manière récursive) soit T un ensemble d'éléments 
et f. pour i compris entre l et s, des opérations n.-aires ,c~d 

~ n· ~ 

que f. T ~ T. Construisons récursi vernent l' ense:llble .1 in-
~ 

clus dans T et tel que g 

(déLl) 10) certains é13ments a '.0" a de T, :l.ppartiennent à [il. 
l n 

2°) si O{. , ••• ,of". appartiennent à A, alors 
~l l 

ni 
f.(o<'. , ••• ,0<-. ) appartient à, ";= Dour tout iE 11921"00,s1. 
~ ~l lni t: J 

3°) chaque é19'I1ent de ill s'obtient en appliCj,uEtnt un nombre 
fini de fois les règles 1 0 ou 2°. 

N'ous allons démontrer plusieurs propriétés de ces ensembles 1'1, qui 
découlent de lEt façon dc~t ils o~t ét1 d~finis. 
1.' ensem'ble IiI est le repr ~sentEtnt d'une cl?.sse d'ensembles récursifs 
parce que d'mS les règles 1° et 2" 9 en particul."..risant les éléments 
3.

1
, ••• ,a

n 
' respectivement fl, ••• ,f

s 
' on obtient des ense~bles 

différent s. 

,llb.§.e.Iv..ê;tioQ, l g Pour obtenir un éléf!lont de Il,!, il faut nécessaire­
ment appliquer d'abord la règle 1. 

(déf.2) Les éléments de 111 s'appellent 61é;nents ;,I-récursifs o 

(cléL3) On appelle ordre d'un élément a de 1,1 le plus petit ne.turcl 
p;;" l qui a la propri-:ité que 8. s' obtient en :::.ppliquc=>..nt p Ïois les 
règles 1') ou 2°. 
On note fil l'ensemble qui contient tous les éL3ments d' ordre p de 
l Il t

p ,· d t ,- r 1 
:.! • es eVl en que 1\ = 1.. al'· •• ,an i' 

1Js [Uf (,:;;L' cf· 1 ~ 'r . i ., 1
1

'0 00, ~ "l' 

i =1 f.;.- l) ni 1 
\: il'· 0 ,e< in' E 

n. l 
f l'iIll. 

On soustrait }iI
l 

car il est possible que f.(a. , ••• ,a. ) 
J J l J n . 

J 

On dSmontre Clue pour k >" l on 8. ~ 

a. (j,ui 
l 
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(; {"---.-J f (cE. , •• , ~ J" Ù 
i==l (oÇl'."9di~li)(Ti~i) 1 1 1 1ni lbl 

où chaque 11 ~ i) == f (<..:.( . 1 9 ••• ,~. ) / ~. 
l l ln. 1j 

. 1 

j{- ~ , 2 9 • • • 9 n i ~ 

l (q. (k et au moins un é1 dment d. f 
~ J'-.:: 1 . ., 

Jo 
:t< 

Les ensembles i'\, , P f ;N 9 forment une p~rti tion de l' ensemble ~1. 

Théorème l : 
- - - - - - M == U ~1 9 où N~.=={1,2939' •• } 

p~ N* P 

Preuve. De 12- règle l" il résulte Ciue ;\ <;:. 1111. 

On sup)ose que cette propriété est vr;:>..ie pour des valeurs infé­

rieures i\ D. Il e~1 résulte que .1 C. ::1:, parcelque ril est obtenu 
• p - p- p 

en appliquant la règle 2° r,ux élaments de U :;1.. 
i==l 1 

Donc ( /:'1 c.. l'L rl8ci1)roquement 0 on Ct l'inclusion en sens 
-- '0- • , 

PE. W~ " 
contr·ail"0 '-'Jo! a,cco:-.è. 2.<O;.T3C l~ r0gJ_€ 3° CI 

!h~0.Eè.!!!.e_2_g L' ensemble;,I est le plus petit ensGillble 'iui ::li t les 

propriétés 1° et 2°0 
Preuve g soit rl le iJlus petit ensemble n,y?Jlt los propri .. -'.t is 1" 

et 2°. On va démontrer que cet ensemble est unique. 

Supposons qu'il existe-un autre ensemble ri' ayant les proprié­

tés 1 0 ot 2° et qui soit le plus petit. Co~~e n est le plus pe­

ti t ense:nble àyant ces pro"Pri .Hés, ct puisque R' les possède 

aussi, il en résulte que 1tCK' ~ de manière ru1alogue, il vient 

R' S 1~ : donc rl. == R'. 

Il est évident q1.1.8 .\1
1 
c: R. On .suppose 'lu.:: Mi S rl. pour l ~i <p. 

Alors (règle 3 0 ), et en ten"'.1lt compte du fait que chaque 31é­

ment de fil est obtenu en aDt)liqurmt la règle 2" ? certains élé-
p • . 

iTIents de 

i "'''' _ U !'lp '-.:::::: 
p. . 

Observation 2. Le th~orème 2 remDlace la r8g1e 3° de la définition 

récursi vë de-l'ensemble ]',1 ~,œ g ;';:;I est le plus petit ensemble satis­

faisant les propriétés 1 0 et 2 0 ". 

Thio~.!!!.e_3_g M est Itintersection de tous les ensembles de T qui sa­

tisfont aux conditions 1° et 2°. 
Preuve: soit T

12 
l~ famille de tous les ensembles de T satis-

.:r---.... 
f::üs::.nt les conditions 1 0 et 2) • Soit l == \ A • 

l a les propriétss 1° et 2° p~rce que 

1) P tau"''; r (1 2 Î l ' 
- our ~ ... <: \: 'i 9 •• • 9 n J ) ai f.. 9 parce que '\ f. A pour 

tou-:; A de "., ..t.1?o 
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2) Si c~ i , ••• ,cX
i 

E.. l , il en résulte que oc. , ... ,o<. 
1 ni 1. 1 1.n · 

appartiennent à A quel que soit il de T12 • Donc,\fi~ {1,21'"~"~ } 

f.(o<". , ••• ,«. )fA quel que soit A de T
12 

' donc 
1. 1. 1 1.n . 

1. 

fi(oCil' ••• '~i )E l pour tout i de {1,2, ... ,S}. 
ni 

Du théorème 2 il résulte que ;f( SI. 
Puisque M remplit les conditions 1° et 2G

, il en résulté que 
1;1 € T

12
, d.' où l c:.. yI. Donc ]YI = l • .... 

DSf. :) Un ensem;ble A SIest dit fermé pour 1 t opér2.tion fi ssi pour 

0<. 1' •••• ·«. 
1. 0 '1.':)1"') 

o 
on a g f. (ocr. "'l, ••• , c:/ . ) 

1. 0 1. 0 1. on . 
de il, tout 

appartient à A. 
, il) 1.

0 

(Déf. 5) Un ensemble ACT est dit fermé 111-rfcursif ssi 

1) { al ' ••• , an} SA. 
2) il est fermé par rapnort aux opérations fl, ••• ,f

s
• 

Avec ces définitions, les théorèmes préc.idents deviennent 
!hi0.Eè!!!e __ 2~ L'ensemble i'i est le plus petit ensemble ferm-3 
sif. 

~iI-récur-

!hi°.Eè!!!e_3~ 
récursifs. 

(ti est l'intersection de tous les ensembles fermés ~,! 

(Déf.6) Le système d'~léments"""o("l' •.• '~ , , m); 1 et~. €. T 
. ,",' m " ." 1. 

pour i t \1,2, ... ,m) ,constitue une descripti'on {il-récursive pour l' 
élémentoc: , sio( m = c;tt:. et que chaque ~ i (i ~ {l, 2, ••• ,m} ) satis-

fait au moins l'une des propri~t&s ~ 

1 ) oC". ~ {3., " ... , a "\. • 
1. _ n j 

2) ~. s' obti0nt 3, partir des él~(i'jer..ts l;.ui le précè3dent d?..ns le s7s-
1. 

tème en appliquant les fonctions f. , 1 (j (s , définies par la pro-
J "" 

priét8 2° de (d';f.l). 
(Ddf.7) Le nOrïlbre m de ce systGme s'",:;:.)e11e 12. longuE:ur de 13. descrip­
tion ~·1-r8cursive pour l' .âlé8ont 0< 0 
.Qb.§.e.EV2tlo~ l ~ Si l' 81é.llent 0< ?.dmet 1L'1e description A-récursive, a­
lors il admet une infinité de telles descriptions. 

En effet, si<<<l, •• o,O<I;j) est u..ne d8scription iVI-r~cursive do 

0<.,' 2.lors < al'. 00'::\ , eX '000 ,o( .' ) est C'tussi une descrip-
~ l ,'1 

h foiS. 
tion 14-récursi ve pour ~, h pouv.'Ult prendre toute vsleur de N • 

1hi0.Eè!!!e-.!~_~ L'ensernble ivI est confondu avec l' ensenble de tous les 
8121nents de T \iui ,....dmettent une d0scription tiI-c3cursive. 

Preuve ~ soit Dl' ens8:Tlhle de tous lesdl:;ments qui'1.dmettent 
une description M-r~cursive. ~ous ~llo~s d~~ontrer n~r r6curren-
ce que lvI S D pour tout p de N >( • 

1) 

Pour n = l on a gAl = fa
1
,0001'", 9 et les a. , l (j (n 9 

- l n) J" " 
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admettent comme description Iw1-récursive g <0-j
) • Ainsi 

~ ~ D.Supposons que la propri.8t8 ('st vr~ie pour les VRleurs 

inférieures à p. M est obtenu en appliquant la règle 2° ~ux 
1) 

p-l -

é16:nents ~e U M. j,,( €..:I entraîne c< L f. (oL: . 1, ••• ,0( . ) 
.. l 1. TI . 1. 1 1.~ 

1. =. i 

et 0( ij ~ Mhj pour hj <;J et 1 ~ j ~ni· 

"lais ....... i~' l ~j ~ni ' admet des descriptions l'l-r3cursives d' 

après l'!lypothèse de récurrence, sOit<{3j10 •• ,f;js. ) • 

d 

Alors<(311'~'" (> lSl' ~2l'·o. ,(3 2s2"·· '(!>n.l'o",., f3 n.s ,0<) 
t 1. 1. n 

'consti tue une description,I-récursive pour l' âlâinent 0< • 

Donc si oC"appartient à D, alors lvi ~D , càd Jil == "--.). ~1 SD. 
n ~ n 
, p ~N"""· . 

aéciproquement, soit x apparten~~t ~ D. Il arunet une descrip­

tion ~1-r8cursi ve < b
l

, o •• ,bt 
> ~vec b t 

==x • Il en résulte par 

récurrence sur IR longueur de la descri;Jtion ï1-r3cursi ve de l' 

éLJment x , que x E. 1,1. Pour t == 1 , on 2" < b
l 
') ,b

l 
== x ,et 

b l
€ {al" •• ,an1~ I1. On SUPl)oSe que tous les 0l6mé-nts y de D 

qui é\dmettent une description i'l-rècursive de longueur inférieure 

à t appRrtiennent à M. Soit x t. D, décrit par. un système do lon­

gueur t ~ <bl, ••• ,bt /, b t = x. Alors xE:..\.,c"\, ••• ,an)c::..rJ , 

ou bien x est obtenu en 'lPpliC].u?.nt la règle 2° ;>,ux él'3ments qui 

le précèdent dans l'e système ~ b
l

, ••• , b
t

_
l 

• ;;I,qis ces sléments 

~dmettent des descriptions M-récursives do longueurs inférieu­

res à t ~<bl') ,(bl ,b 2
> , ... , <bl, •• ·.,b

t
_ l ). D'~près 

l' hypothèse de récurrence, b
l 

, ••• , b t~l appartiennent à toi. 

Donc b
t 

appartient c:mssi à M. Il en résulte que ill;:: D. 

Théorème c; ~ Soient b , ••• ,b c.es éléments de T Ciui s'obtiennent à 
- - - - ~- 1 Cl 

p,""èrtir des êlG~[18nts a , ••• , a en applit.LuR.l1.t un nombre fini de foi s 
- 1 n 

les opérations f 1 ,f 2' ••• , ou f s. Alors ~<l peut ~tre djfini r8cursi ve-

ment de 1;'1, f8.çon sui v2.rlte 

1) Cert:;,ins il,;ments a ,o •• ,a ,bl, ••• ,b do T ['.p·~)arti.onnent àM. 
1 n q 

2) M ost fermé pour les ap11licstions fi ,:W8C if. \:-,290 •• ,s} ~ 

3) Chaque 8l~mont de M est obt,nu en 2pplic.l.uro.nt un nombre fini de 

fois les règles (1) ou (2) qui pr~cèdent. 

Prouve ~ 8vidonte. Comme bl, ••• ,bq 
8·PIJ,",.rtiennûnt ,3., T, et s'ob-

tiennent À. partir des éh,ments i1
1
,.o.''''n de [.'1 en 8.p~11iquMt un 

nombrE:; fini dG fois les opér?.tions f., il en r:~sul te que 
l. 
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!héo~è~e_6_~ Soient gj ? 1,< j ~ r ? des o,ér~tions nJ-~ires ? càd 
n. 

g. ~ T J ---? T , telles c.i.ue A soit ferme po,r rpvpport à ces opérA.­
J 

tions. Alors M peut être dAini récursivûm"nt de l~ façon suiV?Jlte 
1) Cert2.ins 61·jments :"'v1'0o.,a de T 3.pp.:œtiennent à Iil. 
2) M est ferm0 pour les opSrantions fi ,i'-~1,2, ••• ,s) et 

gj , jE {1,2p • .,r J . 
3)- Ch::tÇLue élément de M est obtenu en e.ppliquNlt un nombre fini d0 

fois les règles prGcedentes. 
Prc:uve facile : cOin,ne ?I est fermé pour les op8r?tions G. (~vec 

J 
jt{1,2,.oo,r} ), on a , quels que soientc-<o , ••• ,r:::.<. de 

;}1 ,a-". 
M, g.(oé. , ••• ,~. )(J1pour tout j E-{1,2, ••• ,r)0 J 

J J-1 a-n . 
- • 6 - J Les theoremes 5 et entra~nent g 

!h.io~è~e_1_g L'ensemble ;,1 peut être défini récursivement cle 1"", f:,',çon 
sui v2.I1te ~ 

1) Cert"üns éléments al, ••• ,::l.n,blPOo,bq de T 3T.martiennent ?".'1. 

2)?~ est fermé pour les opérations fi (i(\:-,2? •• ,s) et pour 

les op';;rA.tions g j (j (.10,2, 00. ,r}) définies préc2derunent. 

3) Chaque ';ldment de liT est défini en appliqu::>"'1.t UIl nombre fini de 
fois les 2 règles pricédentes. 

Déf .8) l' opc~r'1.tion f. conserve la propriaté P ssi quels que soient 
~ 

les éL~mentso<'. , ••• , /' 
. ~1 ~n [wn.,'1t la propriété P? f. (c<. , •.. ,cf. ) 

~ ~1. Hl 

a la pro-;;riété P. 
Th80rème 8 g Si a , •••• e. ------ l 'n 

i 

ont l~ propriSté P, et si les fonctions 

f 1'.0. ,f s conservent cette pro,ri.Jt.;;, '"Llors tous les <512.'l3nts de )[ 

ont la pro,ridt~ P. 

i 

rreuve g 1<1 = L-) li1" • Les ·a:~'ments de ,il, ont l~ proryri 5t6 P. 
p€.Nlf i-' .L 

SUDPosons que les Gl-::r1cnts de ilI. pour i < pont 12, propriété P • . - ~ 

Alors les éli.nents do?<l l t ont aussi pé1.rce que ~,I s'obtient en 
p ~ 

é1.p2tiquênt les opéré'tions f 1 1 ' •• 1 f s ~ux éléments de g 

U :'1. 1 818.ne~1ts 'lui ont 18, propriét, P. Donc 1 quel que qoit 
i=l ~ p de N ,les éléments de M ont lB propri;t5 ? • 

. Donc tous les éL:>nents ele :I l'ont • 
Tl 

.Q.o!!.si~e!!.ce -*' g Soit le!' propriét5 P g "x peut être représenté sous 
la forme FTx} "0 
Si a

1
, ••• ,8. :::>euvent être reprssentés sous la forme 1-1(8.

1
),.,., ros­

n 
pectivemont F(a) , et si 

n 
f 1 5 ••• ,f s conservent la pro:pri §t ,] P, '1.1ors 

tout 61ément 0< de M peut être ro:)r0senté sous l'è for.'18 F(<<'). 

1{em g on peut trouver encore :1 t .... utres rl.:'f o:iqui vCl12ntes de [.I. 
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2 - APPLIOATIONS , EXE:i?LES • 

Dans les applications, certaines notions gin2r2.1es comme g élô­
ment il-récursif, description ,I-r8cursive, ensemble fermé A-récursif 
seront remplacds par l~s attributs ci1.ractéris'Ult l'ensemble J. Par 
exemple dans la théorie des fonctions recursives, on trouve des no­
tions com~e g fonctions primitives récursives, description primiti­
ve récursive, ensenble fermé primitivement récursif. Dans ce cas ";,pl 
a ét~ remplacé par l ' attribut "primitif" qui caract/;rise cette clas­
se de fonctions, mais il peut être rempl3.c8 par les attributs "g5né­
raI", "part iel" • 

En particularisant les rogles P et 2c de la dM.l , on obtient 
plusieurs ensembles intéressants g 

Exemple l ~ (voir [2} ,pages 120-122, problème 7.97). 

Exem~le 2 g L'ensemble des termes d'une suite définie par une 
relation de rGcurrence constitue un ense,nble récursif 0 

Soit la suite 3. k = f(a ,a l,· •• ,a k 1) ,pour tout n de N* 
n+' n n+ n+ -

avec a. = a~ ,1 ~i ./ k • On va construire récursivement l'ensem-
l l ,,'='" 

ble A - fa J li- et on va définir en mê'11e temns la position - m m(.N 
d'un 61ément dans l'ensemble A 

p) al'.'.'~ appartiennent à A, et chaque ai (1 ~i ~k) occupe 

la position i dans l' ensc,nble A ; 
2°) sia ,a l" •• ,a k l appartiennent ?i A , et ch:>,que a. , pour 

n n+. n+ - 'J 
n (. j /' n+k-l , occupe la position j dans l'ensemble A , 2.1ors 
f( ' ~ )., l a ,a l, ••• ,a k l anlJ3.rtlent a A et occupe a position n+k n n+ n+ - ~ 

dans l'ensemble A. 
y,) chaque él.5ment de B s'obtient en appliqu -mt un nombre fini de 

fois les règles 1 0 OV 2c • 

{ 
12 p) . 

Exemple 3 g Soit G = . e,a ,a , ... ,a .Jun groupe cyclHjue en-
gendré par l'élément a. Alors (G, .) peut être dSfini récursivement 
de la façon suivante 

1°) a appartient à G. 
2~) si b et c appartiennent à G alors b.c appqrtie~n8nt à Go 
3~) chê,que élément de G est obtenu en appliqu2nt un nombre fini de 

fois les règles l ou 2. 

Exemple 4 g Ohaque ensemble fini ML = {xl,x2? •• 9x \ peut ê-
tre dGfini récursivement ("'vec M1 c:: T) g n ) 

1°) Les ,;1 ;,nents x , 00. ,x de T aP1JRrtiennent à1L. 
2') l n 

Si a appartient à M1 9 2.1ors f(a) api.J:::,rtient à !'f1, Où f;T ~ T 
telle que f(x) = x ; 

3 C') Chaque 61ément de 1>1:L est obtenu en 8,;ppliCiU'll1t un nombre fini 
de fois les règles lü ou 2°0 

. .> 

Exemple 5 ~ Soit 1 un espace vectoriel sur le corys commut",tif K 
et {xl' ••• ,xm } une base de 10 Alors 1 yeut être d8fini récursivement 

de la façon suivante 
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1°) xl, ••• ,x
m 

appartiennent à L 

2°) si x~ y appartiennent à L et si a appartient à K~ ;-'.lors 
x ~ y apJ";artient à L et a ~ x nppartient i:1 L. 

3°)· chaque 01-3ment de 1. est obtenu r0cursivement en appliquéLl1t un 
nombi-e fini de fois les règles 1° ou 2°. 
(Les ·lois JL et ~'sont respectivement les lois interne et externe 
de l'espace vectoriel L). 

Exemple 6 ~ Soient X un A-module, et ï.l C. X (M -1 ~), 8.,vec 
M = {xi) i ~ l • Le sous-module engendr0 par r.f est ~ ~ 

<M) ={x(.X 1 x = alxl + ••• + anxn ' ai E..A~ xi ~ M, i~{:1.~7n) 
peut être d3fini récursivement de la façon sui vantè ~ . 

1°) pour tout i de{17 2, ••• ,nJ ' xit(M) ; 

2°) si x et y appartiennent à < M) et a appartient à A , 2.1ors 
x + y appnrtient à < M> ' et ax aussi; 

3°) chaque ,:}L3ment de < M> est obtenu en appliquant un nombre fi­
ni de fois les règles le ou 2". 

En accord avec le par8_gre.phe 1 d, cet 'l,rticle, < i~) est le plus pe­
tit sous-ensemble de X vérifiant les conditions 1° et 2°, c'est-à-di­
re que < M > est le plus petit sous-module de X incluant 14. < M"> 
est aussi l'intersection de tous les sous-ensemebles de X v5rifiant 
les conditions 1° et 2°, c'est-à-dire que < liI) est l'intersection 
de tous les sous-modules de X qui contiennent M. On rûtrouve ainsi 
directement quelÇtues rjsul t2ts cl"l.ssiques d' ::tlcèbre. 
On peut aussi p~rler de sous-groupes ou d'idoal engendré par un ensem­
ble : on obtient· ainsi quelques :'!.pplications import31ltesen 3.lgèbre. 

Exemple 7 ~ On obtient aussi comme npplic:=l.tion la th60rie des 
langages formels, p3.rce que, comme on le sait, chnque langage régu­
lier (linéaire à c1roi te) est un ensemble r,jgulier et rGcip!'oquement. 
Mais un ensemble régulier sur un alph2.bet ~ = {al' ••• ' an} peut 

être défini r3cursivement del~ façon suiv?nte ~ . 
1°) ~ ,tf l,\}\) , ... ,{an ). appartiennent 2, ri. 

2°) si P et Q. :=l.ppartiennent ~ ri, rüors P VQ, PQ, et p
3E 

app •. à R , 
avec P V Q = -(xl x ,P ou x ~ Q '\. ; PQ = {xy 1 x ~ P et y ~ Q}, et 

3E ,00, n n J . 0 
P = ~O P avec P P.P ••• P et~ par convent~on, P = re }. n= ,J ,~ .... 

n fois 
3°) itien d'n.utre n'ap:;JJ.rtiGnt à R que ce qui est obtenu à l'aide 

de ID ou de 2°. 
D'où plusieurs propri~tGs de cette cl-',sse de langnges avec applica­
tions aux langnges de progr31nm'ltion. 

Bi bliographie; 

C.P.Popovici,L.Livovschi,HoGeorgescu,N.rànd~reanu - "GUrs de 
bazele informaticii (f~~c}ii booleene ~i circuite combina~ion~­
le)" ,Tipogrn.fin. Universi ta~ii din Bucarest, 1976. 
F. Smar::mdache - "Problèmes 2_vec. et s8.1ls ••• problèmes !" - Somi­
press, Fès (Maroc), 1983. 
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SUR QUEL~UES PROGRESSIONS 

Do.ns cet article on construit des ensembles qui ont 10. propri­
GtS suivemte ~ Cluel que soit leur po.rtnge en (Leux sous-enscm­
~~es, au moins l'un de ces sous-ensembles contient au moins 
trois éléments en progression arithmétique (ou bien géométri­
que). 

Lemme l ~ L'ensemble des nombres naturels ne peut pas être pé1rt~é 
en deux sous-ensembles ne contenant ni l'wi ni l'autre 3 nombres 
en progression ~rithm6tique. 

Sup:;Josons le contro.ire? et soient Ml et i'i1
2 

les deux sous-en-

sembles. Soit k El'I • 
l 

a) Si k+l E Iill' Rlors k-l ct k+2 sœlt 1&'1s rI
2

, sinon on pour-

rait construire une progression ~rithmétique dems Ml. Pour la 

même raison, )misClUC k-l et k+2 sont dcms bI
2

, 2,lors k-4 et 

k:+5 sont dans '\1 Donc 0 
1, 1. 0 

: k+l et k+5 s::mt dons M 
l 

donc k+3 est dMS M2 1 
k-4 et k sont d?.Jls M donc k+l~ est d:ms Mt j '\ 

on a obtenu que b1
2 

contient k+2, k+3 ct kt4, co qui est con­
traire à l'hypothese • 

. b) si k+l~ M alors k+lf. M • ;ill:"lysons l' olément k-l. 
Si k-l Ë Ml ; on est d811S fe C8.S (;-1.) o'l deux ,.51 Jme:iJ.t s consé-

cutifs appartiennent P.,u même ensemble. 
Sik-l (. ~,I2' Alors, puisque k-l et k+l sont d3JlS M

2
, il en 

r-'::sul te que k-3 et k+3.~ I1~, donc ~ NI- il::ds on obtient l['~ 

progression D.ri thmétique k-3, k, k+3 dans nI' contrn.cliction. 

Lemme 2 : Si on met à part un nombre fini de termes de l'ensèmble 
des entiers nê..turels, l'ensc',ble obtenu gard.o encore 10. ~')ropri;:;té 
du lenlme 1-

D~s le lemme l, le choix de k ~tC'"i t o.rbi tro.ire, et pcmr eho.-
que k on obtenait, au moins dons l'un clos ensembles NI ou 1>12 , 
un triplet d'éléments en progression aritrunJtique g done au 
moins un d0 ces Jeux ensembles contient une infinité de tels 
triplots. 
Si on met à part un nomhre fini de n2turels, on met ",ussi à 
pD.rt un nombre fini cle triplets on progression o.ri thmétique. 
",lais l'un 2.U moins des c16ux ensembles j'iIl ou iiI2 cons0rvera un 

nombre infini cle triplets en ,.ragression ~ri t:hinStiquce 

Lomme 3 g Si il'.'.' i s cout clos n",turels O:'l. progression'èri t:hi"'1:Sti­
que, 
et si 3

1
,3.

2
'.,0. est unE; progression ?,ritr.ll'TIGtique (respective-

ment géométrique), ~lors 0. , ••• ,0., est aussi une progr0ssion ~-
l l 

rithm6tique (respectivGmentlGéom~trfque). 
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Dümonstr~tion ~ pour chGque j on ~ g 2i. = i. l + i. l 
J J- J+ 

a) Si ~1'~2' •• ' est une progression arithmétique de r~ison r~ 

2~. = 2 (~l+(i.-l)r) = (a +(i. -l)r) + (a1+(i. l~l)r) 
L J 1 J-l . J+ 

J G. + Q,~ 
1. j _1 1. j +1 

~~e ~rogression géométrique de raison r 
2 2i -2 i -1 i-l 

é'...r j = (~.r j-l ).(é'"Or j+l ). 

b) Si al,a29~" est 
2 1..-1 2 

(a. ) = (P •• r J ) 
1.. 

J 
é',i j _

l
" "\j+l 

Théorème l g N'importe la m~i8re dont on partage l'ensemble des 
termes cl' une progression 2.ri thm6ti~ue ( respectivement géométrique) 
en 2 sous-ensembles g d~s l'un au moins de ces sous-ensembles il 
y ~ura au moins 3 termes en progression ['.ri th'Tlétique (respective­
ment g60métrique). 

Démonstration g D'~près le lemme 3, il suf~it d'étudier le 
partage de l'ensemble des indices des termes cle l=. progres­
sion en 2 sous-ensembles, et d'analyser l'existence (ou non) 
d' 8-U moins 3 indices en progression ari thm.§tique dans l' ~"l. de 
ces sous-ensembles. 
lIais l'ensemble des indices des termes de 1::,. progression est 
l'ensemble des nombres n=.turels, et on a dSmontré au lemme l 
qu'il ne peut pas être p~âgé en 2 sous-ensembles sans qu'il 
y '1i t :lU moins 3 nombres en progression 1.ri thmütique dClns l'un 
de ces sous-ensembles : le théorème est démontr6. 

Théorème 2 g Un ensemble A gui contient une progression arith:néti­
que (respectivement g6onütrique) infinie, non constC'.nte, conserve 
le. propri 6t G cl_u thuorème 1. 

En effet, cela d5coule directement du fdt que tout pC'.rt~e 
de r<I im~)lique le p"'.rtc;.ge des termes ~e 1"'.. progression. 

Applic3.tion g"",ruelle que soit 1'1 f3çon dont onpm"t2.go l'ensemble 

A { l m 2m 3ill 
\. ( ,) 2 bl l' cl = ""0') ,fi €.tt en sous-ensem es, au moins un cee 

ces sous-ensenbles contÏ<:mt 3 termes en progression g;Joffi8trique. 
(G6n5r'llisation du probl:3ûc o~ 255 do lCl "Go,zetC'. I.1ate!l1Cltica", 
Buc2.rest, nOlO/198-1, p.I~OO). 
kt solution r.0sul te naturellement du th(orome 2, si on re!TI::',r-

, ( :11)n que ~uo A contient l~ progression GCo~. ~ = 2 
n 

, (n f N*) . 

De plus on peut cL5.nontrer Clue dans l'un :lU :i1oins clE:S sous-ensembles 
il y :). ~'1e infini tG dè triplets en )rogressio:n g,]o'njtrique, :p3.rce 
que A contient uno infinit5 de proéSrcssiol1s guom5triques diff~ren-

tes 
(èl) (m)n ~ Cl
n

' = p avec :: premier et n EN, 2.ux~uolles on peut 

:lp~)liquer IGS thuorèmGs l et 2. 
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SUR Ltl. RESOLUTION DANS L'ENSEtŒLE DES N'ATUREU> 
DES EQUATIONS LINEAIRES 

L'utilité dû cet article est qu'il ét~blit si le nombre des 
solutions n~turelles d'une équ~tion linéaire est limité ou 
non. On expose aussi une méthode de résolution en nombres 
entïers de l'équation 2, x - b Y ::; C ('lui représente une gé­
néralisation des lemmes l et 2 de [4J ), un exemple de 
r3so1ution d'équation à 3 inconnues, et quelques considéra­
tions sur la résolution en nombres entiers naturels des é­
quations à n inconnues. 

Soit 11 équation 
n 

(1) > a. X . 
i::;l 1. 1. 

avec tous les a ,b dans Z, a. ! 0, et 
(a ,..., a )::;d. i 1. 

::; b 

1 n 
Lemme l : L'équation (1) admet au moins une solution dans l'ensem­
ble des entiers, si d divise b. 

Ce,résultat est classique. 

Dans (1), on ne nuit pas à la gén6ralité en preant (al, ••• ,a ) ::; l, 
. n 

parce que dans le cas où d ~ l on divise l'Gquation par ce nombre 
si la division n'est pétS entière, alors l'équation n'admet pas de 
solutions naturelles. 

Il est évident que chaque équ1'1.tion lino'lire homogène admet des so­
lutions dans N : au moins la solution banale ! 

PROPRIETES SUR LE NO,4BRE DE SOLUTIOnS NATUrtELLES D'UNE 
EQUATION LINEAIrlE GENERALE. 

On va introduire la notion suivante : 

]éf.1: L'équation (1) a des varirrtions de signe s'il y a au moins 
deux coefficients a., a. avec Ir i, j ,( n, tels que a .• Cl.. < 0 

l. J ~. 1. J 
Lemme 2 : Une équation (1) qui a des variations de signe admet une 
infinité de solutions naturelles (généralisation du lemme 1 de (4] ). 

Preuve ~ De l' hypothèse du le,n:ne rGsul te que 11 équCltion a 
~ termes positifs non nuls, l ,( h~ n , et k = n-h termes 
négatifs non nuls. On a l ~ k ,<. n. On suppose que les h pre­
miers termes sont positifs et les k suivants négatifs. 
On peut alors écrire g 

h n 
'> atxt - > a'.x. = b où ?JI. = - a

J
.) O. 

t=l j=h+l J J 
Soit 0 (M = [al, ••• -,an ) et Ci ::; 1 [;f/ail ' if {,1,2, ••• ,n) 
Soi t aussi 0 (P = (h,k] , et hl P/h et k

l 
P/k. 

Prenp.nt {Xt hl ct·z + xt l ,< t ,( h ) 
x. k c .• z + XCI. , h+l ,< j ,( n 

où • p, z J~ ~~H [~:!J [:~cJ 1+ 1 , 

'-



ct x? , if.. fJ.,2,ooqn-.J',une solution ;;articulière entière (qui 
1 ~ , 

existe d'après le lemme 1), on obtient une'infinit6 de solu­
tions clr-ms l' onseable des n2.turels pour l' 3quation (1). 

Lemme 3 g "') Une .§quation (1) qui n' [', p,""s de vélriation de signe r'L 

au maximum un nombre li~i té de solutions n".turelles. 
b) Dans ce cas, liour b 1= 0, constant, l'équation a le nombre maximum 
de solutions si et seulememt si a. = l pour i~ ~l? 2, ••• ,n} . 

Preuve (voiX- 2,us8i [6]). 1 
<:1) On considère tous les 2... > ° (cbns le C:',8 contr::üre, :rlul­
tiplier l'5qu~tion ~o.r -l)~ 

Si b (0, il est ~vident que l' 5qu:'ètion n' 0. :"'mcune solution 
(d2.ns lIT). 

Si b = U, 
Si ô) 0 , 

l'5ql:'ot5,0l1 :o;.lsct seule:il8nt L~ solut~_on 1J"'n~le. 

alors chaque inconnue x. prend des v~leurs entiè-
1 

res positives cOi;';l)rises entre ° s-: Ô/2' , cl. (fini), et 
l 1 

pns n6cess~iremont toutes ces valeurs. Donc le nombre m~mlli~ 
Je solutions est inf;rieur ou '~G'3,l ,., 0 

n 
fT (l+d.) 
i=l 1 n 

b) Pour ô 1= 0, constant, ~ (l+~_) est m~ximllin ssi les d. 
i=l 1 1 

sont maximums, c?d ssi ::ti=l pour tout i de {1,2, ... ,nj. 
Théorème l g, L'équrttion (1) "'Jlmet une infini té de solutions naturel­
les si et seule,nent si ello r', des v'.',rie,tions cIe si~lle. 

Ceci r~sulte n;;.turellement de ce qui )r:jcè:ie. 

M~thode le r5s01ution. 
Th00;è;e-2-g-S;it ï'7l.luat~J>n 2, coefficients entiers ax - by = c, 
o~ aet b > ° et (o.;b) = 1. Alors la 'solution ~jn~rale en nombres 
n2,turels de cette équation est g 

{
X = bk + Xo - ( ) t l t' . l ' - t .• _ k ou Xo ,y 0 es une so u 10n part1cu 1ere en 1ere 
y - a +yo de l'.:iquntion, 

et k~m2.x {[-xo/ô];; [-Yo/<:1J}+l est un paré:UllGtre entier 
(gén::-rO-lis::.tion du lem:"e 2 de (4) ). 

Preuve. Il r.3sulte Ce [1] que l'" solution g8n6rO-lc entière 

, ' t . t {X = bk + Xo . ( ) t l t' de l cqun. 10n es _ ou. x(, ~yo es. une so u 10n 
. y-ak+yo 
p:::rticulière entière cle l' squO-tion et k t Z. PuisClue x et y 
sont des entiers naturels ? il nous f~ut imposor des condi tion's 
f" k, d'où l', suite du théorème. 

SYSTKfATISONS ! Pour r:;sou:~re dans l' ensèmb12 des nr,turels une 8qua~ 
tion lin0airü à n inconnues on utilise les rosult0ts ant0rieurs de l~ 
façon suiv~nte ; 

a) Si l' 0qu::.tion n' ('1. ::;'lS de v:'..ri~\tion 'le ~:;ip';1e~ cc..,.,:r;e elle '1 un nof.1-
bre limit.5 cle solutions nnturelles, 10- r6so1ution ûst f::1ite p:J,r 5-
preuves (voir '-',u8si (.5 j ). 

b) Si elle r, des v9,riations dû siéç-1e 8t que b divisiiJle ~ar d, ;",­
lors elle C',dmet une infini t6 de solutions naturelles. Cn cl;)teMline 
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d'abord s~ solution génér~le entière (voir (2), l5j ): 
n-l 

X. 
1. 

LoC . . k. +fl.. 
. l ~J J \- J. 
J= 

,1 .$. i ~ n, où tous leso( . . 'I?.. t Z 
1.J 1'" 1. 

et les k. sont des par3ffiètres entiers. 
J 

En appliquant 1:1 restriction xi >/ ° pour tout i de {l, 2, 0.0 ,n }, 

on détermine les conditions qui doivent ~tre réa1is0es par les 
par3mètres entiers kj pour tout j de {1,2, ••• ,n-l} • (c) 

Le cas n = 2 et n = 3 peut être tr~ité p~r cette m0thode, mais 
quand n augmente, les condi ti"ons (c) deviennent de plus on plus 
difficiles ~ trouver. 

~x~m.2.1~ g liésoudre dans II l' equ:1tion 3x - 7Y + 2z = -18. 
Sol. g cL::ns Z on obtient 111 sol'.itiol1 eén5rale entière 

{

: : :~ + 2 k
2 

~vec k
1 

etk
2 

dans Z. 

z = 2 k1 + 7 k2 - 9 
Les conditions (c) r<:3sultGnt :les inégali_tés x),O, Y/tO , 
z/" O. Il 8:1. r~f'ul te le1)/ 0) et é\-J.ssi k 2 )/ L -kl/2 ] + l et 

k 2 ~ ~9-2kl)/7} + l , C~Gst-È>.,-dire k 2?/ ((2-2kl )/7] + 2. 

Avec ces conditions sur k
l 

ct k
2

, on a la solution gènd­

raIe en nombres naturels de l' 5quation. 
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SUR LA. BESOLUTION DI E~Ul\r,:IOJJS DU SECOND DEGl1E 
A DEUX INCŒJ ,TUES mum z 

2 2 
Propriété l g LI équation x -y = C 8>dmet des solutions onti0ros si 
et seultr:!cnt si C appartient à 4Z ou est i'Tl;J::ür. 

Pre~ve : l'é~uation (x-y)(x+y) = C ~d~et des solutions dans Z 
ssi il existe Cl et c 2 de Z tels ~uo x-y Cl x+y = C

2 
1 et 

c
l

+c
2

· c
2
-c

l 
c

l
c

2 
= C • D'où x = 2 et y.= 2 • liiais x et y sont dES 

entiers ssi Cl +c
2 
~ 2Z ~ c

2
-c

l 
(. 2Z ~ c' 8st-à-dire g 

1) ou bien Cl et c
2 

sont impairs, d'où C iElpnir (€t réc:ipro­
quernent) • 

2) ou bien Cl et c
2 

sont pairs, d'où C {, 4Z • rt8ci,rx1.uenent, 

si C E. 4Z, alors on peut d3com:)Qser C en deux facteurs Cl et c 2 
,airs, et tels que c

l
c

2 
= c. 

Remarque l ~ 

L2. pronri ét 8 l ost vr,üe p.ussi pour 1'1- r3so1ution dans N, ptlisqu' on 
neut sup1joser c ~O (dans le cas contr>:;ire, on '11ul tiplie l' 6~u8,tion 
par (-1)), et on prend c2hcl)' 0, d'où x>/O et y) O. 

P . 't' 2 L" t . 2 d 2 2 ( - d ' ... l , roprl2 e g equ'è lon x - y = c \ou n es" prtS un carre par-
fait), ?_d:net une infini t§ de solutions d'IDS lY • 

Preuve g soient x = ck
l

, k
l 

E. i'y et y = ck
2 

' k
2 

EN, Cf :N. 

>2 2 
Il en résulte Que ~l - dk

2 
= l , oi l'on reconnaît l'équ'ltion 

de Pell-Fermqt, qui c:Hi"'1et une infini t::i de solutions dans J , 
(u ,v ) •. t..lors x =cu , y=cv cOl:sti tueC'.t une infini tj üe solu-

n n n n n n 
tions naturelles de notre é<lu~tion. 

?ro;Jristé 3 ; L' éq'~ation ax
2

_by2 = c U= 0) où Rb = k
2 

(k f. Z), ad-
met un nO'11brc fini do solutions n;:>.turelles. 

?reuve : on peut consid~rtr a,b,c comae des nombres positifs x 
dqns le C2S rontr:oire, on mul tipJ.:i. e i3veutuellenent l'équation 
par (-1) et on chônge le no" des v2.ri~bles. Multiplions l'é­
quation par il, on "ur', ~ 

z2_-t;2 = cl ::osec Z = :,x ~_ N ~ t = ky E. N et d = RC') O. (1) 
On r2sout co,n~ne ,12"ns la propl~i ét ,j l, ce qui donne z et t • lais 
dqns (1) on a un no~bre fini de solutions nQturelles~ ~arce qu' 
il existe un nombre fini de diviseurs entiers ::Jour un nombre de 
N~. Conme les couples (z,t) sont 6n nombre limit6~ bien sar 
les couples (z/a,t/k) éussi, ~insi ~uc les couples (x,y). 
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222 
Propriété 4 g Si ax -by = c, où ab f k (k ~ Z), ~~et une solution 
particulière non tri vi~le dans ~, alors elle R,dmet lL'1.e infini té de 
solutions dans N. 

Preuve g on pose(2)g {Xn = xoun+bYovn 
Yn = Youn+axovn 

(n ~ N) 

où (xo,Yo) est la solution particulière naturelle pour l'6qua­
tion initiale, et (u ,v) N est la solution génsrale naturel-

n n n (: L 2 2 
le pour l'équation g u -abv = l , no~mée la r~solv~-
te Pell, qui admet une infinité de solutions. 

Alors ax2_by2 (ax~_by~)(u2_abv2) = c. 
n n n n 

Donc (2) vérifie l' -;qu2,tion initiale. 
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CONVERGEI'lCE D'UNE FAÎiIILLE DE SE.i:UES 

De,ns cet article, on constrtü tune fé'lDille d'expressions E (n) 0 

Pour chaque élément E(n) de [ (n), la convergence ,de. la séerie > ECn) pourra être d0cidée d' apr~s les théorèmes de l' arti-' 
n=nE cIe. L'article donne aussi des applicàtions. 

(1) Préliminaire • 

Pour rendre l! expression ;)lus 2.is5e, !1nU3 'J.tiliserons les fonctions 
r3cursives. Quelques notations et notions serOnt introduites pour 
simplifier et réduire la r:p .. tière c,e cet article • 

. .. 
(2) Définitinns ~ lemmes. 

Nous construisons récursi vernent une famille cP expressions '[ Cn) 0 

Pour chaque expression E(n) ~ é. (n) 3 le d.egré de l'expression 
est défini r§cursivement et noté dOE(n) 3 et son coefficient domi­
nant est notf c(E(n». 

10 
r 

Si a est une constPnte r0ello, ['.lors ftE C (n) 0 

dO~ = ° et c(a) = ~. 
L' entier ~}osi tif n ~ [ (n). 20 
dOn ~'l et c(n) =1. r 

Si El (n) et E
2

(n) 8-p,;rcrtiennent 2'-.. L. (n), avec dOE
l 

(n) =r
l 

et 

dOE
2

(n) = r 2 ' c(El (n» = al E:t c(E
2

(n» ='-.2 ' alors g 

a) El (n)E2(n) r:. [(n) ; de' (El (n)Ez h» = rI +r 2 ~ C(El (n)E2 (n» 

vaut al 2"2· 

b) si E2 (n) f ° 
1 El (n) ) 

dO \ E
2

(n) 
c) Si 

alors 
2.

1 

et 

0( est un réel constant et si l'opération utilisée a vn se~s 

(El (n» ~ (pr. tt. n ~N , n)., n
El

) 'èlors (El (n) rx ~ [(n) , 

( () )0< ) (' \ )c.( ) .... c/ 
dO (E i n = r l 0( , c (El ~n) C = al 0 + 

d) Si r
l 

f r
2 

' alors El (n):!: E
2

(n)€ C (n), dO(E
l 

(n)-E
2

(n» est le 

max de r
l 

et r
2 

' et C(E
l

(n):::E
2

(n» = ""'15 respectivement a
2

, 

suivant que le degré est r
l 

ou r 20 

e) si r l = r 2 et al +a
2 

1= 0, alors El (n)+E
2 

(n)E [. (n) 

dO(E
l

(n)+E
2

(n» = r
l 

et c(E
l

(n)+E
2

(n» = 8.
1

+8.
2

0 

f) Si r
l 

= r
2 

et a
1
-22 f 0, alors El (n)-E 2(n)E [Cn) 

dO (El (n)-E
2

(n» = r
l 

e-: c(E
l 

(n)-E2 (n)) =.8-1-8-20 
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4. Toute expression obtenue par application un nombre fini de 
fois du pas 3 appartient à é (n). 

l'lote 1. De la d3fini tian de [(n) il résulte que , si 
ECn) f., éCn) , ~Üors c(E(n» -f ° et que 
c(E(n) = ° si et seulement si ECn) ~ O. 

Lemme 1. Si E(n) E.. E(n) ct c(E(n») ') 0, alors il existe ni f. N, 
tel que pour tout n) n' ,E(n) > O. 

Preuve g soit c(E(n) = al") 0 et dO (E(n» = r. 

Si r) 0, p~ors limite E(n) limite n
r ~ 

n~OO n.....,cc n 

= limite 3.
1

n
r 

=+CP, donc il existe n' f N tel que, qqst n).., n' n.-.oC ., 
on ait E(n»O. l 
Si r< 0, alors lA~i~ ECn) 

-r 
l ··t n l l' . t -r 
~m~ e -:;;;r-:TE = -- ~ml e, n = ;- 00, 
n.., 00 ~ al n-t,c:P .' , 

n r 

donc il existe n'E. l'i, tel que p~ourtout n~ n' 

ou encore E(n»> O. 
Si r = 0, ~lors ou bien ECn) est une constante 

El(n) 
ou bien E (n) = E(n) , avec 

2 

réelle positive, 

dOE1(n) = èOE (n) = r
l 

-f 0, et 
. FEl(n»)2 c(El (n)) 

d'après ce que nous venons de vOlr, C\Ë
2

(n) = c(E
2
(n)) 

= c(E(n)) > O. Alors ~ 
3E ou bien C(El (n))> ° et c(E

2 
(n))) ° ~ il en r~sulte 

il existe nEl ~ N, V nE- N et n)/nEl ' El(n)) ° ~t ~> 
il existe~2 ~ N,~· n~ N" et n)/ ~2 ' E2(n) > ° J 

. . ~', ' . El (n) 
II euste ~=max(~l ,nE2) ~ 1~ ,~n ~.~, n~~, E(n) E. (n) ) O. 

3E ou bien c(El (n») < ° et c(E
2 

(n) < ° et alors 2 
, ',' El (n), -El (n) . 

E(n) = E (n) = -E (n) , ce qUl nous rQnène au c~s précédent. 
2 2 

Lemme 2. Si E(n)e [en) et c(E(n)) (0, alors il existe n' f N , tel 
que ql~st n > n' ,ECn) < O. 

Preuve g l'expression -E(n)~L 18-
d'après la définition récursive. 
il existe n' ~N, ~n E. N, n~n' , 

propriété que cC-E(n»)) ° , 
D'après le lemme 1 g 

-E(n» ° , c'est-à.-dire 
+E(n) < ° , cqfd. 

Note 2. Pour prouver le th§orème suiv~~t, nous supposons connu le 
critère de convergè'nce des séries et certa.ines -propriét és de ces 
derrnières. 

(3) Théorème de convergence et applications. 

Th30rème g soit E(n)€ c:(n) avec dOE(n) = r et soit les séries 

2::. ECn) ,ECn);/:. O. Alors g 

n>tne. 



A) si r < -1 1::. série ost ",bsolullent convergente 0 

B) si r~-l elle est di v0rgente où B(n) a un sens Jd- n ~nE 9 n, No 
Preuve ~ d'après los le,-:lrnes l et 2, et parce que g 

lB série L E(n) converge <. ~ la série -~ E(n) conver-
n~nE 

~ 
ge 1 nous pouvons consid,.;rer Ipo s0rie L- E(n) comme une série 

Po ter!iles positifs. :ious 

n~nE 

allons ~)rouver que 1'" sirie ~E(n) 
" n~nE 

série L- _1_ • Ap'iliquons le second. 
n~l n-r 

critère .de comp~raison : 

B(n) 
limite 1 n,cP 

n-1' 

= li "'lite E~.n) = c(B(n)) 1= ± en. DI après ID note 1 
n~oo n 

si E(n)$. 0 ,:"lors c(E(n) f 0 et d.onc 
r. >" 1 même n~\ture que 1 ". se:-:,~e -- --

~ 
12, série L­

n~E 
c'est-à-dire 

. n~l n-r 
A) si r < -1 1 'llors la série est convergente 9 

B(n) a la 

B) si r> -ly alors 1",. s-irie est divergente. 
Pour r <-1 9 lé'.. série est :::,bsolulnent convergente 
s ~rie ~, termes ')0 si tifs 0 

Cé1.r c'est une 

Ap-JlicP.tions : On peut e::1 tromre:r- beaueoup 0 En voici que1ques-1Hles 
intéress'1lltes : 
Si P Cl (n) , Il·

s 
(n) sont cles ~olynàmes en 

P 0 (n) et l1.s (n) é'..]):;Jartiennent ;:, [ (n) 

l. L ~/Pq(n) (COllvorgent 9 si 

P). ~ . h / R (iiT est '\ di verGent 9 si 
n-nph~ s \: 

n Je degré <:J , S y et CJue 

s/h q/k> 1 
1 qjk ~l sjh 

2
0 ~ 1 {:onve r gent 1 si 
:1L.- est 

n. (n) ,d.i.vergent y si 
n~nn. s "-

s) l 

s /1 
-\' 

.::::::- 2 .'-- 3~ 
1 ,. L' Vn+l .\, n-7 +2 
~ S3r~e 

n~2 \(4 - 17 
est d.ivergente p-:>.rce que Exemple 

l _( 1/2+1/3) < 1 , et si on pppe 
5 série y E(n) 71,):;>'"'.rtie::.t,_ é(n 

le E(n) chaque quotient de cette 
et ". UXl sens 'Jour n ~ 20 
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DES FANTAISIES IvIAT"".t:fEMATIQUES 

Trouvez une Illogique" aux énoncés suivants 

(1) 
(2) 
(3) 
(4 ) 

(5) 

4 - 5~ 5 
8 divisé par deux est égal à zéro 
10 moins l éeale O. ! 

Ijf(x) d.x = f(x) 

8 + 8 = 8 

Solutions g 

Ces fru1t~isies math5matiques sont des divertissements, 10s 
problèmes &~usants : elles font abstraction de 10 logique 
cournnte, mais elles ont quand m~me leur "logique" , une 
logique frntaisiste g ainsi 

(1) s'explique si l'on ne considère pas "4 - 5" comme l'écritu-
re de "4 moins 5" m2,is comme celle de "de 4 à 5" 9 cl' où une lectu­
re de l'énoncé "4-5z yI g "entre 4 et 5, mais plus près de 5". 
(2) 8 peut être divise par deux ••• de lét f<J,çon suivé'nte g. -8- , 
c'est-à-dire qu'il sera coupé en cleux parties ége,les, qui sont é­
gales à "0" au-dessus et au-dessous de 1:::. bf\rre ! 

(3) "10 moins 1" peut s'entendre comme g les deux caractères typo­
graphiques 1,0 moins le l, ce qui justifie qu'il reste le ca­
ractère o. 
(4) Le signe Z sern, considéré: comme 12" fonction inverse de l' in­
tégrn,le. 

(5) L'opération "00+0<0= C;IC" est vr:üe 
calement g ~ 

+ 
cP 

cP 

on VC1 1 i '3criro verti-

ce qui, tr~nspos6 herizont~lement (pn,r une roté,tien m6cn.nique des 
signes gr?.phiques), donner?. bien 1'5noncé ~ "8 + 8 = 811

• 



1.-\ :r-.tG,-.:l;ENCE DES LETTRES (PA~-î ~rWU?l:i;,:3 EG_,WX ) 
DiuVS LES TEXTES JUtUDT ~ES tWU_iAINS 

An~lysqnt le degré de d9t~riorrrtion des touches d'une machine à é­
crire cl"u,i é'.. f0l1ctionn,3 ~lus de 40 ,illS 2U greffe d'un tribunal d'un 
district roumain (Vilce:-:t) 7 on les ê, ré:;nrties dans les groupes sui­
vants 

On 

1) Lettres co~)lètement détériorées (on ne peut plus rien lire 
sur la touche) c 

2) Lettres dont on voit un seul point, à peine perceptible. 

le), I,ettres dont il .TIP .. i1Clue un seul point. 
Il) Lettres qui se voient I12.rf2.i tement-, s~ns <,_ueu:,;]. m."'.nque. 
12) Lettres qui, ntit'~l'1t presque D?,S utilis'::es, ~t".ient couver-

tes de poussière~. _ 

a obtenu les rr; sul t P,t s sui V8.nts 

1) E, A 7) O,C,U,D,Z 
2) l 8) N 
3) it 9) L 
/: ) 
~r T 10) ',~ , j~I 
5) S ll) F,G,B,H,X,J,K 
6) ? 12) \tl,~l,Y 

Cette classific?tion e~t un peu différente de celle de [1) " p2.r­
ce que les lettres A, Â, Â sont ici cumulées en une seule lettre 
A, de même l et ! d~ns l, S et 9 dans S, T et r dans T. 
En itudi:ènt ll,jcart de ces textes (cf. [2J ), on obtient g 

23 . 
~(j) -;'-2~ ~ \ ol(A

i
) \ - ~2;348, 

. l=l··-
donc l'écart du l::mgagc juridiQue des fréqu8nces courantes de 1:1 
l::mgue estbeauc6up 'plus grimd que celui du langage des mots croi­
sés ~ o((g) ~ 1,391 et J(d

r
) ? 1,185. -

Les s?-uts lE;s plus spectaculaires sont r§o,lisés p<'.r les lettl~es 
P, Z ct N 

oC(p) '" 6 o((Z) ~(N) = -8. 
Cet é',rticle surprend peut-être par sa banalité. i,I2.is y alors que les 
2_utres ::luteurs ont f:üt des !lois de c--:.lculs à l'Gide d'ordin-,teurs, 
choisiss'1.rlt cert~.ins livres et f::üs-mt cOJpter les lettr",s (!) p8-r 
11 ordin~tcury :-:lOi j':ti d8dui t cette fr,-,çuenc,?; des lettres e:'1 quelqUeS 
:Tlinutes (!), p'-œ unG sÜlple observ~,tion. 

Bibliogr":phie~ 

+'1.rCU~i 7 S~lo"1OE - "Poeticél.. 'rt,,"'~e.71:'.tic2.", Ëdi tur2. Lc ':ldc Tliei 9 

3uC?.2est ~ 1570 (t:.':=:dui t en :-o.l:".,J":"lld 9 ;"then'iw"l, l>'r-:mkfurt 7 

1~73) 0 

Sr;]o-:.r:~nd"Lche, ilorc:ntir... - ,,;, ffi-::.the;rJptic'>.l li:1[,llistic "-;J;)ro'1.Ch 
to ;:tetus ii 9 n.rticle publi8 d3Jls 1.., rc;vue "rlevuc; rloum"ine dG 
linsuisti'1ue", To;"e :X=ZVIII, 1983, 1", collection "C:>J1iGrs de 
linguistique th,oric.juc; et é1..lJ~lLu:e!l, 'l'one XX, 19fJ, nOl, 
p. ::/1"-75; B11C,'1.rest. 
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DETE.d. Ul'J"ATION D' mm 
lOTS CROISES 

rŒGLE 

Les problèmes de mots croisés sont composés? on le s"lit, de gril­
les et de d3finitions. D~~s la langue roumaine on impose la condi 
tion que le pourcent~ge de Cases noires par rapport au nombre to­
tal de cases de la grille ne d~passe pas 15 ~. 
Pourquoi 15 's , ct p;::s p'lus ou :llOins ? C'est let question à laquelle 
cet Grticle tente de répondre. (Cette question est dûs ?U Profes­
seur Solomon "'ARCUS - sy:nposium n"'~tional de hthématiques "Trai!1l 
Lalesco"~ \lniversité de Cr'1ïov"l? 10 juin 82.) 

Voici tout dl abord un tp.bleau qui pr0sente de: manière synth.:otique 
une statistique sur les grilles contenqnt un très faible pourcen­
t'1ge de cases noires (cf. (2} , p,_gas 27-29)~ 

LES GhILLES-riECORDS~ 

Dimension Nombre mini,'lum .r'ourcentage Nombre des 
de la de C?.SC3 .:.:o:"res ie grilles-records 

grille enregistré cP.ses noires réalisdes 2.U 
l juin 82 

8 :x: 8 0 O?OOO /J 24 

9 :x: 9 0 0,000 /0 3 
-

10 :x: 10 3 3,000 1~ 2 

Il :x: 11 4 3,305 la l 

12 :x: 12 8 5,555 j; l 

13 :x: 13 12 7 ~1.UO u1 
/0 l 

14 x 14 14 7,142 110 1 

15 :x: 15 17 7,555 
.<1 ;0 1 

16 x 16 20 7,812 ;10 2 

D-:ms ce table'-cu, plus 1<,< dimension est gr8nde, plus le pourcenta­
ge de c~.ses noires p.ugmente, parce que le nombre de mot s d8 grctn­
de longueur est r~duit. 
Les dimensions cour2ntes des grilles vont de 10xlO à 15x15. 
On peut r8marquer que le nombre des grilles ~.ycmt un pourcent:lge 
de cGses noires inf"irieur à 8i~ est très r6dui t ~ les tot2.UX de 
la dernière colonne cumulent toutes les grilles r8alis0es en riou­
manie depuis 1925 (appo..ri tion des preniers ~)roblèm(;s de n'lOts croi­
S2S en hOUJTI:'Jlio) , jusllu 1 à nos jours. On voit donc que le nonbrc 
des grilles-records est n ~gligv".blc llU<L.'1.d on le comp'èrc "ux ;nilli­
ers de grilles créé0s. Pour cette r~ison, l~ règle qui i~~os~it le 
pourcent~e des C~.sos noires, dev~'it l'ét'-,blir supirieur à 8 "/o. 
l'4:?.is les mots croisés §t"':'lt deS jE;UX~ dev'ütnt g'ègnor un largo pu­
blic, il ne f-ll~it donc p~s r~ndre les problèmes trop difficiles. 
DI o~i. un pourcent~68 de c~ses noires ~.U moins ég?l ?1. 10 fa. 
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Ils ne dev~ient pas non plus être trop f~ciles , c'est-à-dire ne 
n0cessi ter :;,ucun effort de ln. p2,rt dG CGlui qui les composerê.i t, 
d'où un pourcentngG dG cases noires inférieur à 20 fa • (Sinon en 
effet il devient possi blc do CO"'iposer des grillc:s formc)l,s €on tot 'è­

lité de c~ses ~ots rrG 2 ou 3 lettres). 

Pour soutenir lrt deuxià Je 0.,ssIJrtiol1 j on '!. Jtr>.oli gue 13. lon6\lGur 
moyennne des mots cl' une grille nx,-:1 'lvec p C2,ses noires est sensi-

blement 8g'ÜG à 2(n o
1'1 - p) (cf. [3] 9 §l, PropJ~). 

n + 1'1 + 2p 
Pour nous, n est 20 :fo c'I.0 Yi 011, il ,m r 3sul te que 

2 (n.m -
20 , 
lOÔ n.m) _ ~ 

20 3 
2.ïOQ n."'1 n + '1l + 

Donc pour des erillesc cour:l.ntes 'ly-mt 20 Î~ de c-:ses noires, 1'1 
longusur mo;yenne des mots serr:i t inf0ricure ?" 30 

M2me dê.ns les corn;'j_encerr.G~.ts 0.8S jeux de ''lots crois0s 9 le pourcen­
t3.ge dE: Cr1.S8S noires n' ",è;-:i t V".S tro1) t;"r:2-.~d g '1insi d:1lls une grille 
de 1925 de llxl1 9 on compte 33 C'èSGS noirE:s , soit un pourcent~0 de 
27,272 ~~ (cf. (2) ,po·n). . 
En se d&veloppc-nt 9 CG jeu ...,' est i:'lflC'S~i des conditions "plus fortes" 
- c'est-l-d.:;'re Uiî8 cii,ünutiml cre.:l c :18C:3 noires. 

Pour choisir lL'l pou:,~cGl1i;:<.gG cmtl'c 10 ct 20 7°, il ne reste plus quI à 
supposer que 1::>, pr,dilcction dos gens pour los chiffres ronds ~ 
joué (les '11ots croisés ,Joni un jeu, pas besoin dE; lR pr0cisiontTIé1-
thj;nc-tiClue cles sCi,.mcGs). Dloù ln règle des 15 ç~. 

U t t - t - . (f - r ~1 (> 2' t l t n0 s '-, lS lque c 0 LjJ ' ~ '" L;O:". re ClUO G pourcen 8.€iG 

noires d~'ls les grill0s :->.ctuelles est de environ 13 ,551 -;'0. 
est donc rel~tive'11ent niS0e ~ suivre et ne peut qu'rtttirer 
ve~ux cruciverbistes. 

de c~ses 
La règle 
de nou-· 

Pour répondre co;npl~te:'l,mt il 1;. question pos,ie 9 il fC",udr:.ü t c0l1sid3rer 
~ussi cert~ins -'spccts)hiloso)hiques J psychologiquGs, ct surtout 
sociologil .. ues, surtout ceux li:]s ~ l'histoire de cc jeu, <'. son d-3ve­
lOPe ement ult0rieur, ccux tr~ditions. 

'larcus Solomon, Edmond. lJicolétU, S.Stad - "IntroducerE; in lin-
o • • • - t lÙ/'/ lt d -t -t 1- U· g'JlstlCC' 7Ti"'.te;n:èt1C~"l", B'.1c::cres., ./:)0 , r'. cUl en 1 'J. 1(;11, ' a 
tron, Dolo6;TI'\, 1)71 ~ en esp'-..gnol, Teide 9· R,rcelon:è, 1978). 
~\nd.rei, Dr.No - ":nclrel't'<.r ri3busist", bditur0.. Sport-Turism, 
Buc"1rest 9 1981. 
Sii1"_r'<.nd"èche, Plor:::mtin - "~\_ ;n~th8rnctic-ü ling'1listic ;'l::) •. )roach -. , 
té) n.ebus", publij u;-ms l'l/Tf\evu(; roum;-~ine de ling,-uistique; TO:'1e 
XXVIII 7 192-3 9 c()lloction "C".hiers de linguistique théorique et 
~})1)liCJ.u·~e"9 'l'olne XX, 1983, nOl, p.67-16, BUC't.rost. 
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ou SE TROUVE LA FAUTE ? 

(EQUATIOnS DI OPH1u~TIElifNES ) 

(l) Resoud:!'e dMs 1- l'équation g 14 x + 26· Y = -20. 
"R8so1ution" La solDtioa généraîle entière est 

r x = -26 k + 6 
\. y = 14 k - 4 (kE 7L ) . 

(2) Résoudre d~s ~ l'équation 15 x - 37 y + 12 z O. 
"Résolu"tion" La sol'J.èiong6nérale entière est 

(X=k+4 
< y = 15 L 
,--Z = 45 le - 5 (k ~ 7l) . 

(3) Résoudre dans 7Z l'éQuation 3 x - 6 y + 5 z - 10 w O. 
"Résolut.ion" g Il 0qua';~ (,:1 s' écrit 

3 (x - 2 y) + 5 z - 10 w = O. 
PuisQue x?y,z,w sont des variables entières, il en résulte que 
3 divise z et Ç.ue 3 divise ,'1. C'est-à-dire g 

z = 3 t 1 (c { ;k) et '.'1 = 3 t 2 (t 2 ~ IL ). 
Donc g 3(x - 2y) + 3(5 tl-IO t

2
) = 0 ou x - 2y + 5 t

l 
- 10 t

2 
= 0, 

{ 

; 2 :1

1 

+ 5 k2 - 10 k3 3 

Alors rwec (k
l

,k2 ,k)E: Z. , 
z 3 k

2 
\, \'r 3 k3 

consti tue 1'1, solution G3nérde entière de l' éq,uê-tion. 

Trouver 12- f2.ute de chê-Que ':r6so1ution" ? 

SOLUTIOlJS. 

(l) x = -26k + 6 0-'; y= 14k -4 (k~ Z(), est une solution entière 
pour l'5qu3-tion (p[',rce qu:elle la vérifie), mais elle n'est pas 13-
solution générale ~ puisQue x = -7 et y = 3 vôrifient l' équC',tion, 
ils éri sont une solution entière particulière, mais ~ 

(-26k + 6 =7 inpEque que k = 1/2 (n'appartient pas ?, lL ). 
'-- 14k - 4 = 3 

Donc on nG peut p2,S obtenir cette solution particulière de la "so­
lution gén6rcü e l1 antérieure. 

La v!'f1-ie se,lut:i.on génér8-le est 

( 2) De même, x= 5 et y = 3 et 
de l'équ""tion, me>,is qui ne peut 
raIe" ::misQue ~ 

( 1: + 4 = 5 
~ ::'5k = 3 
,45k - 5 = 3 
\.. 

z 

[x =-13k + 6 
\y 7k-4 
\.. 

(k f: iL ). (cf [1]) 

= 3 est une solution p 2.rt iculiè re 
pé'.-S se tirer de 12- "solution génj-
-'-. k l -y 

~ k 1/5 ) contradictions. 
-, k 8/45 -/ 
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La solution gén0rale entière est 
j-

k
l 

. x 
1 

(avec (kl ,k2) E: ~? ) "\ y = 3 k l 
+ 12 k

2 

cf. (1) 
\ z 8 k

l + 37 k
2 . '--

(3) L'erreur est que ~ "3 divise (5z - 10 w)" n'iml'lique po.s que 
"3 divise z et 3 divise w". Si on le croit on perd des solutions, 
ainsi (x,y,z,~v) = (-5,0,5,1) constitue une solution entière par­
ticulière qui ne peut pas s'obtenir à partir de la il solution" cle 
l'énoncé. 
10 résolution correcte est : 

3(x - 2y) + 5(z - 2w) = ° c'est-à-dire 

avec Pl = x - Zy dans 7L , et P2 = z - 2w 

Il en résulte 

3Pl + 5P 2 
dans g. 

{

Pl = - 5k = x 2y 
aveo 

'2 = 3~ = z - 2w 
kE 77. 

D'où l'on tire la solution g6n6rale entière 
x 2kl - 5k2 

y ~ avec 
z = 
w 

[1) On peut trouver ces solutions en utilisQllt g 

° , 

Florentin SIl[I.RANDACHE -"Un algori thIne de rôsolution druls 
l'ensemble des nombres entiers pour les équations lin6~i­
res" • 
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OU SE TROUVE LA FAUTE SUR LES IlfTEGR:\.LES ??? 

Soi t la fonction f~ If{ ~ IP.... ,définie par 
C~lculons la primitive de celle-ci 

(l)Pre~i~re m6thode. 

]2 sinx cosx dx = 2 ç u du 
. 2 ~ 

On ~ donc Fl(X) = s~n x. 

(2)Deuxième méthode : 

2 
u 

2-
2 

2 
u 

(2 sinx cosx dx = -2jcosx(-sinx) dx 
_J 2 

donc F2(X) = - cos x. 

(3)Troisième méthode 

f(x) 2 sinx cosx. 

. 2 
Sln x, avec u=sinx. 

2 
-v , 

~ sinx cosx dx = jSin2x dx = 1/2~ (sin2x) 2dx 

=1/2~ sint dt -1/2 cost donc 2
3

(X) = -1/2 cos2x • 

On a ainsi obtenu 3 primitives diff~re~tes ~e la même fonction. 
Comment est-ce possible ? 

Réponse: Il n'y a aUClli~e faute! On sait qu'une fonction admet 
une infinité de primitives (si elle cn S,dm·3t u..11.G), 'lui ne diffè­
rent que par .me const~teo 

D3tls notre exemple on ~ 

F2(x) Fl(x) - l pour tout rGel x 

et F/X) FI (x) -1/2 pour tout r6Gl x 



5l 

OU SE TROUv"h LA :;:'1I.UTE D.àlJS CE RAISmTNEI2il\fT 

ft un UOl1.cou:rs d' e~ltré( en f28ulté on [, posi le problème suivo,nt 

Il Tr01.o..ver les po:CJ~lômes p(x) ù coei'ficients réels tels 
<l'.le :x:P(:;c-1) == (~:-3)r(x) ~ pour tout x riel. Il 

Quelq1.~cs car.ë~id.ê.ts ont cru. pouvoir démontrer par récurrence Que 
les pol~'~Î.ô;':0~ de J' énOclCG sOLt ceux qui vérifient 12, proprijt~ 
sui V2"~'C(; g ?(x) = 0 pou:' tout entier l1.2.turel. 

E:!l ei~fs~? :ï.is81lt··ils? si on pose x== 0 do,ns cette rc;lation, il en 
r.';::mLc ~.",J(; O,P(-l) == ·-3,F(O)? clo::J.c p(O) = O. 
De même, é1vec }: = l, on a g 

- :~(,,\ ? v f ,) '.,.. 
.1.,1 \......} == -'"' ..... Dl \J.. ,QO.l.1v 

On SUPl;ose que 10, propri·:jtj ost vrcio 
P(n-l) =- C, cO:; C' :,:'e~~cic c"'" qu t il on 

pel) == 0, etc ••• 
pour (n-1), càd ~uo 
est pour n ~ 

puisque p(n-l) O? il on 

~ g :.Ji les c<::..c'ldiclats ~v2-icl1.t 0sso,yé le ro,l1G n == 3? ils ~u-
r:1.iel1.t trouvé ~ 

3?F(2) 
P(3) c,.:~ Ir.:' 
p(3). 

c. r (3) ~:G;1.C (J == O. p(3) , cc qui n'entraîne paS. Que 
; 2~ ~~f:~ cette éc~lit~ ost vraie ~our tout réel 

LI 8rr,;ur .. ~,,_. -.'.c't cl"l1c 0.0 r::c J.' imYJlication ~ 

11(n=-3).P(n) = n.F(~î.-IJ o ~ pen) = On n'est p:=,.s juste. 

On peut trouver facil(;8c:'l-~ <lue ?(x) = x(x-l)(x-2)k,kE.lR.. 
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Propriété: Les axes radicals de n cercles d'un même plan, pris 
deux à deux, dont les oentres ne sont pas ~lign3s, sont concou­
rants. 

"D8monstration". par récurrence sur n '1 3. 
'1 

Pour le cas n=J on SP..i t que les 3 8.xes radiccÜs sont concourMts 
en un point qui s'~ppelle le centre rndical. On suppose la propri­
été vraie pour les valeurs inférieures ou ugales à un certein n. 

Aux n cercles on [',joute le (n+l)è cercle. 
On a (1) : les axes radioaux des n premiers cercles sont concou­
rants en IiI. 

Prenons 4 cercles quelconques, p~rmi lesquels figure le (n+l)è. 
Ceux-ci ont les axes radicals concournnts, conform6mécnt à l'hy­
pothèse de récurrence, et au point ~1. (puisque les 3 premiers cer­
cles, qui font partie dos n cercles de l'hypothèse de récurrence, 
ont leurs 2.xes ré1.dicals concourrcmt en H). 

Donc les axes r~icals des (n+l) cercles sont concourc.nts, co qui 
montre que 1:1. propriCté est vraie pour tout n ~ 3 de //v. 

ET POURTANT, on peut construire 10 
Contre-exemple suivant : 

On considère le parn.llflogrnmme ABCD qui nie. aucun anGle droit. 
Puis on construit 4 cercles de centres respectifs A, B, 0 et D, 
et de même r~.yon. Alors les axes radicals des cercles'.f') (A) et e (B) , respectivement 'e (C) et 'e (D) , sont deux droites, mé­
diatrices respectivement des segments AB et CD 0 

Comme (AB) et (CD) sont parallèles, ct que 10 parallélogr2JTh~e n'a 
aucun angle droit, il en résulte que les deux axes radicals sont 
pari:'..llèles • o. c'est-à-dire qu'ils ne se ooupent jc:.m2.is. 

Expliquer cette (apparente !) contr2.diction ,wcc 1:-. propriété n..."1.­
t-irieure ? 

Réponse ~ La "propri.5té" est vraie seulement pour n = 3. Or di:'..ns 
la d'~f!1onstration proposée on utilise la prémisse (fausse) selon 
l~uclle pour n=4 la propriJté sarnit vr~ic. Pour achever la 
preuve par r8currence il faudr:'li t pouvoir montrer que p(3) :-:.) p(4) • 
ce qui n'est pas possible puisque P(3) est vraie mais que le con­
tre-eXeml)le prouve Que p(4) est f['.,usse. 
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