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- CAPITULO 1

TEORIA DE CONJUNTOS

Introduccion.

En el desarrollo de este capitulo vamos a definir ciertos conceptos principales de

la teoria de conjuntos, los cuales son primordiales para la
comprension de este tema.

La teoria de conjuntos es una rama de las
matematicas, y cuya dedicacion de este capitulo, es gracias
al matematico, Ferdinand Ludwing Philipp Cantor, quien es
considerado el padre de la Teoria de Conjuntos, debido a
ello, es que,
revolucionario, con respecto a la teoria de conjuntos.

En conclusion, el objetivo de este capitulo esutilizar
un lenguaje simbdlicoa partir de un lenguaje comun, con la

en el afio 1874, sali6 su primer trabajo

finalidad de efectuar las distintas operaciones entre los
conjuntos, y de esta manera ayudar a la comprension del tema.

Contenido.
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Teoria de conjuntos.

Conjuntos objetivos.

Definicion de conjuntos.

Descripcion de un conjunto.
Cardinalidad de un conjunto.
Conjuntos relevantes y su clasificacion.
Cuantificadores.

Subconjunto.

Conjunto potencia.

Igualdad entre conjuntos.

Conjuntos disjuntos e intersecantes.
Operaciones entre conjuntos.
Propiedades de las operaciones entre conjuntos.

Cardinalidad de conjuntos por diagramas de venn.

llustracion 1:Ferdinand Philipp
Cantor — Matematico
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1. Teoria de conjuntos.

1.Definicion.

* Conjuntos se refiere a agrupar personas,
animales, plantas, cosas o0 simplemente
elementos que existen en el universo, para
poder analizar relaciones que puedan existir
entre ellos.

llustracion 2: Ferdinand
Cantor

Dado otros conceptos, referentes a la teoria de conjuntos, Ivorra indica que “Un
conjunto es una rama mas de la logica matemadtica que estudia propiedades y relaciones de
los conjuntos. Los conjuntos y sus operaciones mas relevantes, son una herramienta importante
en la formulacion de teorias matematica.” (Ivorra & Carlos, 2010)

1.1.  Conjuntos objetivos.

1.Definicion.

* Su objetivo es simplemente la representacion de varios elementos
de manera gréfica y entendible.

Como indica Espinosa,“Comprender las relaciones que hay dentro de un conjunto, ya
que es la seleccion de elementos que cumplen alguna caracteristica en comun, determinada
previamente.” (Espinosa D. J., (2009))

Por otro lado los autores Ivorra y Carlos, dan a Entender que un conjunto es un
“muchos” que puede ser pensado como uno. (Ivorra & Carlos, 2010)

Re A

llustracién 3: Representacioén de 2 conjuntos interceptados.
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1.2.  Conjuntos.

1.Definicion.

\ U
A

» Un conjunto es una agrupacion de elementos.

Un elemento pertenece al conjunto si este se
encuentra incluido dentro de él. Un conjunto

puede ser infinito, finito, vacio o unitario, todo
dependiendo de los elementos que se
encuentren dentro de él y se lo representa con

una letra mayuscula "A,B,C...", seguido por

k llaves {...}. Ejemplo de un conjunto de vocales:

A — (o o 3 A 9]
" =a,6,1,0, Uy

llustracién 4: Conjunto de
numeros

Se han escrito muchos conceptos relacionados con conjuntos, es asi que Culquichicén,
aporta con su conocimiento indicando que: “Conjunto se define como la presencia o ausencia
de elementos con caracteristicas semejantes dentro de un contexto real o imaginario”
(Culquichicon, 2010)

(Espinosa D. J., 2009) indica que: “Un conjunto es una recopilacién de elementos
especificos de manera que se puede aseverar si un elemento dado pertenece o no a la
agrupacion. La representaciones por letras mayusculas. Cuando un elemento x pertenece a un
conjunto b se enuncia: x € b, en caso de que no pertenezca se denota: x € a.”

1.3.  Descripcion de un conjunto.

1.Definicion.

* Los conjuntos se definen habitualmente usando llaves “{...}” y estos
pueden ser descritos de distintas formas como se las mencionara a
continuacion. Se pueden describir por: extensiéon o tabulacién,
comprension y por diagrama de venn.

1.3.1. Descripcion de un conjunto por extension o tabulacion.

Definicion.

[ [ [ ]
A'{"’ w ?/*\ *} » Se conoce como descripcidon por extensiéon al
- describir los elementos de un conjunto uno a
T uno. Si un conjunto llega a tener varios
llustracion 5: Conjunto de un elementos se puede hacer uso de los puntos
grupo de personas. suspensivos. Un ejemplo claro pueden ser el
conjunto de los numeros pares. A=

{2468} )
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“Un conjunto se determina por extension cuando se mencionan uno por uno todos sus
elementos o cuando, si son numeros, se mencionan los primeros de ellos (y se coloca puntos
suspensivos).” (Culquichicén, 2010)

1.3.1.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
Sea A el conjunto de partes que conforman una computadora.

1. Descripcion.
El conjunto A esta conformado por partes de una computadora: mouse, teclado,
monitor, CPU, Impresora

2. Notacion matematica.
A = {Mouse, Teclado, Monitor, CPU, Impresora}

llustracion 6:Hardware de un computador — (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.
Sea B el conjunto de ingenierias que hay en la facultad “CISC” de la Universidad
Guayaquil.

1. Descripcion.
El conjunto B estd conformado por carreras que hay en
la facultad “CISC”: Ingenieria en sistemas, ingenieria
en networking

llustracién 7: Ingenieria —
., L. (Ejemplo 2)
2. Notacion matematica.

B = {Ingenieria en Sistemas Computacionales, Ingenieria en Networking}

» Ejemplo 3.
Sea C el conjunto de lenguajes de programacion.

1. Descripcion.

El conjunto C estd conformado por lenguajes de programacion: Python, C#,
G, ...

=

Pagina |4

.



2. Notacion matematica.
C = {Python,C,C#, ...}

llustracion 8: Lenguaje de programaciéon Python —
(Ejemplo 3)

» Ejemplo 4:

Definamos B como el conjunto conformado por los colores del arco iris.
B = {verde, zual,rojo,naranja, viloleta }

7PRY

llustracion 9: Arco iris (Ejemplo 4)

» Ejemplo 5:

Se realiz6 una encuesta a un determinado numero de estudiantes universitarios, para
saber su opinion referente al error mds comun que se realiza durante un sismo, de
acuerdo a los resultados obtenidos, alunos indicaron que corren, gritan o se esconden.
Represente estas tres alternativas en un conjunto.

A = { correr, gritar,esconderse}

1.3.2. Descripcion de un conjunto por compresion.

Definicion.

* Se conoce como descripcibn por comprension al mencionar
simplemente una sola caracteristica que tengan todos los elementos
deseados en comun.. Un ejemplo claro pueden ser el conjunto de
los numeros pares. A = {x/x es nimero par}

/
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1.3.2.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.

Sea A el conjunto de nombre de ingenieros que hay en la facultad “CISC” de la
Universidad Guayaquil.

1. Descripcion.

Sea A el conjunto de los elementos de x tales que x es estudiante de la facultad
CISC

2. Notacidon matematica.
A = {x/x es estudiante de ingenieria}

Ingenieria  \ /

llustracion 10: Ingeniero — (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.

Sea B el conjunto de nombre de carreras que hay en la facultad “CISC” de la
Universidad Guayaquil.

1. Descripcion.

Sea B el conjunto de los elementos de x tales que x es carrera de la facultad CISC

2. Notacién matematica.

B = {x/x es Carreras de la Facultad de Ciencias MatemAticas y Fisica}

llustracion 11: Carreras de la facultad de matematicas — (Ejemplo 2)

» Ejemplo 3.

Sea C el conjunto de nombres de lenguajes de programacion.

| g
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1. Descripcion.
Sea C el conjunto de los elementos de x tales que x es lenguaje de programacion.

2. Notacion matematica.
C = {x/x es unlenguaje de programacion}

llustracién 12: Programacion — (Ejemplo 3)

» Ejemplo 4:

El conjunto A estd compuesto por todos los nimeros naturales mayores que 5.
1. Descripcion.

Sea A el conjunto de los elementos de x tales que x son los nimeros naturales
mayores que 5.

2. Notacidén matematica.
A={x/x € N/x > 5}

» Ejemplo 5:
El conjunto B estd compuesto por todas las vocales.

1. Descripcion.
Sea A el conjunto de los elementos de x tales que x son todas las vocales.

2. Notacidén matematica.

B ={ x/x esunavocal }
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1.3.3. Descripcion de un conjunto por diagrama de Venn.

Definicion.

~

* Un diagrama de Venn sirve para poder
representar graficamente la agrupaciéon de
elementos que tienen alguna caracteristica
en comun 'y hacer sencilla su
interpretacion. Se lo representa con una llustracion  13: Diagrama  de
letra mayUscula seguido por un circulo en venn de un  conjunto de
el cual en su interior se encuentran los personas

\ elementos del conjunto. J

“Los diagramas de Venn son bosquejos utilizados en la teoria de conjuntos. Estos
diagramas muestran conjuntos de elementos a través de lineas cerradas. La linea cerrada
externa abarca todos los elementos bajo consideracion del conjunto universal.” (Zalta &
Nodelman, 2013)

“Un diagrama de Euler Venn tiene el fin de representar clases de elementos, que tienen
algo en comun.” (Rodriguez, 2010)

1.3.3.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
Sea A el conjunto de partes que conforman una computadora.
1. Descripcion
El conjunto A esta conformado por partes de una computadora: mouse, teclado,

monitor, CPU, Impresora

2. Notacion matematica.
A = {Mouse, Teclado, Monitor, CPU, Impresora}

3. QGrafica.

Periféricos de
una
computadora

Impresora
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https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_Conjuntos

llustracién 14: Periféricos de una computadora — (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.
Sea B el conjunto de nombres de lenguajes de programacion.
1. Descripcion.
El conjunto C esta conformado por nombres de lenguajes de programacion:

Python, C#, C, ...

2. Notacidon matematica.
B = {x/x es lenguajes de programacion }

3. QGrafica.
RE Lenguaje de
Programacion B
Python

Lenguaje de
programacion C

llustracion 15: Diagrama de Venn de lenguajes de programacion — (Ejemplo 2).

» Ejemplo 3.

Sea C el conjunto de materias de tercer semestre de la carrera de ingenieria en
sistemas.

1. Descripcion.
El conjunto C esta conformado por nombres de materias que se ven en el tercer

semestre de la carrera de ingenieria en sistemas: Programacion 111, matematicas
III, Probabilidad, contabilidad.

2. Notacidon matematica.
C = {x/x es materia de 3er semestre de ingenieria en sistemas}
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RE

Programacioén llI

Matematicas Il
Probabilidad
Contabilidad

llustracién 16: Materias de ingenieria en sistemas — (Ejemplo 3)

» Ejemplo 4.

Sean los conjuntos A y B formados por los colores.

1. Descripcion.
Representar los siguientes conjuntos:

A= {verde, azul, café} y B= {morado, azul, amarillo}.

2. Notacidén matematica.

A={x/xesuncolor}y B = {x/x esun color }

A B

Morado

amarillo

llustracion16: colores

» Ejemplo 5.

» Descripcion.

Representar los siguientes conjuntos:
C: {1, 3, 4, 5, 7, 9}, D: {4’ 6’ 8’ 9}'

> Notacion matematica.

C = {x/x es un numero}, D = {x/x es un numero},

>,x

| g
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Ilustracion 17: numeros

» Ejemplo 6.

1. Descripcion.

Representar los siguientes conjuntos:
E={a, c}, F={c, d, f}, G={c, f, g}.

2. Notacidon matematica.

E ={x/x es una letra}, F = {x/x es una letra},
G = {x/x es una letra}

llustracién 18 Letras

1.4. Cardinalidad de un conjunto.

Definicion.

* La cardinalidad de un conjunto es la que indica el numero o la
cantidad de elementos que tiene el conjunto. Su simbolo esta
denotado por N(4).
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Es muy
interesante como Coérdova y Fernandez definen el concepto de cardinalidad de un
conjunto en donde indican que: “Se denomina nimero cardinal a la entidad abstracta
que simboliza todos los conjuntos que son coordinables entre si y los distingue los no
coordinables: uno, dos, tres, etc. Por lo tanto, decir que dos conjuntos son coordinables
es lo mismo que decir que tienen el mismo numero de elementos.” (Cérdoba &
Fernandez, 2017)

“Es la cantidad de elementos de un conjunto a. Se denota por el simbolo N(4).” (Espol,
2008)

1.4.1. Ejemplos.
> Ejemplo 1.

1. Descripcion por comprension de un conjunto de materias que hay en un paralelo
A = {x/x Materia Del Paralelo MA3 — 2}

2. Definicion del conjunto por tabulacion.

A = {Matematicas I11, Probabilidad Y Estadisticas, Programacién I11}

3. Grafica mediante diagrama de Venn.

RE

T _5‘\

A \
Programacion lll \

1 Matemadticas Il ’w

Probabilidad y .
stadistica /

llustracién 19: Diagrama de Venn de materias - (Eejemplo 1)

4. Calculo de la cardinalidad y su interpretacion.
N(A) = 3, porque los conjuntos definidos estan conformados por 3 elementos

» Ejemplo 2.
Sea B el conjunto de 3 carreras de la Universidad de Guayaquil que ven programacion
en primer semestre.

.
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1. Descripcion por extension.

B = {Ing. En Sistemas, Ing. En Networking, Ing. En TeleinformAtica }

2. Grafica mediante un diagrama de Venn.

RE

Ing. en sistemas.
Ing. en networking.
Ing. en teleinformatica

llustracién 20: Diagrama de Venn de carreras universitarias

3. Calculo de la cardinalidad y su interpretacion.
N(B) = 3, porque el conjunto B esta conformado por 3 elementos.

» Ejemplo 3.
Defina un conjunto por los 3 métodos de descripcion vistos anteriormente, le conjunto
debe contener al menos 4 lenguajes de programacion conocidos. Posterior a ello
calcule su cardinalidad.

1. Descripcion del conjunto.

Por comprension.
C = {x/x es lenguaje de programacién conocido}

Por tabulacion.
C = {Python,C + +,C,PHP}

Por diagrama de Venn.
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RE

C Python
C++

| . |
PHP

llustracion 21: Diagrama de Venn de lenguajes de programacion
2. Calculo de la cardinalidad de los conjuntos e interpretacion.
N(C) = 4, porque los conjuntos estdn conformados por 4 elementos los cuales son
lenguajes de programacion reconocidos.
» Ejemplo 4.
Descripcion por comprension de un conjunto de materias que hay en un paralelo
A = {x/x sean numeros }

Definicion del conjunto por tabulacion.

A={1,23,57}

Grafica mediante diagrama de Venn.

RE

N 0w N e

llustracion 22: Diagrama de Venn de nimeros

Calculo de la cardinalidad y su interpretacion.

N(A) = 5, porque los conjuntos definidos estan conformados por 5 elementos
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» Ejemplo 5.

Descripcion por comprension de un conjunto de materias que hay en un paralelo
D = {x/x sean letras }

Definicion del conjunto por tabulacion
D ={acf,g hjks}

Grafica mediante diagrama de Venn.

RE

acfghjks

llustracion 23: Diagrama de Venn de letras

Calculo de la cardinalidad y su interpretacion.

N(D) = 8, porque los conjuntos definidos estan conformados por 8 elementos

1.5. Conjuntos relevantes y su clasificacion.

Los conjuntos se clasifican de acuerdo a la cantidad de elementos que poseen. Es por ello que
se clasifican en los siguientes tipos de conjuntos:

1.5.1. Conjunto vacio.

Definicion.

* Un conjunto se denomina vacio cuando no
tiene elementos. El simbolo que lo representa
es @ y su cardinalidad, al no tener elementos,
esdeO.

llustracion 24: Conjunto vacio

“Conjunto vacio es el que no tiene elementos y esta denotado por @ 6 por llaves { }.”
(Pérez & Caludia., 2013)
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“Un conjunto A es vacio si no tiene elementos. El simbolo que lo representa es @.”
(Cordoba & Fernandez, 2017)

1.5.1.1. Ejemplos.
» Ejemplo 1.

1. Definicion del conjunto.
A = {x/x es unnimero de estudiantes de paralelo IS] — MA — 1
— 2 menor que 1 y mayor que 50}

2. Interpretacion.

Es vacio ya que dicho paralelo estd conformado por 41 estudiantes.

llustracién 25: Grupo de estudiantes - (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.

A = {x/x es personas vivas que sean mayores a 300 afios}

1. Descripcion del conjunto.

A={$}

2. Interpretacion

Es un conjunto vacio, ya que, en la historia actual no hay personas que vivan mas de
110 afios.

llustraciéon 26: Ancianos - (Ejemplo 2)

> Ejemplo 3.

Sea el conjunto: A = {x/x 2 = 5, x es un nimero natural y es par}. Grafique sus
elementos en un diagrama de ven.

.

Pagina |16



Solucién:

1. Desarrollo del problema

(2)2 = 4
4)2=18
2. QGrafica.
RE
A f N

llustracion 27. Diagrama de Venn del ejercicio planteado

3. Interpretacion.
Es un conjunto vacio porque no hay un nimero natural y par que al multiplicarlo por 2
de igual a 5.

1.5.2. Conjunto unitario.

1.Definicion.

* Un conjunto se denomina unitario cuando tiene oz e {é}

solo un elemento. Su cardinalidad es: N(4) = 1.

llustracién 28: Conjunto unitario

“Conjunto Unitario nos indica que tiene un solo Unico elemento.” (Cérdoba &
Fernandez, 2017)

“Conjunto unitario o singular, es aquel que tiene un solo elemento.” (Pérez & Caludia.,
2013)
1.5.2.1. Ejemplos.
» Ejemplo 1.
Grafique mediante diagrama de Venn el siguiente conjunto:

A = {x/x es facultades donde hay la carrera de ing.en sistemas de la
U.Guayaquil}

/
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Solucion:
1. Interpretacion

En la universidad de Guayaquil solo hay una facultad donde se ensefia la carrera de
ingenieria en sistemas por lo que la N(4) = 1.

A = {Facultad de matematicas y fisica}

2. Grafica. RE

A \
Facultad de

-/ matematicas
y fisica

llustracién 29: Diagrama de Venn

» Ejemplo 2.
Sea el conjunto B = {x/x es satélite natural del planeta tierra}
Solucion:
1. Definicion del problema
B = {luna}

2. QGrafica

RE

Luna

llustracion 30:Diagrama de Venn del problema
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» Ejemplo 3.

Sea el conjunto C = {x/x es un namero natural mayor que 0 y menor que 2 }
Solucion:
1. Anélisis del problema

2>x>0

x=1

2. QGrafica.

RE Cc

llustracion 31: Diagrama de Venn del problema

3. Interpretacion.
El Gnico niimero natural mayor que 0 y menor que 2 es el 1 por lo que conjunto es
unitario.

» Ejemplo 4.

Sea el conjunto D = {x/x es la estrella que calienta la tierra}

Solucién:

Definicion del problema

B = {El Sol}
Grafica
RE
B
El Sol
llustracion 32: Diagrama de Venn del problema
Interpretacion.

Es la tnica estrella que calienta al planeta Tierra.
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» Ejemplo 5.

Sea el conjunto D = {x/x es elpresidete de | Ecuador}
Solucion:

Definicion del problema
B = {Lenin Moreno}

Grafica
RE
B
Lenin
Moreno
llustracion 33: Diagrama de Venn del problema
Interpretacion.

Lenin Moreno es el actual presidente del Ecuador.

1.5.3. Conjunto finito.

Definicion.

A= {a,eiou}

*+ Son los que tienen un numero de
e - I elementos conocidos y estos por ende
Z= {xIx es una palabraj se pueden contabilizar. Por ejemplo, sea
el conjunto 4 = {x/x es vocal} el cual es
un conjunto finito con una cardilanidad
N(4) =5.

llustracion 34: Conjunto finito de
vocales

“Conjunto finito es el que tiene una cantidad finita de elementos.” (Ivorra & Carlos,
2010)

“Conjunto finito es aquel ~ que tiene una cantidad limitada de elementos, es decir el
proceso de contar sus elementos concluye en alglin instante” (Cordoba & Fernandez, 2017)
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1.5.3.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
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Describa por tabulacion el conjunto de las letras que tiene “Universidad Guayaquil”

Solucion:
Descripcion por tabulacion.
L={ueaqa,i}
Grafica.
RE
L
a,e,,ou

llustracion 35: Diagrama de Venn del conjunto L

Calculo de la cardinalidad.
N(L) =4

Interpretacion.
Es un conjunto finito ya que se pueden contabilizar los elementos del conjunto
Ejemplo 2.

Sea el conjunto:

X
Y = {; es el Decano de la facultad de Fisica yMatematicas }

Determine si es un conjunto finito a través de su cardinalidad.
Solucion:

Descripcion por tabulacion.
Y = {Ing. Angela Torres}




QGrafica.
RE

v/\

! Ing.Angela

\Qes/"

llustracion 36: Diagrama de Venn del conjunto Y - (Ejemplo 2)

Calculo de la cardinalidad.
NY)=1

» Ejemplo 3.

Sea el conjunto:
0 = {x/x es océanos del planeta tierra}

Determine si es un conjunto finito a través de su cardinalidad.

Solucion:
Descripcion por tabulacion.

0 = {pacifico, atlantico, indico, antartico, artico}

Grafica.
RE
acifico
° atlantico .
[ indico ‘
antartico

artico

llustracion 37: Diagrama de Venn del conjunto O - (Ejemplo 3)

Calculo de la cardinalidad.
N(0) =5
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» Ejemplo 4.

Sea el conjunto:

0 = {x/x son los dedos de la mano}

Determine si es un conjunto finito a través de su cardinalidad.

Solucién:

Descripcion por tabulacion.

0 = {mefiique, indice, medio, anular, pulgar}

Grafica.

RE

—

mefiique,
indice, medio,
anular, pulgar

Y

llustracion 38: Diagrama de Venn del conjunto O - (Ejemplo 4)

Calculo de la cardinalidad.

» Ejemplo 5.

Sea el conjunto: 0 = {x/x ruedas de un automovil}

Determine si es un conjunto finito a través de su cardinalidad.

Solucion:

Descripcidn por tabulacion.
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QGrafica.

( |
ruedas

llustracion 39: Diagrama de Venn del conjunto O - (Ejemplo 5)

Calculo de la cardinalidad.
N(O) =4

1.5.4. Conjunto infinito.

1.Definicion.

-

N = {dlaes par}
* Un conjunto se denomina infinito cuando posee

una cantidad ilimitada de elementos y por ende : :

es dificil de contabilizar. Por ejemplo, sea el Q: {0 369 }

conjunto B={x/x es constelaciones del I

universo}, el cual es un conjunto infinito ya que

es imposible saber el numero exacto de
\ constelaciones que hay en el universo. J

llustracion 40: Conjunto infinito

Otros autores dan su punto de vista conceptual respecto a conjunto infinito, es asi que
en el libro de matematicas de la Escuela superior politécnica ESPOL, lo define como:
“Conjunto infinito es aquel que no posee una cantidad que sea finita de elementos.” (Espol,
2008)

Por otra parte, los autores Pérez y Caludia dan su propia definicion, e indican que: “Son
aquellos conjuntos que tienen un nimero ilimitado de elementos.” (Pérez & Caludia., 2013)

1.54.1. Ejemplos.
» Ejemplo 1.

Sea: D = {x/x es numero de ingenieros graduados en la U. Guayaquil}

Pagina |24



llustracién 41: Ingenieros - (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.

Sea: E = {x/x es namero de granos de arena de Villamil playas}

= Aﬁ g
‘ .- ¥

llustracién 42: Arena - (Ejemplo 2)

» Ejemplo 3.

Sea: F = {x/x es constelaciones del universo}

llustracién 43: Constelaciones - (Ejemplo 3)
» Ejemplo 4.

Sea: E = {x/x es nimero de gotas de lluvia en una tormenta}

= ] -
llustracion 44: Goas de lluvia - (Ejemplo 4)

» Ejemplo 5.

Sea: E = {x/x la cantidad de numeros reales}

llustracion 45: Numeros reales - (Ejemplo 5)
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1.5.5. Conjunto universo.

A=1{1,4,11,13, 14,15, 16}

U . Definicion.
A
1 4 11 P 3 s
15
A . 7 e « Es un conjunto para el estudio o analisis
. 1 L de alguna situacion particular dada, que
17 . .
20 contiene a todos los  conjuntos
is8 19 .

considerados. Se le denota generalmente

por la letra U.

llustracién 46: Conjunto universo

“Es el conjunto de todos los elementos considerados en un problema o situacion dada.”
(Pérez & Caludia., 2013)

“Conjunto universo o referencial es el que contiene a todos los elementos que se

consideren en un problema, o situacidn, sin contener lo que no interesa al problema. El simbolo
que representa al conjunto universo es U o Re.”

1.5.5.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
Sea el conjunto A = {sen(x), cosc(x), tan(x)}. Determine su conjunto universo.
Solucion.
1. Definicion.

U = {identidades trigonométricas}

2. Grafica.
U sen(x)
A cos(x)
tan(x)
llustracién 47: Representacion del conjunto universo
» Ejemplo 2.

Sean los conjuntos A = {a, e,i} y B = {b, c,d} . Determine su conjunto universo.

Solucidn.

—
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1. Definicidn.

Su conjunto universo es:

U = {Letras del abecedario}

2. Grafica.

a,e,i b,c,d

llustracién 48: Representacion del conjunto universo de los conjuntos Ay B

» Ejemplo 3.

Sean los conjuntos:
E = {nifos}
F = {nifias }

1. Definicion.
Su conjunto universo es:

U = {seres humanos}

2. Qrafica.

nifios | nifias

llustracion 49: Conjunto universo de los conjuntos E 'y F

» Ejemplo 4.

Sean los conjuntos A = {mamiferos,aves} y B = {reptiles, peces} . Determine su
conjunto universo.

a
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Soluciodn.

1. Definicion.
Su conjunto universo es:

U = {animales}

2. Grafica.

u

mamiferos reptiles

aves peces

llustracion 50. Representacion del conjunto universo de los animales
» Ejemplo 5.

Sean los conjuntos A = {1,3,5,7} y B = {11,13,17,19} .
Determine su conjunto universo.

Soluciodn.

1. Definicion.
Su conjunto universo es:

U = {numeros primos}

2. Grafica.

u

111317
1367 1o

llustracién 51. Representacion del conjunto universo de los numeros primos

1.6. Cuantificadores.

Son tipos de expresiones con las cuales podemos indicar cuantos elementos,

pertenecientes a un determinado conjunto, cumplen con ciertas propiedades ya sean
pertenencia, equivalencia, entre otras.
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1.6.1. Cuantificador universal.

1.Definicion.

* El cuantificador universal forma parte de un
lenguaje formal que tiene expresiones como: “para

LLINT} L T3 LLNT3

todo”, “todo”, “cada”, “para cada”, que indican si un

elemento cumple con ciertas leyes. Su simbolo es

(V). 3 -
llustracion 52: Cuantificador
universal

“El cuantificador universal se utiliza para afirmar que todos los elementos de un
conjunto cumplen con una determinada propiedad.” (mendoza, 2014)

“Indica que algo es cierto para todos los individuos. Sea a una expresion y sea x una

variable. Si deseamos indicar que a, es verdadero para todos valores posibles de x, escribiremos
(Vx).” (Takeyas, 2013)

1.6.1.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.

Sea A el conjunto del nombre de los estudiantes que estudian en la Universidad
Guayaquil.

Sea A = {z alumno pertenece a la universidad de Guayaquil}

1. Descripcion.

Sea A el conjunto de los elementos de x tales que x es estudiante de la universidad
Guayaquil.

2. Notacidon matematica.
Vx: A = Paratodo x, x es estudiante de la Universidad de Guayaquil

llustracion 53: Universidad - (Ejemplo 1)
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» Ejemplo 2.

Sea P el conjunto de nombres de lenguajes de programacion.
Sea P = {x/x es lenguaje de programacion}

1. Descripcion.
Sea P el conjunto de los elementos de x tales que x es lenguaje de programacion.

2. Notacion matematica.
V x: P = “Paratodo x, x es lenguaje de programaciéon”

llustracion 54. Programacioén - (Ejemplo 2)

Ejemplo 3.

Sea B el conjunto de nombres de materias que se ven en la carrera de ingenieria en
teleinformatica.

Sea B(x)= {x/x es materia de ler semestre de la carrera de ingenieria en
teleinformatica}
1. Descripcion.
Sea B el conjunto de los elementos de x tales que x es materia de ler semestre de
la carrera de ingenieria en teleinformatica.

2. Notacidén matematica.

V' x: B(x) = “Para todo x, x es carrera de primer semestre de ingenieria en
teleinformatica”™

&
llustracion 55: teleinformatica - (Ejemplo 3)

Pagina |30



» Ejemplo 4.

Sea P el conjunto de nombres de lenguajes de programacion.
Sea P = {x/x es vehiculo marca nissan}

1.Descripcion.
Sea P el conjunto de los elementos de x tales que x es un vehiculo marca Nissan.

2.Notacioén matematica.

YV x: P = “Para todo x,x es un vehiculo marca nissan"

X

llustracion 56: Vehiculo marca Nissan - (Ejemplo 4)

» Ejemplo 5.

Sea R el conjunto de nombres de lenguajes de programacion.
Sea R = {x/x es telefono samsung}

1.Descripcion.

Sea R el conjunto de los elementos de x tales que x es un teléfono Samsung.

2.Notacion matematica.

V x:R = “Paratodo x,x es un telefono samsung"

B =)

Llustracion 57: teléfono Samsung - (Ejemplo 5)
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1.6.2. Cuantificador existencial.

Definicion.

* El cuantificador existencial forma parte de un
lenguaje formal que tiene expresiones como:
“‘existe”, “algun”, “algunos”, “por lo menos uno’,
‘basta que uno”, que indican si un elemento
cumple con ciertas leyes. Su simbolo es 3x.

llustraciéon 58. Cuantificado
existencial

“Se utiliza para indicar que existen uno o mas elementos en el conjunto a que cumple
o cumplen con una condicion determinada.” (Sequera, 2014)

“El cuantificador existencial se usa para indicar que hay uno o mas elementos en el
conjunto que cumplen una determinada propiedad”. (mendoza, 2014)

1.6.2.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.

Sean: A el conjunto de nombre de estudiante que estudia la carrera de ingenieria en
teleinformatica.

B el conjunto de estudiantes mayores de 18 afios.

A = {x/x estudia la carrera de ingenieria en teleinformatica}
B = {x/x es mayor de 18 aios}

1. Descripcion.
Sea A, el conjunto de los elementos de x tales que x es estudiante de la carrera de
ingenieria en sistemas

Sea B, el conjunto de los elementos de x tales que x es estudiante mayor de 18
anos.

2. Notacidén matematica.
Fx:A(x) AB(x)

Existen estudiantes de la de la carrera de ingenieria en teleinformatica que son
mayores de 18 afos.
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llustracion 59: teleinformatica - (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.

Sean: A el conjunto de nombres de lenguajes de programacion.
B el conjunto de lenguajes complejos.

A = {x/x es lenguaje de programacion}

B = {x/x es un lenguaje complejo}

1. Descripcion.
Sea A, el conjunto de los elementos de x tales que x es lenguaje de programacion.
Sea B, el conjunto de los elementos de x tales que x es complejo.

2. Notacidon matematica.
Fx:A(x) AB(x)

Existen lenguajes de programacion que son complejos.

’1"'\1‘\'\"‘ fems

llustracion 60. Lenguaje de programacion - (Ejemplo 2)

Ejemplo 3.

Sean: D el conjunto de nombres de personas que estudian en la carrera de ingenieria
en sistemas y E el conjunto de personas que estudian Python.

D(x)= {x/x estudia en la carrera de ingenieria en sistemas}
E(x)= {x/x estudia el lenguaje de programacion Python}
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1. Descripcion.
Sea D, el conjunto de los elementos de x tales que x es
estudiante de la carrera de ingenieria en sistemas.
Sea E, el conjunto de los elementos de x tales que x
estudia el lenguaje de programacion Python.

llustracion 61: Ingenieria
en sistemas (Ejemplo 3)

2. Notacidon matematica.
FIx: D(x) A E(x)
Existen estudiantes de la carrera de ingenieria en sistemas que estudian Python

> Ejemplo 4.

Sean: D el conjunto de vehiculos que consumen gasolina y E el conjunto de vehiculos
que transportan animales.

D(x)= {x/x vehiculos que consumen gasolina)}
E(x)= {x/x el conjunto de vehiculos que transportan animales

1. Descripcion.
Sea D, el conjunto de los elementos de x tales que x es vehiculo que consumen
gasolina.
Sea E, el conjunto de los elementos de x tales que x es vehiculo que transporta
animales.

2. Notacidén matematica.

FIx: D(x) A E(x)
Existen vehiculos que con

- L ErTes S '

sumen gasolina y transportan animales.

O

llustracion 62: Ejemplo 4
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1.7.  Subconjuntos.

1.Definicion.

* Decimos que un conjunto A esta incluido o es
subconjunto de un segundo conjunto B, cuando
todos los elementos del primero constituyen el
segundo conjunto y se lo denota de la siguiente llustracién 63: Simbolo
manera Ac B. de subconjunto.

3. “Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, puede pasar que todos y cada uno de los
elementos de uno correspondan al otro. Si es el caso, decimos que a es subconjunto de
B. Eso se denota en los conjuntos con el simbolo c. Asi, tenemos que A < B. (Ciudad
universitaria, 2013)

“El conjunto a es subconjunto de B si los elementos de A estan incluidos en el conjunto
B. Si a es subconjunto de B , pero b no es subconjunto de 4, se asume que A es subconjunto
propio de B.” (Espol, 2008)

1.7.1. Ejemplos.
» Ejemplo 1.
1. Definicion.

Sean los conjuntos A y B:
A ={18,19,20,21,22,23,24}

B = {22,23,24}
2. Notacidén matematica.
B cA
3. QGrafica.
A
B 22
18 / 2
/ 4
{ |
19 [ 23
24 21

llustracion 64: Representacion de subconjunto - (Ejemplo 1)
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4. Interpretacion.

B es subconjunto de A porque los elementos de B estan incluidos en A.

» Ejemplo 2.

1. Definicion.
Sean los conjuntos C y D:

C = {x/x es ingenieria de la universidad de guayaquil}

D = {ing. En sistemas de informacion, ing. En sistemas, ing. Civil}

2. Notacidén matematica.

C = {ing. civil, ing.en comercio, ing. en sistemas, ing. quimica,

ing.en sistemas de informacién}

D = {ing. En sistemas de informacion, ing. En sistemas, ing. Civil}

DccC
3. Gréfica.
C
ing. sistemas
Ing . comercio
quimica Ing. sistemas

de informacion

Ing. civil

llustracion 65: Representacion de subconjunto - (Ejemplo 2)

4. Interpretacion.

D es subconjunto de C porque los elementos de D estan incluidos en C.

» Ejemplo 3.

1. Definicion.
Sean los conjuntos E y F:

—
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E = {x/x es lenguaje de programacion}

F ={c,c + +,python}
2. Notacion matematica.
E = {c,c + +,python, c#,]Java, PHP}

F ={c,c + +,python}

F cFE
3. Grafica.
E
F
C# C
\ Java
C++

Python PHP

llustracion 66: Representacion de subconjunto - (Ejemplo 3)

4. Interpretacion.
F es subconjunto de E porque los elementos de F se encuentran incluidos en E.
E
= {x/x es lenguaje de programacion}
F ={c,c++,C#}
Descripcion:

F C E, F es subconjunto de e porque los elementos de F se encuentran incluidos en
E.

1.8. Conjunto potencia.

1.Definicion.

~

« Sea A un conjunto definido previamente, el
conjunto potencia perteneciente a A es el que
esta conformado por todos los subconjuntos del
conjunto A. El conjunto potencia se representa
por P(A) y su cardinalidad se denota por
N(P(A)) esto es igual a 2N@).

llustracién 67: Conjunto
potencia.
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“El conjunto potencia de un conjunto definido es otro conjunto formado por los
subconjuntos del conjunto dado previamente.” (Jech, 2013)

“Dado un conjunto A, su conjunto potencia es el formado por todos los subconjuntos

posibles de A. Su simbolo es P(A)”. (Espol, 2008).

1.8.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.

Sea A = {ing. En sistemas, ing. En networking, ing. En teleinformatica}, calcule
su conjunto potencia.

1. Determinamos la cardinalidad del conjunto A

N(A) =3
2. Aplicamos la formula para determinar el conjunto potencia.
2N 4)
23=18

3. Definimos el conjunto P(A) por tabulacion.

@,{ Ing. En sistemas},
{Ing. En networking}, {Ing. En teleinformatica },
P(A) = { Ing. En sistemas, ing. En networking},
{ Ing. En sistemas, Ing. En teleinformatica },
{Ing. En networking, Ing. En teleinformatica }, A

llustracion 68: Red de
computadoras - (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.

Sea el conjunto B = { Laptop, Tablet, Iphone}. Determine sus subconjuntos y calcule
su conjunto potencia.

1. Determinamos la cardinalidad del conjunto B
NB)= 3

2. Aplicamos la féormula para determinar el conjunto potencia.
N (B)
22=8
3. Definimos el conjunto P(B) por tabulacion.
@, {Laptop}, {tablet}, {Iphone},

P(B) = {{Laptop, Tablet},{Laptop, Iphone}, {Tablet, Iphone},
B

-
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llustracion 69: Aparatos tecnologicos -
(Ejemplo 2)

» Ejemplo 3.

Determine un nuevo conjunto D que contenga los elementos de C € B y
posteriormente calcule el conjunto potencia de D.
Sean los conjuntos:

B = {x/xesparyx < 7}
C = {24}

1. Definimos conjuntos.
C cB=D
B ={2,4,6}
C ={2,4}
D ={2,4}

2. Qrafica.

llustracién 70: Representacion de subconjunto - (Ejemplo 3)

3. Calculamos las cardinalidades de los conjuntos.
N(B) =3
N(D) =2

4. Solucion del problema
22 =14

P(D) = {0{2}, {4}, {2,4}}
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1.9. Igualdad entre conjuntos.

1.Definicion.

* Sean A y B dos conjuntos definidos, estos son
iguales si y solo si A es subconjunto de By B es
subconjunto de A, en otras palabras, que los dos
conjuntos se contienen porigual. A = B

llustracién 71: Conjuntos
iquales

“Dos conjuntos son iguales so6lo si tienen exactamente los mismos elementos, sin
y g )
importar el orden en que estos estén dispuestos.” (Ciudad universitaria, 2013)

“A 'y B son iguales si tienen los mismos elementos, es decir, que ambos conjuntos se
contienen mutuamente.” (Espol, 2008)

1.9.1. Ejemplos.
> Ejemplo 1.

Determine si el siguiente enunciado es falso o verdadero y justifique. Sean los
siguientes conjuntos 4, B, C.

A = {quimica, matematica, fisica}
B = {matematica, fisica, quimica}
C = {fisica, matematica, quimica}

(S1A=ByB =Centonces A = C?
Si, porque A contiene los mismos elementos de B; Y

B contiene los mismos elementos de C por ende los
elementos de A estan incluidos en C.

llustracion 72: (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.
Verifique si los dos conjuntos a continuacion son iguales
A={x/x*= 16} B={x/(x+4)(x—-4)=0}
Solucion:

1. Resolvemos los conjuntos.

A={-44}
——_
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B = {4,—4}

2. Qrafica.

llustracion 73: Diagramas de venn - (Ejemplo 2)

3. Interpretacion de resultados.

Si, A = B porque los elementos que estdn en A se encuentran en B

> Ejemplo 3.

Determine si D es igual al conjunto E

D = {x/x es una carrera de Facultad de Ingenieria Industrial}

E = {Ing.industrial, ing. en teleinf ormaticas,

lic.en sistemas de informacion}

1. Qrafica.

Ing. industrial

Ing. en
Teleinformatica

Lic. En Sistemas
de Informacion

Ing. industrial

Ing. en
Teleinformatica

Lic. En Sistemas
de Informacion

llustracion 74: Diagramas de venn - (Ejemplo 3)

2. Interpretacion.

D = E, yaque el conjunto E contiene todos los elementos del conjunto D.
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1.10. Conjuntos disjuntos e Intersecantes.

1.Definicion.

» Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, los podemos denominar
disjuntos si no tienen ningun elemento comun y los denominaremos
intersecantes si estos tienen al menos un elemento en comun.

A
A= {. » ’ » - ] D }
B-{¥.0.A. O}
ANB
B
llustracion 76: Conjuntos disjuntos llustracion 75: Conjuntos intersecantes.

“Se denominan conjuntos disjuntos cuando no tienen ningun elemento en comun. Se
denominan conjuntos intersecantes cuando tienen al menos un elemento en comun.” (Ciudad
universitaria, 2013)

“Dos conjuntos cualesquiera son disjuntos si no tienen elementos en comun. Dos
conjuntos son intersecantes si y solo si tienen al menos un elemento comun” (Espol, 2008)

1.10.1. Ejemplos.
» Ejemplo 1.
Sean los conjuntos:
A = {libro, cuaderno, libreta}

B = {lapiz, pluma, boligrafo}
Determine sin son conjuntos disjuntos o intersecantes.

U
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1. QGrafica.

libro

A cuaderno B

llustracién 77: Conjunto universo del ejemplo #1

2. Notacidén matematica.
ANB =g

3. Interpretacion.
Son disjuntos ya que no tienen ni un solo elemento en comun.

» Ejemplo 2

Determine si D y E sin conjuntos disjuntos o intersecantes.

U
E
” °
Matematicas, o Geologia, AN B
fisica, g metodologia,
quimica, = inglés,
programacion o anatomia.
llustracién 78: Conjunto universo del ejemplo #2
Solucion:

A N B = {probabilidad}
Son conjuntos intersecantes porque tienen un elemento en comun.

» Ejemplo 3.

SeaAd ={2,4,6,8,10}y B = {x/x es nimero primo}, determinar si son intersecantes o
disjuntos

1. Definimos los conjuntos A y B mediante diagramas de Venn.

/
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ANnB

llustracion 79: Conjunto universo del ejemplo #3

2. Notacion matematica.
AN B = {2}

3. Interpretacion.

Son conjuntos intersecantes, ya que hay al menos un elemento que los
relaciona.

1.11. Operaciones entre conjuntos.

Los conjuntos son una coleccion ordenada o desordenada de elementos, estos se los
puede combinar de varias maneras distintas y por lo tanto se pueden realizar distintas
operaciones diferentes las cuales se mencionaran a continuacion.

1.11.1. Union.

Re 1.Definicién.

* La union entre dos o mas conjuntos es un
nuevo conjunto conformado por la
agrupacion de todos los objetos o
elementos de los conjuntos que
intervienen. El simbolo es la letra: U.

llustracion 80: Unién de conjuntos AUuB = {x/x € Aox €B}
(Las regiones pintadas
representan la union)

“Esta operacion indica la union de los elementos de dos o més conjuntos, a partir de
esto conforman un nuevo conjunto, en el cual los elementos de dicho nuevo conjunto
pertenecen a los elementos de los conjuntos originales. Cuando un elemento se repite, forma
parte del conjunto unién solo una vez.” (Rosen, 2011)

=
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“Es una operacion entre dos o mas conjuntos, mediante la cual se forma un nuevo
conjunto que tiene todos los elementos que pertenecian a uno de los originales. Su simbolo se
denota por: L.” (Ciudad universitaria, 2013)

1.11.1.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.

Sean los conjuntos: A = {Amigos de la facultad} B = {Amigos del trabajo}
Defina AUB.

AUB = {Amigos de la universidad y amigos del trabajo}

@@

llustracion 81: Amigos - (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.

SiA= {c#, C} y B = {Python,C#, C + +}, entonces AUB =?.

Solucién:
AUB = {C#,C, Python,C + +}

llustracion 82: Programacion - (Ejemplo 2)

» Ejemplo 3.

Sea CUP = { Estydlantes que saben programar en C, } . defina los
Estudiantes que saben programar en Python

conjuntos por separado y grafiquelos en un diagrama de Venn.

1. Definicion de conjuntos.

C = {Estudiantes que saben programar en C}
P = {Estudiantes que saben programar en Python}
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2. Qrafica.

Estudiantes
que saben

que saben
programar
en Python

programar
enC

Estudiantes

llustracién 83: Diagrama de Venn ejemplo #3

curp

Estudiantes que
saben programar
en C,

Estudiantes que
saben programar
en Python

1.11.2. Interseccion.

1.Definicion.

llustraciéon 84: Unién de conjuntos - Ejemplo #3

* La interseccidn entre dos conjuntos, sean
estos Ay B, es el conjunto formado por todos
los objetos o elementos que pertenecen a los
conjuntos Ay B a la vez.

ANB = {x/xeAyx € B}

Re

|

e,

llustracion 85: Interseccion de
conjuntos (Las zonas pintadas
representan la interseccion)
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“Su simbolo es: N. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, la interseccion de ambos

(A N B) es un nuevo conjunto ¢ el cual esta formado por los elementos que estan en a 'y que
estan en B.” (Rosen, 2011)

“Es una operacion entre dos o mas conjuntos, mediante el cual se forma un
nuevo conjunto que tiene los elementos que pertenecian a la vez a todos los conjuntos
originales. Se simbolo se denota por:N.” (Ciudad universitaria, 2013)

1.11.2.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.

Sean los conjuntos: A = {x/x es numero par}y B = {2,5,7,8,9}, describa por
tabulacion
ANB.

1. Definicion de conjuntos.
A= {2,4,6810,12,14,16,18,20 ...}

B = {2,5,7,8,9}
2. Solucion.
ANB={28}

3. Calculos matematicos.
N(A): La cardinalidad de A es imposible de calcular ya que es un
conjunto infinito.
N(B) =5
N(ANnB)=2

4. QGrafica.

RE ANR

llustracioén 86: Interseccién de conjuntos (Ejemplo 1)

5. Interpretacion de resultado.
La interseccion A y B estara formada por todos los elementos que estén a la vez en
los dos conjuntos.
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» Ejemplo 2.

Sean:

A = {x/x es lenguaje de programacién}
B = {Python,C#,Word, excel}

C = {Python, C#,teclado, monitor}

Defina ANBNC.

1. Definicion de conjuntos.
A = {C,C + +,C#, Python,Java, PHP ...}
B = {Python,C#,Word, excel}
C = {Python, C#,teclado, monitor}

2. Solucién del problema.
ANBNC ={Python, C#}

3. Calculos matematicos.
N(A): La cardinalidad de A es imposible de calcular ya que es un
conjunto con elementos indefinidos.

N(B) =4
N(C) =4
N(ANBNC)=2
4. QGrafica.
RE
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Teclado

monitor

llustracion 87: Interseccién de conjuntos (Ejemplo 2)

5. Interpretacion de resultado.
La interseccion A, B y C estara formada por todos los elementos que estén a la vez
en los tres conjuntos

» Ejemplo 3.

Sea C = {Matematicas, probabilidad, contabilidad, programacion },
D = {x/x es ciencia exacta } . Grafique su interseccion.

1. Definicion de conjuntos.
C = {Matematicas, probabilidad, contabilidad, programacion },
D = {Matematica}

2. Solucioén del problema.
C N D = {matematicas}

3. Calculos matematicos.
N(C) =4
N(D) =1
N(CnD)=1

4. Grafica.
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Probabilidad,

contabilidad,
programacion

cab

llustracion 88: Diagrama de Venn (Interseccién) - Ejemplo #3

5. Interpretacion de resultado.
La interseccion C y D estara formada por todos los elementos que estén a la vez en

los dos conjuntos.

1.11.3. Complemento.

Definicion.

* El complemento de un conjunto A
cualquiera es un nuevo conjunto
formado por los elementos que

A° corresponden al conjunto universal,
pero no al conjunto A. Se simboliza
llustracién 89: Complemento de un conjunto de la siguiente manera: AC.
(La region pintada representa A°) \ A={xeU/x ¢A} j

“Su simbolo es: A¢ . Sea U el conjunto universo o referencial Re , en donde se hallan
todos los elementos o objetos posibles, entonces el complemento de A con respecto a U se
obtiene restando a U todos los elementos del conjunto 4. A =U —A” (Rosen, 2011)

“Es una operacion entre el conjunto universo y de un solo conjunto, mediante el cual se

forma un nuevo conjunto que tiene todos los elementos que pertenecen al conjunto universo,
pero no al original.” (Ciudad universitaria, 2013)
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1.11.3.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.

Sea el conjunto universo U = {x/x es namero par}y B = {2,5,7,8,9}, describa
por tabulacionB€.

1. Definicion de conjuntos.

U= {24,6810,12,14,16,18,20 ...}
B = {28}

2. Solucion del problema.
B¢ ={4,6,10,12,14,16...}

3. Calculos matematicos.
N(U) = Es un conjunto infinito por lo que no es posible calcular su

cardinalidad
N(B) =2
N(B€) = Es un conjunto infinito por lo que no es posible calcular su
cardinalidad
4. Gréfica.
U
B B
2
4 10
6 8 12
14
16

llustracion 90: Diagrama de Venn del complemento del conjunto B - (Ejemplo 1)

5. Interpretacion de resultado.
El complemento de B estard formado por todos los elementos que estén a fuera de
¢l, es decir, en el conjunto universo.

» Ejemplo 2.

Sean:

El conjunto universo U = {x/x es lenguaje de programacion}
D = {Python, C#}

Defina D¢
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1. Definicion de conjuntos.
U = {C,C + +,C#, Python, Java, PHP, Rubi ... }
D = {Python, C#}

2. Solucion del problema.
D¢ = {C,C + +, python, java, php, rubi ...}

3. Calculos matematicos.
N(U) = Es un conjunto infinito por lo que no es posible calcular su

cardinalidad
N(D) =2
N(B€) = Es un conjunto infinito por lo que no es posible calcular su
cardinalidad
4. Grafica.
U
DC
D
python
C PHP
Ctt Ct Rubi
java

llustracién 91: Diagrama de Venn del complemento del conjunto D - (Ejemplo 2)

5. Interpretacion de resultado.
El complemento de D estard formado por todos los elementos que estén afuera de
él.

» Ejemplo 3.

Sea U = {Matematicas, probabilidad, contabilidad, programacion },

F = {x/x es ciencia exacta } . Grafique el complementario de F.

1. Definicion de conjuntos.

C = {Matematicas, probabilidad, contabilidad, programacion },

F = {Matematica}

2. Solucioén del problema.
F¢ = {probabilidad, programacién, contabilidad}

3. Calculos matematicos.

Pagina | 52



-

N\

NU) =4

N(F)=1
N(F¢) =3
4. Grafica.
U
Fc
Probabilidad
Matematicas
programacion contabilidad

llustracién 92: Diagrama de Venn - Ejemplo 3

5. Interpretacion de resultado.

El complemento de F estard formado por todos los elementos que estén afuera de
¢l, es decir, en todo el conjunto universo menos F.

1.11.4. Diferencia.

Definicion.

* El conjunto diferencia es aquel que
esta formado solamente por los
elementos que forman parte de A
pero no de B. Se simboliza de la
siguiente manera:(A — B).
A—B{x/x € A"x & B}

)

J

Re

llustracion 93: Diferencia de conjuntos
(A-B)

“Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, la diferencia consiste en restar de A todo
elemento que esté en B, se puede representar tambien con el simbolo de resta A — B , es decir,
es un nuevo conjunto que tiene a los elementos que estan en A, pero no en B.” (Rosen, 2011)

“Es una operacion entre dos conjuntos cualesquiera, mediante la cual se forma un nuevo
conjunto que tiene todos los elementos que pertenecen al primero, pero no al segundo conjunto.
Se denota mediante el simbolo —.” (Ciudad universitaria, 2013)
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1.11.4.1. Ejemplos.
» Ejemplo 1.

Sea A = {x/x esnameropar}yB = {2,4,5,7,8,9}, describa por tabulacion
A—B.

1. Definicion de conjuntos.

A= {2,46810,12,14,16,18,20 ...}
B = {2,4,5,7,8,9}

2. Solucion del problema.
A—-B =1{6,10,12,14,16,18,20 ... }

3. Calculos matematicos.
N(A) = Es imposible calcularla ya que es un conjunto infinito
N(B) =6
N(B€) = Es imposible calcularla ya que es un conjunto infinito
N(A — B) = Es imposible calcularla ya que es un conjunto infinito

4. Grafica.
RE
ANR
llustracién 94: Diagrama de Venn de los conjuntos A 'y B - (Ejemplo 1)
RE
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llustracion 95: Diagrama de Venn del conjunto A-B - (Ejemplo 1)

5. Interpretacion de resultado.
La diferencia de los conjuntos A — B estara formada por todos los elementos que
estén en A y no en B.

» Ejemplo 2.

Sean:

A = {x/x es lenguaje de programacion}

B = {Python, C#,Word, excel}

Defina A — B.

1. Definicion de conjuntos
A = {C,C + +,C#,Python, Java, PHP ...}
B = {Python,C#,Word, excel}

2. Solucion del problema.
A-B={C,C+ +,Java, PHP ...}

3. Calculos matematicos.
N(A) = Es imposible calcularla ya que es un conjunto indefinido
N(B) =4
N(B€) = Es imposible calcularla ya que es un conjunto indefinido
N(A — B) = Es imposible calcularla ya que es un conjunto infinito

4. GQGrafica.
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RE

llustracién 96: Diagrama de Venn de los conjuntos A 'y B - (Ejemplo 1)

RE

llustracién 97: Diagrama de Venn del conjunto A-B - (Ejemplo 1)

ANR

5. Interpretacion de resultado.
La diferencia de A — B estara formada por todos los elementos que solo estén en A.
» Ejemplo 3.
Grafique B — A
Sean:
A = {x/x es un nimero mayor que 0}
B = {x/x es numero menor que 3}
1. Definicion de conjuntos.
A = {1,2,3,45,6,7,89,10 ...}
B = {-1,0,1,2}
2. Solucion del problema.
B—-A={-1,0}
3. Calculos matematicos.

N(A) = Es imposible calcularla ya que es un conjunto indefinido.
N(B) =4

N(B€) = Es imposible calcularla ya que es un conjunto indefinido.

N(B — A) =2
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4. QGrafico.

llustracién 98: Diagrama de Venn - Ejemplo 3

., ({/ustracién 99: Diagrama de Venn - Ejemplo 3
5. Interpretacion de resultado.

La diferencia de A — B estara formada por todos los elementos que solo estén en A.
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1.11.5. Diferencia simétrica.

Definicion.

 La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B cualesquiera es un
nuevo conjunto formado por todos los elementos que corresponden

a Ao B pero no a ambos conjuntos. Se simboliza de la siguiente
manera: A A B.

“Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, la diferencia simétrica entre dichos conjuntos

es un nuevo conjunto que tiene los elementos que se hallan en A o bien en B, pero no en ambos
alavez.” (Rosen, 2011)

“La diferencia simétrica entre los conjuntos A y B es un conjunto nuevo que se crea por
elementos que pertenecen al conjunto A o B pero no a ambos.” (Espol, 2008)

llustracién 100: Diferencia simétrica A A B — Las zonas pintadas de
naranja representan la diferencia simétrica

1.11.5.1. Ejemplos.
» Ejemplo 1.
Sean:
A = {x/x es lenguaje de programacion}
B = {Python, C#,Word, excel}
Defina A AB.
1. Definicion de conjuntos.

A = {C,C + +,C#,Python,Java, PHP}
B = {Python, C#,Word, excel}

2. Solucion del problema.
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AAB ={C,C+ +,]Java, PHP,word, excel}

3. Calculos matematicos.
N(4) =6
N(A%)=4
N(B) =4
N(B¢) =6
N(B—-A) =2
N(A-B)=4
N(AAB) =6

4. QGrafico.
RE

ANR

llustracion 101: Diagrama de Venn de los conjuntos A y B - (Ejemplo 1)

RE

AAB

llustracion 102: Diagrama de Venn del conjunto AAB - (Ejemplo 1)

5. Interpretacion de resultado.
La diferencia de A A B estara formada por todos los elementos que estén en A y que
estén en B, pero no en ambos, Osea, en su intercepcion.

» Ejemplo 2.
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Dado un conjunto D, conformado por nombres de estudiantes que piensan que
Python es mas sencillo que C:

D = {Kelvin, Pedro, Martha, Karla, Melissa}

y un conjunto E constituido por nombres de estudiantes que piensan que C y Python
son sencillos:

E = {Melissa, Pedro, Martha, Karla, Max, Linger}

Calcule de Diferencia Simétrica de D — E:

1. Definicion de conjuntos.
D = {Kelvin, Pedro, Martha, Karla, Melissa}
E = {Melissa, Pedro, Martha, Karla, Max, Linger}

2. Solucidn del problema.
D AE = { Max, Kelvin, Linger}

3. Calculos matematicos.

N(D) =5

N(D¢)=

N(E)=6

N(E®) =

N(D —E) =
N(E-D) =
N(DAE) =3

4. QGrafico.
RE

D neE

Kelvin

llustracién 103: Diagrama de Venn de los conjuntos A y B - (Ejemplo 1)

RE
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DAE

Kelvin
Linger
Max

llustracion 104: Diagrama de Venn del conjunto DAE - (Ejemplo 1)

5. Interpretacion de resultado.
La diferencia de D A E estar4 formada por todos los elementos que estén en A y que
estén en B, pero no en ambos.

» Ejemplo 3.
Sean:
A = {x/x es un nimero mayor que 0}
B = {x/x es numero menor que 4}
Grafique B A A.

1. Definicion de conjuntos.
A = {1,2,3,456,7,89,10 ...}
B = {-1,0,1,2,3}

2. Solucion del problema.

BAA={-1,045,6778910..}

3. Célculos matematicos.
N(A) = Es imposible calcular la cardinalidad ya que es un conjunto

indefinido.
N(B) =5
N(B€) = Es imposible calcular la cardinalidad ya que es un conjunto

indefinido.
N(A — B) = Es imposible calcular la cardinalidad ya que es un conjunto

indefinido.
N(B—-A) =2
N(BAA) = Es un conjunto indefinido.
4. Qrafico.
RE
/
Pagina |61



ANR

llustracién 105: Diagrama de Venn de los conjuntos A y B - (Ejemplo 3)

RE

AAB

llustracion 106: Diagrama de Venn del conjunto AAB - (Ejemplo 3)

5. Interpretacion de resultado.
La diferencia de B A A estard formada por todos los elementos que estén en B y en
A.

1.12. Propiedades de las operaciones entre conjuntos.

Nombre de las Union Interseccion
propiedades
Idempotencia AUA=A ANA=A
Asociativa AUBUC)=(AuB)UC AUBUC)=(AuB)UC
Conmutativa AUB=BUA ANB=BNA
Identidad AUuop=A ANRe=A
Absorcion A URe=Re ANoe=9¢

Tabla 1: Propiedades fundamentales de las operaciones entre conjuntos.

=
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Nombre de las
propiedades

Complementacion
Involutiva

Distributivas
De Morgan

De la diferencia

Inclusion

Reglas de conteo

1.13. Cardinal

Propiedades

dC=U UC=¢
(A9 C=A

AUBNC)=(AUB)N(AUCQ)
ANBUC)=(ANB)U(ANC)
(AUB)c=A°NB°

(ANB)c=A°UB*

A-B=ANB°

¢
A
AC
¢

-U
-9
-A
-A

>6 Cp >

CA

0CS A

AcCU

ASBABCSCA<A=B

ACSBABCC=>ACcCC
IJAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|[ANB|-BNC|—|CNA|+|AN
BN C|

|A UB|=]|A|+B|-|A N B]
JAUB|=|A-B|+|ANB|+|B—-A]

|A|=|A—B|+BNA|

Tabla 2: Otras propiedades de las operaciones entre conjuntos

idad de conjuntos por diagramas de Venn.

Es posible determinar la cardinalidad de cualquier conjunto de elementos o objetos los
cuales sean contables mediante operaciones de cardinalidad.

1.13.1. Ejercicio

> Ejemplo 1.

S.

Determine el porcentaje de alumnos que practican los siguientes lenguajes de
programacion C y Python, si al entrevistar a 1000 estudiantes se obtuvieron los siguientes

resultados.

500 estudiantes practican C
600 estudiantes practican Python

150 no practican
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N(Re) = 1000

N(C) = 500

N(P) = 600

N[ Re — (CUP)] = 150

Calculando la cardinalidad de la union entre estos dos conjuntos se obtiene:
N(CUP)=N(C)+ N(P)- N(C n P)

N(C U P)=1000- 150 = 850

Calculando la cardinalidad de la interseccion entre estos dos conjuntos se obtiene:
N(CUP)=N()+ N(P)- N(C n P)

Despejando tenemos:

N(C nP) =N(C)+ N(P)- N(CUP)
N(C n P) = 600 + 500- 850 = 250

[lustrandolo en un diagrama de Euler-Venn
Re

C P

150

llustracién 107: Diagrama de Venn

> Ejemplo 2.

En el curso 3-2 de la carrera de ingenieria en sistemas, de la universidad de Guayaquil,
hay 45 alumnos, a 20 alumnos les gusta Calculo 111, a 30 alumnos les gusta probabilidad
y estadistica y a 10 les gustan ambas asignaturas. Determine (C U P)¢

1. Definicion de conjuntos.
Sean los conjuntos:
U = {x/x estudiantes del curso 3 — 2 de la carrera de ing. en sistemas}
C = {x/x le gusta calculo 111}
P = {x/x le gusta probabilidad y estadistica}

2. Definiciones matematicas.

—
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N(C) = 20
N(P) = 30

N(CNP)=10
N(C-P) =10
N(P - C) =20

3. Solucion
Sabiendoque: |AUB| = |A| + |B|-|ANB|

Entonces:
N(CuP)=20+30—-10=40

N(CuP)t =5
4. QGrafica.

Re

5

llustracién 108: Diagrama de Venn (Ejemplo 2)

» Ejemplo 3.

En la facultad de ingenieria industrial se realizé una encuesta a 200 personas para saber
que lenguaje de programacion preferian para aprender al inicio, se obtuvo:

50 prefieren C; 65 prefieren C#; 77 prefieren Python; 100 prefieren C o C#; 105
prefieren C# O Python; 110 prefieren C o Python; 10 personas prefieren C y Python,
pero no C#.

Determine la cardinalidad de (C N C# N P)

Re
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llustracion 109: Diagrama de Venn (Ejemplo 3)

1. Definiciones matematicas.

N(CUP) = N(C) + N(P) = N(C n P)
110 =50+ 77 — N(Cn P)
N(CNP)=50+77—-110

N(CNP)=17

N(C#UP) = N(C#) + N(P) — N(C# N P)
105 = 65+ 77 — N(C# N P)
N(C#n P) =65+ 77 — 105
N(C#nP) =37

N(CUC#) = N(C) + N(C#) — N(C N C#)
100 = 50 4+ 65 — N(C# N P)
N(C n C#) =50 + 65 — 100
N(CnC#) =15

2. Solucion
N(CnC#nNnP)=7

1.14. Ejercicios propuestos.

Ejercicio 1: Dado los siguientes conjuntos:
A= {+}
B = {x/x es par,impar y primo a la vez}
C={ab,cdef, g}

>
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D = {x/x es nimero de granos de arena de la playa}
Determine qué clase de conjuntos relevantes son.

Ejercicio 2: Sea el conjunto universo Re = {2,6,7,10,11,12,14,15,16,17,18,20} y el
conjunto a = {x/x es namero par} formado por elementos del conjunto referencial.
Determine A°.

Ejercicio 3: Justificar que el conjunto
B = {ing. En sistemas, ing. En teleinformatica, ing. Civil, ing. Networking} no
es subconjunto de € = {x/x es rama de la medicina}.

Ejercicio 4: Define por extension cada uno de los siguientes conjuntos:
a) {x/x esun niumero entero que verifica 4 <x < 8}
b) {x/x es entero positivo multiplo de 7}
¢) {x € R/(3x+2) (x+3) =0}

Ejercicio 5: En el conjunto formado por todos los numeros naturales menores que 100, decir
Cuantos nimeros hay que no son multiplos ni 3 ni de 4.

Ejercicio 6: Cuales de los siguientes conjuntos son vacios, unitarios, finitos o infinitos
d) A= {x/xesdiadelasemana}
e) G=1{1,3,5,7,9,.....}
f) I= {x/x esun satélite}
g) H={x/x10,20,30,40,50,60,70,80,90}

Ejercicio 7: Se hizo una encuesta a 200 desarrolladores acerca del lenguaje de programacion
donde preferian hacer sus proyectos y se obtuvo los siguientes resultados:

170 programaban en C

90 programaban en PHP

100 programaban en Python

20 programaban en ¢ y PHP

18 programaban en PHP y Python

70 preferian programar en ¢ y Python, pero no en PHP.

Determine el namero de personas que no prefieren estos lenguajes.

Ejercicio 8: Se pregunté a 50 alumnos de la carrera de ingenieria en teleinformatica de la
universidad de Guayaquil sobre el tiempo que tarda en entender una nueva clase de
programacion c, obteniendo los siguientes resultados: 20 estudiantes tardan de 1 a 2 dias, 12
tardan de 2 a 4 dias y 5 a 6 dias, 10 no tardan nada en entender una nueva clase.

Con estos datos averiguar:
e El ntimero de alumnos que tarda en entender una nueva clase de 5 a 6 dias.

e El ntimero de alumnos que solo tardan de 5 a 6 dias.
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e El numero de alumnos que tardan de 1 a 2 dias, de 2 a 3 dias, y de 5 a 6 dias en
entender nueva clase.

Ejercicio 9: Determinar la diferencia en los siguientes conjuntos:

Sean:
S={a,b,c, d}
T={f,b,d, g}

A=1{1,2,3,456
B={4,5,8, 10,12}

Ejercicio 10: Se dice que 420 personas ven los canales D, E o F ,120 ven el canal D, 220 ven
el canal E'Y 110 no ven el canal F, los que ven por lo menos 2 canales son 130 ;cudntos ven
los tres canales?

Ejercicio 11: Dados los siguientes conjuntos, represente mediante un Diagrama de Venn la
solucidn a cada operacion de conjuntos e indique qué elementos forman la solucion.

U=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13}

A={4,8 11,14} B=1{4,8,12, 16,20}
C=1{1,2,3,10,12,15} D=1{1,4,6,7,17}

a) AUB
b) BuC
¢c) EnD
d AucC
e) (AnD)’

Ejercicio 12: Se pregunta a 11 estudiantes de la carrera de licenciatura en sistemas de
informacion de la universidad de Guayaquil acerca de sus preferencias en reemplazar el
lenguaje de programacion c¢ con el lenguaje de programacion Python. Se obtuvieron los
siguientes resultados: 7 si prefirieron el reemplazo de lenguaje de programacion c por el
lenguaje Python, el nimero de estudiantes que prefirieron el reemplazo de los lenguajes fue
igual al nimero de estudiantes que no prefirié ninguno de las dos opciones, 3 estudiantes
manifestaron que no prefieren el reemplazo del lenguaje ¢ por el lenguaje Python. Se desea
saber

-
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e ,Cuantos estudiantes si prefieren el reemplazo del lenguaje ¢ por el lenguaje
Python?
e ;Cuantos estudiantes prefieren continuar con el lenguaje de programacion c?

e ;Cuantos estudiantes manifestaron que les era indistintos el reemplazo de
ambos lenguajes de programacion?

Ejercicio 13: Se pregunt6 a un grupo de 10 de la facultad de ingenieria industrial mencionando
cual de dos bloques se le hizo més facil y sencillo de analizar: bloque 1 y bloque 2.

[n = int{input(“Ingrese un numero positivo: “)) [ BLOQUE 1 ]
int n;

printf(“Ingrese un numero positivo: ”);

Scantt™%d &n')

Y se obtuvieron los siguientes resultados: todos eligieron que prefieren uno de los
bloques, 3 estudiantes manifiestan que prefieren el bloque 1 pero no el bloque 2, 6
estudiantes dijeron que no prefieren el bloque 2. Se desea saber:

e ;Cudantos de los encuestados eligieron el bloque 2?
e ;Cuantos de los encuestados eligieron el bloque 1?
e ;Cuantos de los encuestados eligieron los dos bloques?

Ejercicio 14: Se hizo una encuesta entre mil estudiantes de la universidad de Guayaquil para
determinar cudl es la operacion que realiza todo el bloque 1y 2. 400 respondieron que calcula
la factorial de un niimero, 300 respondieron solo validan que se cumpla una condicion. De las
cantidades anteriormente mencionadas, 275 corresponde al nimero de estudiantes que realiza
ambas operaciones para llegar al mismo resultado en los dos bloques de codigo.

e ,Cuantos alumnos encuestados decidieron que la operacion que realiza es de
calcular factorial de un nimero?

e ;Cuantos alumnos entrevistados eligieron la operacion solo validan que se
cumpla una condicién?

e ;Cuantos alumnos encuestados no eligen ninguna de las operaciones?

Ejercicio 15: En una encuesta que se realiza a la universidad de Guayaquil 100 estudiantes
obtienen los siguientes puntajes estimados durante los primeros meses de estudio de
programacion en c, de los cuales 65 obtuvieron el puntaje de 2 a 3 puntos, 25 estudiantes
obtuvieron de 4 a 5 puntos y de 2 a 3 puntos, y 15 estudiantes obtuvieron de 0 a 1 punto.

e ;Qué estudiantes obtuvieron ninguno de los dos puntajes mencionados?
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Ejercicio 16: De un total de 60 alumnos de primer semestre de la carrera de ingenieria en
teleinformatica de la facultad de ingenieria industrial de la universidad de Guayaquil, 15
determinan que la operacién es crea una funcién que retorna la suma de dos nimeros, 11
determinan que la operacion es crea una funcion que retorna la suma de dos numeros y declara
e inicializa valores de una variable, 12 repite mientras se cumple la condicion n<0, 8
determinan que la operacion es crea una funcion que retorna la suma de dos nlimeros y repite
mientras se cumple la condicion n<0, 10 determinan que declara e inicializa valores de una
variable, 5 determina que declara e inicializa valores de una variable y repite mientras se
cumple la condiciéon n<0, y 3 indica que realiza las 3 operaciones.

Determina:

e ;Cudantos no escogen ninguna de las opciones?

e ;Cuantos indican que la operacidn se repite mientras se cumple la condicion
n<0?

e ;Cuantos indican que no es la operacion que declara e inicializa valores de una
variable y repite mientras se cumple la condicion n<0?

e ;Cudantos indican que la operacion es crear una funcion que retorna la suma de
dos numeros?

Ejercicio 17: Se pregunt6 a unos cuantos estudiantes de la universidad de Guayaquil sobre la
metodologia de ensefianza de la materia de programacién es la correcta. Y se obtuvieron los
siguientes resultados: 48 estan parcialmente de acuerdo, 40 le es indiferente, 34 estan
parcialmente en desacuerdo, 25 estdn parcialmente de acuerdo y le es indiferente, 14 le es
indiferente y estan parcialmente en desacuerdo, 23 estdn parcialmente de acuerdo y
parcialmente en desacuerdo y 3 de los estudiantes eligieron las 3 opciones. Se pide:

e [lustrar el problema con un diagrama de venn el nimero de estudiantes
encuestados.

e ;Cuantos de los estudiantes eligieron solo una de las 3 opciones (parcialmente
de acuerdo, indiferente, y parcialmente en desacuerdo)?

Ejercicio 18: Se llevo a cabo una investigacion a mil estudiantes de la universidad de
Guayaquil en la facultad de ingenieria industrial determinar si el estudiante se percatd que los
bloques de codigo numero 1 estdn programado en lenguaje Python, 300 si se percataron del
lenguaje utilizado. De las cantidades anteriormente mencionadas, 275 estudiantes no se
percataron del lenguaje usado en los bloques niimero 1.

e ;Cuantos estudiantes encuestados si se percatan que los bloques de codigo
nimero 1 estan programado en lenguaje c?

e ;Cudantos estudiantes encuestados no se percatan que los bloques de codigo
nimero 1 estan programado en lenguaje c?

e ,Cuantos estudiantes encuestados no escogen ninguna de las opciones?
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Ejercicio 19: Se realiza una encuesta a 11 estudiantes de la carrera de ingenieria en
teleinformatica de la universidad de Guayaquil sobre los dos resultados de codigo se le hizo
mas facil y sencillo de analizar y llegar al resultado:

Def fact_1 (n): Bloque 1 | Int fact_1 (n) { Blogque 2

Total =1

While n > 1: while (n >1) {
total =n total™= n;
n-=1 n-=1;}
return total / return total:} ./

El nimero de estudiantes que prefirieron uno solo de los bloques de codigo fueron 7, el
nimero de los estudiantes que prefirieron ambos bloques fue igual al nimero de
estudiantes que no eligieron ninguno de los dos bloques, el nimero de los estudiantes
que no prefirieron el bloque 1 y prefirieron el bloque 2 fueron 3. Se desea saber:

e ;Cuantos estudiantes prefieren el bloque de codigo nimero 1?
e ;Cuantos estudiantes prefieren solamente el bloque de cddigo niimero 2?
e ;Cuantos estudiantes prefieren ambos bloques de c6digo?
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TECNICAS DE CONTEO

Introduccién /\

. Muchas veces en nuestra vida diaria se
& f.*’ ‘\ ol % presentan situaciones en las que hay calculos dificiles
® .o de realizar a simple vista 0 mentalmente y pues es
E A " necesario acudir a computadoras o maquinas para que

: al ”'*' .9"’ hagan ese trabajo por nosotros.
§ 10 u\\ Por lo general, siempre nos vamos a encontrar con
.".A,-B n (4 algin tipo de problema, los cuales se nos pueden
s - presentar en distintos campos como medicina,

llustracion 110: Técnicas de conteo ingenieria, industrias, ciencias, etcétera. Los

problemas representativos en estas areas predican la
prediccion de lo que sucedera en circunstancias donde se incluye elementos conocidos (o
mesurables) y aleatorios. En este capitulo hablaremos sobre las técnicas de conteo, las
cuales nos son de mucha utilidad en nuestra vida diaria.

Contenido.

¢ Técnicas de contee,
* Principio aditivo.

% Regla multiplicativa.
¢ Resolucion por diagrama de arbol.
Factorial de un numero

Combinaciones.
Permutaciones. '




2. Técnicas de conteo.

1.Definicion.

* Las técnicas de conteo sirven para hacer
sencilla la enumeracion de posibles resultados
de un determinado evento complejo de
cuantificar.

llustracion
111:Técnicas de

“Las técnicas de conteo son usadas para enumerar los eventos con un gran niimero de
posibles resultados que serian tediosos listar y cuantificar.” (Ramirez, 2012)

“Las técnicas de conteo son aquellas herramientas usadas para facilitar la enumeracion
de eventos dificiles de contar.” (Reynoso, 2015)

2.1.  Principio aditivo.

/‘ 1.Definicion. ~N

*+ Sea A, una suceso que cuentan con m,ny w
formas distintas, de ser realizado y teniendo en
cuenta que los eventos no pueden realizarse
juntos, entonces el suceso A se realizara de (m +

\_ n + w ) formas distinas. )

llustracion 112:
Principio aditivo

“Al realizarse una actividad que tiene varias alternativas para ejecutarse, donde la
primera de esas alternativas puede ser realizada de M maneras, la segunda de N maneras y la
ultima puede ser realizada de W maneras, entonces las opciones se calculan: PA =
[m+n+w..] maneras. “ (Sanchez, 2016)

“Conjeturemos que un evento A se puede realizar de m maneras distintas y otro evento
B de n maneras distintas, de tal manera que ambos eventos no se den juntos, entonces el evento
A o B se realizara de (A + B) maneras distintas.” (Instituto de ciencias matematicas, 2006)

2.1.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1
En la facultad de Carrera de ingenieria en sistemas se imparten 3 cursos distintos de
programacion, 3 cursos distintos de matematicas y 3 cursos distintos de estadistica. ;De
cuantas maneras un estudiante puede escoger uno de los cursos?
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3 + 3 + 3 = 9 maneras.

.
llustracién 113: Estudiante
pensando - (Ejemplo 1)

» Ejemplo 2.

Un medicamento se vende en 2 locales de Pert1 y en 3 locales de Ecuador. Si se puede
obtener estos medicamentos en Ecuador y Peru. ;De cuantas maneras se puede comprar
la medicina?

Por el principio aditivo: 2 + 3 = 5 maneras.

llustracion 114:
Medicamentos - (Ejemplo 2)

Ejemplo 3.

En una universidad se ensefian 2 lenguajes de programacion sencillos, 3 complejos y 2
intermedios. ;De cudntas maneras los estudiantes pueden adquirir conocimiento en los
distintos lenguajes de programacion?

Por el principio aditivo: 2 + 3 + 2 =7

I

llustracién 115: Universidad -
(Ejemplo 3)

2.2. Regla multiplicativa

1.Definicion.

» Sean A y B dos eventos que pueden ser
realizados en forma independiente de m y n
maneras distintas, respectivamente,
entonces ambos eventos pueden darse de

llustracién 116:
Reaqla multiplicativa

(m * n) maneras distintas.

“Conjeturemos que un evento X se da en m maneras, aparte de este evento, hay un
segundo evento Y que puede ocurrir en n maneras. Entonces la combinacion de X y Y ocurre

en (m x n) maneras distintas.” (Lipson & Lipschutz, 2009)
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“Un suceso puede realizarse en x1 maneras distintas y un segundo suceso puede
llevarse a cabo de x2 maneras distintas, y asi sucesivamente, entonces el nimero de maneras
distintas en que puede realizarse el experimento es: (x1 * x2 * ...).” (Flores, 2012)

2.2.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.

Dos estudiantes de ingenieria en sistemas estan en la biblioteca estudiando
programacion y hay 7 libros sobre el tema ;De cuantas maneras pueden estudiar si
cada uno debe estudiar en un libro diferente para concentrarse mejor?

1. Andlisis.
El primer estudiante puede escoger cualquiera de los
7 libros y el segundo tendra 6 para estudiar, ya que
debe estudiar en uno diferente.

2. Solucion.
El nimero de maneras en que pueden estudiar es de:
7 * 6 = 42 maneras.

» Ejemplo 2.

ot

llustracion 117: Estudiantes
- (Ejemplo 1)

N
A

En la carrera de ingenieria en teleinformatica hay 4 profesores (uno en un curso
distinto) que dan programacion [ y matematicas I ;De cuantas maneras puede un grupo
de estudiantes ver programacion y matematicas en un curso distinto?

1. Analisis.

Un grupo de estudiantes pueden ver programacion I
con cualquiera de los 4 profesores, pero para ver
matematicas solo lo puede hacer con 3 de los
restantes.

2. Solucion.
4 x 3 = 12 posibles formas.

» Ejemplo 3.

n\\} L

llustracion 118: Profesores -
(Ejemplo 2)

En una estanteria hay una caja con 4 libros de programacion, dos de C y 2 de Python

y se extraen 3 libros de uno en uno ;Cudntas formas hay de

seleccionar los libros?

1. Analisis.

Al extraer el primer libro puede extraerse de 4 maneras, pero al extraerse el segundo
son 3 maneras ya que solo quedan esas 3 opciones, al extraer el tercero solo quedan

de 2 maneras.
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2. Solucion.
4 * 3 x 2 = 24 posibles formas.

llustracion 119: Estanteria
con libros - (Ejemplo 3)

2.3.  Resolucion por diagrama de arbol.

1.Definicion.

/- * Un diagrama de arbol permite la representacion grafica de \
todos los arreglos o posibles soluciones que se pueden formar

con los elementos pertenecientes a un conjunto, el cual tiene

una serie de maneras de realizarse. En la imagen podemos

ver al conjunto X el cual tiene 2 posibilidades de poder ser
resuelto A1, A2. La siguiente rama consta de eventos distintos,

B1, B2 que se realizan después de ocurrir A1.

@/% a@@@
/ \@——)ﬁm@

S0 = 9
&/ L S -

SR — & m@
\%/@ e

Nes— a l &

\g. % > T
Nesas—r e §

llustracién 120: Ejemplo de diagrama de
arbol

“Es la representacion grafica de un caso que consta de varios eventos, donde cada uno
de los eventos tiene un nimero cuantificable de formas de ser darse.” (Ramirez, 2012)

“El diagrama de arbol es la representacion grafica de un experimento que tiene n pasos,
donde cada paso tiene un niimero finito de maneras de realizarse.” (Reynoso, 2015)

2.3.1. Ejemplos.
» Ejemplo 1.

Un estudiante de ingenieria en sistemas diariamente estudia programaciéon en C y en
Python, al ir a una biblioteca encuentra que hay 3 libros de programacion en Cy 2 en
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Python. Grafique mediante diagrama de arbol de cuantas maneras el estudiante puede
escoger libros para estudiar

1. Analisis.

Se sabe que el estudiante a diario estudia programacion en C y Python y tiene a su
disposicion 3 libros de programacion en C y 2 de programacion en Python, pero no
puede estudiar ambos a la vez.

2. Solucioén
3 libros C x 2 libros Python = 6 maneras.

3. Interpretacion.

1" libro de Python 1 libro de C 1°* forma

1" libro de Python 2% Jibro de C 2% forma

1" libro de Python 3% libro de C 3°? forma

29 Jibro de Python 1°" libro de C 4" forma

2% ]ibro de Python 2% Jibro de C 5' forma

29 Jibro de Python 3¢ libro de C 6% forma
4. Gréfica.

o Jo
(P (S

\ oo )
llustracién 121:
Estudiantes - (Ejemplo 1) @ o

» Ejemplo 2.
En la facultad de ingenieria industrial de la universidad de Guayaquil hay 3 carreras:
ingenieria en teleinformatica, licenciatura en sistemas de informacion e ingenieria
industrial. El nimero de estudiantes de la facultad se divide en: la
primera el 30%, la segunda ¢l %30 y la ultima ¢l %40. Los hombres estan repartidos
de manera uniforme, siento el 70% del total de cada carrera. Cudl seria el porcentaje
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de posibilidad de poder encontrar a un hombre en la carrera de ingenieria en
teleinformatica.

1. Andlisis.
Se sabe que en la facultad hay tres carreras y sus estudiantes se distribuyen el 30%
en teleinformatica, 30% Lic. En sistemas de informacion y el 40% en industrial, a

lo cual, completan el 100%. Y que en cada facultad el 70% son hombres, por ende,
el 30% son mujeres.

2. Solucion.

0.30 = 0.70 = 0,21
0,21 * 100 = 21% de posibilidades

3. Qrafica.

0%
telainformatca

Ing.
indystrial

@ llustracion 122: Estudiantes -
(Ejemplo 2)

30%
Informacion

40%

ndusinal - /—_ @

» Ejemplo 3.

Una persona a diario para va a la oficina y tiene que ir vestido formalmente, al abrir su
armario encuentra que tiene 4 camisas, 3 pantalones y 1 par de zapatos. ;De cuantas
maneras posibles la persona puede vestirse?
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. Analisis.

Se sabe que el oficinista cuenta con 4 camisas, 3 pantalones y 1 par de zapatos,
para lo cual, en un dia parar ir a la oficina solo puede utilizar una prenda por clase,
es decir, 1 par de zapatos, 1 camisay 1 pantalon.

Solucién

4 camisas * 3 pantalones * 1 par de zapatos =
12 maneras de vestir

Interpretacion del problema.

llustracion 123: Oficinista - (Ejemplo 3)

Zapatos 1 Pantalon 1 Camisa 1 lera manera
Zapatos 1 Pantalon 1 Camisa 2 2da manera
Zapatos 1 Pantalon 1 Camisa 3 3era manera
Zapatos 1 Pantalon 1 Camisa 4 4ta manera
Zapatos 1 Pantalon 2 Camisa 1 Sta manera
Zapatos 1 Pantalon 2 Camisa 2 6ta manera
Zapatos 1 Pantalon 2 Camisa 3 7ma manera
Zapatos 1 Pantalon 2 Camisa 4 8va manera
Zapatos 1 Pantalon 3 Camisa 1 9na manera
Zapatos 1 Pantalén 3 Camisa 2 10ma manera
Zapatos 1 Pantalon 3 Camisa 3 11ava manera
Zapatos 1 Pantalon 3 Camisa 4 12ava manera
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4. QGrafica.

llustracién 124: Diagrama de arbol - (Ejemplo 3)
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2.4. Factorial de un namero.

1.Definicion.
e N

« El factorial de un numero n positivo se
expresa por n!. Su definicibn matematica es:

| 1 m=0
e 1!
n(n — 1)!;n€EN

- /

llustracién 125:
Representacién del factorial

“Factorial es el producto de los enteros positivos desde 1 hasta n, se denota por n!.

n'=1x2x3x...x(n—2)(n—1)n

De tal manera que, 1! = 1 y n! = n(n — [)!. También 0! = 1.” (Lipson & Lipschutz,

2009)

Sea n un entero positivo, el factorial de dicho nimero se calcula: (Higgins, 2008)

{1 ;n=20
n!

nn—1;n>1
2.4.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
Calcular el factorial de 4

4! = 4x3x2x1 = 24

» Ejemplo 2.
Encuentre el factorial de 6

6! = 6x5x4x3x2x1 =720

» Ejemplo 3.

Calcule ;Cuantos ordenamientos se puede hacer con 10 cartas?

llustraciéon 126: Cartas - (Ejemplo 3)

10! = 10x9x8x7x6x5x4x3x2x1
= 3628800
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2.5. Combinaciones.

1.Definicion.

~, 8Psdecas 8
* Una combinacién son todos los arreglos wmwmw
que se pueden hacer con los elementos n, 8BS LS SHIBSH

de un conjunto, tomando m de ellos a la
vez, donde su ordenamiento es irrelevante P 89 B@@Q@@

y teniendo en cuenta que n>m. Su Q@
.y n!
notacion es: c, =

(n—-m)!m! / llustracion 127:
Combinaciones de dados

"La combinacién de n objetos tomando r a la vez, de un conjunto X, es cualquier
eleccion de los elementos, donde el orden no importa. Es simplemente un subconjunto de X

con r elementos. Dichas combinaciones se denotan por: C(n,r) = (n_nr!)lrl “. (Lipson &
Lipschutz, 2009)

“Una combinacion es un subconjunto de los elementos de un conjunto cualquiera, sin
tener importancia el orden de ellos.

El nimero de combinaciones, por r objetos, que pueden tomarse de un conjunto de n elementos
|
es: nCr = ———. (Puttaswamy, 2010)

(n—-r)!'1!

2.5.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En una clase de programacion de 20 alumnos se van a entregar 3 premios iguales por
ser el curso que desempeiia en el lenguaje de programacion C. Calcule de cuantas

maneras se pueden entregar los premios si una persona no puede recibir mas de un
premio.

1. Analisis.

Hay 20 posibles candidatos a los que se puede premiar sin importar el orden, pero
solo hay 3 premios, y no se puede premiar mas de una vez a un ganador, por lo
tanto, habria que aplicar la féormula de combinatoria sin repeticion.

2. Solucion.

2 20!
3 = ——
31(20 - 3)!

S0OO

= 1140

H

. O K=
llustracion 128: Medallas -

(Ejemplo 1)
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» Ejemplo 2.
Se tiene un anfora de 5 bolichas negras, 4 blancas y 3 plomas de dicha anfora se
extraen al azar 4 bolichas ;De cuantas formas se pueden extraer las 4 bolichas?

1. Analisis.

En dicha anfora se tiene un nimero determinado de bolichas de las cuales no
importa el orden en que se saquen, todas son bolichas, por lo tanto, 12 se
elementos y se requiere sacar 4 de ellos.

2. Solucion.

2o 12 44
“ T“hmaz—a

llustracién 129: Bolichas - (Ejemplo 2)

» Ejemplo 3.
Para cierta conferencia de programadores se seleccionan 3 expositores de un grupo de

3 expertos en C y 2 expertos en Python. ;De cuantas maneras se pueden escoger 2
expertos en C y 1 en Python?

1. Andlisis.
En dicha conferencia se tiene un total de 5 se elementos y se requiere sacar 3 de
ellos, de los cuales 2 de ellos deben ser expertos en C y 1 de ellos debe ser
experto en Python. Por lo tanto, en el primer caso tendremos un total de 3

elementos y se requieren 2 de ellos y en segundo caso tendremos un total de 2
elementos y se requiere 1 de ellos.

2. Solucion.

3!

G- X 2=6

cSxc?=

llustracion 130: Conferencia - (Ejemplo 3)
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2.6. Permutaciones.

' 1.Definicion.

; n: 5 R
P - » Una permutacion son todos los arreglos que
se pueden hacer con todos o parte de los
{n —_ r) l elementos n, de un conjunto, tomando m de
' ellos a la vez, donde su ordenamiento
relevante y teniendo en cuenta que n > m.

llustracion 131: Férmula al

de permutaciones Su notacién es: Py, =

\_ o Y,

"La permutacion de n objetos tomando r a la vez, de un conjunto X, es cualquier

eleccion de los elementos, donde el orden importa. Es simplemente un subconjunto de X con
r elementos. Dicha permutacion se denota por: P(n,r) = (n%!r)l“ (Grimaldi, 2009)

“Una permutacion es un subconjunto de los elementos de un conjunto cualquiera,
importando el orden en que se ubiquen ellos.

El nimero de permutaciones, por r objetos, que pueden tomarse de un conjunto de n elementos
|
- (Hernandez & Gonzalez, 2010)

(n-r)!

es: nPr =

2.6.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En una clase de programacion de 15 alumnos se van a entregar 3 premios distintos a
dicho curso por desempefiar en el lenguaje de programacion C. Calcule de cuantas
maneras se pueden entregar los premios si una persona no puede recibir mas de un
premio.

1. Analisis.
Hay 15 posibles candidatos a los que se puede premiar, teniendo en cuenta que
importa el orden, solo hay 3 premios, y no se puede premiar mas de una vez a un
ganador, por lo tanto, habria que aplicar la formula de permutaciones.

2. Solucion.

15!
P%S —

= 2730

]

llustracién 132: Clase de programacion
- (Ejemplo 1)
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» Ejemplo 2.
(De cuantas formas distintas pueden colocarse 3 libros de Programacion en C y 4 de

programacion en Python en una estanteria, teniendo en cuenta que los del mismo
lenguaje deben estar juntos?

1. Analisis.

Hay que tener en cuenta que prioriza el orden en que se coloquen, ya que los de la
misma categoria deben estar juntos, en el primer caso tendremos un total de 3
elementos y en el segundo un total de 4 elementos.

2. Solucion.

R mim Pugrneig 3 vt 3! 4!
” ' ,: J Illh.ldlllnlﬂl,., P3 X P4 = 3! (3 — 3)! X 4! (4 — 4)!

= 144

llustracion 133: Libros de programacion
- (Ejemplo 2)

» Ejemplo 3.
Para cierta conferencia de programadores participan 5 expositores ;De cudntas
maneras distintas se puede premiar los 3 primeros lugares, siendo el primero el que

gane medalla de oro, el segundo gane medalla de plata y el tercero gane medalla de
bronce?

1. Analisis.

Hay que tener en cuenta que prioriza el orden en que se premien a los ganadores,
ya que el primer lugar tiene mas prioridad que el segundo y el tercero, el segundo

tiene mas prioridad que el tercero

2. Solucion.

5 5!
Py = (5-3)!

=60

.\\.\_
llustracién 134: Expositores
- (Ejemplo 3)
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2.7. Ejercicios propuestos.

Ejercicio 1: ;De cuantas maneras puede un estudiante realizar su proyecto de programacion
que tiene conocimiento de 2 lenguajes de programacién imperativa y 3 lenguajes de
programacion orientada a objetos? Teniendo en cuenta que no puede programar en ambos tipos
de lenguajes a la vez.

Ejercicio 2: Una ingeniero desea comprar una computadora para sus trabajos, tiene para
escoger entre las siguientes marcas: Lenovo, Toshiba y Dell, el dia en que va a realizar la
compra se encuentra que la pc de la marca Lenovo se encuentra en dos generaciones: 6ta y
7ma generacion, y de un solo color, mientras que la pc de la marca Toshiba, se presenta en una
sola generacidon: 7ma generacion, en 5 colores diferentes y por ultimo la pc de la marca Dell,
se presenta en dos generaciones, que es de 6ta y 7ma generacion, y 8 colores. ;De cudntas
maneras tiene el ingeniero de comprar un pc?

Ejercicio 3: ;De cuantas maneras un millonario puede escoger el vehiculo que conducira
sabiendo que tiene a su entera disposicion 3 autos deportivos, 3 camionetas y 3 motos?

Ejercicio 4: Un bachiller que define estudiar en una de las Universidades que hay en el Ecuador
tiene las siguientes opciones: Espol, Espoch, Universidad de Guayaquil, Universidad Catolica.
De cuantas maneras tiene el estudiante de escoger una universidad.

Ejercicio 5: Un estudiante ha sacado 5 libros de su mochila. Va a colocarlos en el librero. ;De
cuantas maneras distintas podria colocarlos?

Ejercicio 6: Si hay un grupo de 15 estudiantes de ingenieria en telematica, y otro grupo de 10
estudiantes de licenciatura en sistemas de informacion, de los cuales se deben escoger para un
concurso internacional de universidades. ;cudntas maneras tenemos para escoger 3
estudiantes?

Ejercicio 7: En una encuesta hay 5 tipos diferentes de opciones a escoger en lo que se refiere
a lenguajes de programacion. ;De cuantas formas se pueden elegir 3 opciones?

Ejercicio 8: A una clase asisten 10 estudiantes y todos tienen que presentar su proyecto final
de la materia de probabilidad antes se presentar se intercambian sus proyectos entre todos para
poder ver quién tiene el mejor trabajo ;Cudntos proyectos se han intercambiado?

Ejercicio 9: ;De cuantas formas en una conferencia se pueden dar el primer, segundo y tercer
premio entre 30 conferencistas?

Ejercicio 10: En una pancarta informativa de la carrera de ingenieria en sistemas palo se
pueden publicar: 3 carteles grandes, 2 medianos y 1 pequefio. ;Cuéntos carteles diferentes
pueden colocarse?
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Ejercicio 11: En una mini empresa de mantenimiento de computadoras se tiene 2 técnicos: M,
N. Cierto momento solicitan sus servicios dos empresas K, L, piden un técnico cada empresa.
Describa el conjunto de posibles asignaciones si cada técnico puede ir a una sola empresa.

Ejercicio 11: Para conformar un negocio se requiere de tres socios y cuatro administradores.
Si se tiene 5 socios y 6 administradores. ;De cuantas maneras se puede hacer la eleccion?

Ejercicio 12. En un laboratorio se tiene 7 computadoras de las cuales tres resultan defectuosas.
(De cuantas maneras se pueden tomar 4 computadoras de tal manera que solo haya una
defectuosa?

Ejercicio 13: En un concurso a Miss Universo solian presentar 22 preguntas y cada una con
tres opciones. ;De cudntas formas diferentes se pueden contestar las preguntas?

Ejercicio 14: En un almacén de electrodomésticos, se tiene 4 modelos de aires acondicionados
con caracteristicas propias. ;De cudntas maneras posibles puedo comprar un aire
acondicionado?

Ejercicio 15: En un aula de clase con respecto a la materia programacion III se tiene 50
alumnos en la cual se quiere elegir un comité formado por cuatro alumnos. ;Cuantos comités
se pueden formar?

Ejercicio 16: En un almacén venden siete tipos diferentes de televisores. ;De cudntas formas
se pueden elegir tres televisores

Ejercicio 17: Con las letras de la palabra FISICA. ;Cuantas ordenaciones distintas puedo
realizar?

1. ;Cuédntos numeros de dos cifras se puede formas con los siguientes digitos?
1,4,3,5,7,8,9,
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CAPITULO 3

EXPERIMENTO ESTADiSTIé i .
Y ESPACIO MUESTRAL

Introduccion. PaN N/

/ ‘\_\ /’ G

En nuestro entorno en el mundo entero tenemos la p’omblhdad
de poder visualizar dlferent‘es t1pos de fenomenos los cuales,
muchos de ellos nos presentan dlferentes estados yxresultados
aunque las condiciones son s1m11arés muchas veces. .

En este capitulo entenderemos /como la probablhdad\ se

combina con nuestro entorno Y, 1ios permite relacionarnos con-.

diferentes experimentos alea\/térlos o0 estocasticos, y asi poder

observar, estudiar y analizar los diferentes comportamlentos

de cada uno de los. fenon}enos medlante técnicas estadlstlcas y

/probabll}stlcas para lograr el analisis ¢ mterpretamon de los

’ datos’ obtenidos y aphcar entre muchos coneepws que brinda
/ la probablhdad 10, que es la teoria de la probablhdad

., /
\ /
it

Contenido.

/ .
/ o

. / !

Experimentos. / (

llustracion 135: Pierre
Simén de Laplace

¢ Espacio muestral del exper,lfnento A4 /

*
°

2
L X4

*
°

2
L X4

*
°

2
L X4

Eventos. /
Funciones. /

Funcion de la probablhdad N /
Axiomas de la probabilidad. AN
Ley del complemento. h
Ley aditiva de’probabilidad.
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3.1. Experimentos estadisticos.

1.Definicion. W
| )
» Un experimento es un fendmeno que va a sufrir varios cambios, se

lo llama aleatorio si no se puede deducir cual es el resultado que

nos arrojara, pero si conocemos todos los resultados posibles,

ademas éste se puede repetir varias veces. Un experimento

aleatorio seria el lanzamiento de un dado, el cual tendria 6
posibles eventos: E1,E2,E3,E4,ES5, E6.

0,400
0,350 P

0,300 / \
0,250
0,200
0,150
0,100
0,050

0,000 A T T T
-0,080

|—0—Varianza =25 =@="arianza =1 |

llustracién 136: Grafica de un experimento
estadistico.

“Un experimento es un proceso que se observa con el fin de establecer una relacion
entre condiciones en que se realizan y los resultados que se obtienen.” (Canavos, 2013)

“Un experimento es el proceso mediante el cual se obtiene una observacion (o una
medicion) de un fenémeno.” (Snell, 2013)

3.1.1. Clasificacion de un experimento.
La clasificacién de un experimento es la siguiente:

e Experimento deterministico: Esta clasificacion del experimento es aquella
que produce los mismos resultados cuando se lleva a cabo con mismas
condiciones iniciales.

e Experimento aleatorio: Esta clasificacion del experimento es aquella que

produce resultados distintos, incluso si este se lleva cabo siempre de la misma
forma.
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3.2. Espacio muestral del experimento.

1.Definicién. )

* El espacio muestral decimos que es el
conjunto de todos los sucesos o eventos
elementales del experimento y lo denotamos
como omega (2)o (E). por ejemplo, el

- espacio muestral de lanzar una moneda
llustracion 137: Lados de una seria: (N) = {S. C.
moneda.

“El espacio muestral de un experimento puede considerarse como un conjunto de
diferentes resultados posibles, en el que cada resultado puede ser un punto, un elemento o un
evento del espacio muestral.” (Snell, 2013)

“El espacio muestral vendra acompafiado de sucesos, la pareja que ambos constituyen,
(), A), recibe el nombre de espacio probabilizable.” (Suay, 2012)

3.2.1. Clasificacion del espacio muestral del experimento.
La clasificacion de un espacio muestral es la siguiente:

e Espacio muestral discreto: Espacio muestral discreto es aquel en el que se
obtienen los elementos después de hacer un proceso de conteo, generalmente son
subconjuntos de los nimeros enteros.

o Espacio muestral continuo: Espacio muestral continuo es aquel en el que se
obtienen los elementos después de hacer un proceso de mediciones, generalmente
son intervalos en el conjunto de los nimeros reales.

3.2.2. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
Al realizar una encuesta en la universidad Guayaquil a los estudiantes de primer
semestre de la carrera de Teleinformatica indicando si el lenguaje de Programacion
Python es mas sencillo y versatil en sintaxis, en comparacion del lenguaje C y
observar las respuestas posibles: totalmente de acuerdo, parcialmente de acuerdo,
indiferente, parcialmente en desacuerdo, totalmente en desacuerdo; por lo que el
espacio muestral es:

L)
{ totalmente de acuerdo, 02%:900
parcialmente de acuerdo, () ‘& °?
S= indiferente, AN
lparcialmente en desacuerdo,J B
totalmente en desacuerdo llustracion 138: Ejemplo 1

» Ejemplo 2.
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Si realizamos la compra de dos programas , observamos que los posibles resultados
pueden ser : compra dos licencias de antivirus Northon; compra una licencia de
antivirus Northon, una licencia de antivirus Eset; compra una licencia de antivirus
Eset, una licencia de antivirus Northon; compra dos licencia de Eset.

{Northon, Northon},
L 1 T = {Northon, Eset},
B {Eset, Northon},

{Eset, Eset}

.

llustraciéon 139: Ejemplo

Ejemplo 3.

En un proyecto que realizan dos estudiantes de ingenieria en sistemas que consiste
realizar un programa de servicio al cliente, el cual tienen que presentarlo al dia
siguiente y el requisito mas importante es que solo lo pueden programar en uno de
los siguientes 4 lenguajes de programacion: C#, Java, Visual Basic, C++. ;Cual
seria el espacio muestral?

{C#},
P yava,
{Visual Basic},
C++
Eventos.
1.Definicion. }

* Un evento E estd compuesto por todos los
posibles resultados de algun experimento, es
decir, tendremos uno o0 mas eventos
elementales del experimento aleatorio. Por
ejemplo, los eventos seguros al lanzar un dado
son: E ={1,2,3,4,5,6} Y,

llustracion 140:
Lanzamiento de una
moneda

“Un Evento del espacio muestral es considerado como un grupo de resultados

contenidos en este, cuyos elementos otorga caracteristicas similares.” (Canavos, 2013)

“Los sucesos o eventos no son mas que subconjuntos de (), podemos operar con ellos

de acuerdo con las reglas de la teoria de conjuntos.” (Suay, 2012)
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3.3.1. Tipos de eventos.

Evento seguro: Cuando llevamos a cabo cualquier experimento aleatorio es seguro que
siempre tendremos posibles resultados, por lo tanto, un evento seguro es el que estd compuesto
por dichos resultados. (RedDescartes, 2011)

Evento imposible: Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio y nunca ocurre
el suceso esperado. Se expresa con el simbolo @. (RedDescartes, 2011)

Evento complementario a otro evento(A): Evento complementario a otro es aquel
que sucede cuando no ocurre el evento A. (RedDescartes, 2011)

Evento compuesto: Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio y obtenemos
mas de un resultado del espacio muestral. (RedDescartes, 2011)

Evento elemental: Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio y obtenemos un
unico resultado del espacio muestral. (RedDescartes, 2011)

3.3.2. Eventos especiales.

Eventos mutuamente excluyentes, podemos determinar que son mutuamente excluyentes si

unicamente unos de los dos sucesos suceden en cualquier de los resultados o intentos. (Render,
2012)

Eventos colectivamente exhaustivos, podemos determinar que son colectivamente
exhaustivos si del grupo de intentos incluye cada intento posible. (Render, 2012)

Eventos que no son mutuamente excluyentes: Cuando los eventos no son mutuamente
excluyentes, no pueden obtenerse la probabilidad de que ocurra uno u otro sumando
simplemente las probabilidades individuales. (Snell, 2013)

3.3.3. Ejemplos.

> Ejemplo 1.
Si un experimento consiste en registrar el nimero de las compras que realiza una
compafiia a un distribuidor de software con licencias originales, al mes. El
distribuidor solo vende al por mayor, es decir, de entre 25, 50 y 100 programas.
Determine ;Cuales son los elementos de omega? Y liste los eventos.

Solucién:

1. Definicion de eventos
E;: No se realizan compras nuevas.
E,: El nimero de compras nuevas es de 25.
E5: El nimero de compras nuevas es de 50.

E,: El nimero de compras nuevas es 100. llustracion 141: Software - (Ejemplo
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2. Solucion.

) = {no se reciben compras, el nimero de compras es de 25, el
namero de compras es de 50, el nimero de compras es de 100}

» Ejemplo 2.

Si un experimento consiste en tomar una prueba distinta en 2 dias consecutivos a
los alumnos de ler semestre de ingenieria en telecomunicaciones. La prueba pide

realizar un programa en un lenguaje de programacion conocido, ya sea C# o Python.
Liste sus eventos.

1. Definicion de eventos.
E;: Se toma la prueba un dia en C# y el otro en C#.
E,: Se toma la prueba un dia en C# y el otro en Python.
E5: Se toma la prueba un dia en Python y el otro en Python.
E,: Se toma la prueba un dia en Python y el otro en C#.

2. Solucion.
0 = {(C, # C#)(C#, Python)(Pyhton, Python)(Python, C#)}

llustracion 142: Test - (Ejemplo 2)

» Ejemplo 3.

Sea un experimento que consiste en determinar el primer y segundo lugar para
premiar a 2 de los mejores estudiantes que hay en los cursos de ingenieria en
sistemas e ingenieria en teleinformatica. Determine los eventos:

1. Definicion de eventos.
E;:El primer lugar es para un estudiante de ingenieria en sistemas
E,:El primer y segundo lugar son para los estudiantes de ingenieria en sistemas

2. Solucion del problema.

Sea S= estudiante de ingenieria en sistemas y T= estudiante de ingenieria en
networking

2 ={(S, 9 DT, TXT, S}
E;:El primer lugar es para un estudiante de ingenieria en sistemas

Ey ={(5,5)(S,T)}

E,:El primer y segundo lugar son para los estudiantes de ingenieria en sistemas
El = {(S; S)}




llustracion 143: Estudiante - (Ejemplo 3)

3.4. Funciones.

1.Definicién. W

» Una funcién es una relacion o corelacion entre cantidades. Sea un
conjunto X el cual se denominaria el dominio y otro conjunto Y el
cual se denominaria en codominio, la funcién es una relacion entre
ellos que consiste en relacionar a cada elemento de X con un
unico elemento de Y, tambien se les llama valor de entrada y de
salida. Si a los elementos de X le corresponden mas de un
elementeno del conjunto Y, deja de ser una funcién. Su notacion

\ seria: f: X —>Y /

Xy — - fX)=Y,
X, ————» fXy) =Y,
X3 ———» fX5)=Y;

X4 ——»fXy)=Y,

llustracién 144: Relacién entre un Conjunto X(Dominio) y un conjunto Y
(Rango)

3.4.1. Tipos de funciones.

Hay que saber que una funcion cualquiera puede presentar muchas caracteristicas, es por ello
que hay que tipificarlas para poder sacar un respectivo analisis.

Entre los tipos de funciones tenemos:

1. Funcidn inyectiva.
Se la denomina funcion inyectiva si a cada elemento del rango o condominio le
corresponde un solo elemento del dominio.
Deja de ser funcién inyectiva si a un elemento del conjunto de llegada le corresponde
mas de un elemento del conjunto de partida.
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f&X) =Y,
/f(Xz) =71,
/f(Xz) =Y,
/f(X4) =Y,

X
i fXs) =7Ys

llustracion 145: Funcion inyectiva.

2. Funcion sobreyectiva.
Se la denomina funcidn sobreyectiva si todos los elementos del conjunto de llegada, es
decir, el rango, le corresponde al menos un elemento del conjunto de partida, es decir,

el dominio.
f -
X Y
/ Xy \[f(X =Y,

a@ G =Y

2
X ¥ fX)=Y
X4/ 3 3

llustracion 146: Funcion sobreyectiva.

3. Funcion biyectiva.
Se la denomina funcion biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

X f Y
/Xl //f(xﬂ — 4

X, ——@RENE(X,) =Y,
. ">
X3 f(X3) =Y,

llustracién 147:Funcién biyectiva
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4. Funcion constante.

Es aquella funcion que toma el mismo valor en su variable dependiente, para cualquier
valor que se le dé a la variable independiente. Su definicion formal es:

f(x) = C (La c es una constante)

f(x)=a f

constante

llustracion 148: Gréafica de una funcién constante.

5. Funcion polinémica.
La definiciéon formal de una funcién polindmica es:

5.1.

f(x) = a0+ alX + a2X2 + .-+ anXn

Y Y
)+ gk = "

x*—-3x2—x+4

2.

Jo

s -4 2 [\o A2 4 8 X 8 -4 -2 0\2/4 8 X
24 24

Funcién

fx)=x2—x-1

n

glx)=x*—4x?+5 polinémica
-6 &4
llustracion 149: Grafica de una funcién polinémica.

Funcion polinémica de primer grado.
Son las funciones que se componen de un polinomio de primer grado. Su definicion
matematica es:
f(x)=mx+n
Donde m es un escalar, x es la variable independiente y n es una constante.
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/ n (Ordenada)

llustracion 150: Grafica de una funcion polinémica de primer grado.

5.1.1. Funcion lineal.
Forma parte de las funciones polindmicas de primer grado, esta funcion pasa por el
origen. Su definicién matematica es:

f(x) =mx

flx)=mx

m (Pendiente)

FUNCION LINEAL

llustracion 151: Gréafica de una funcioén lineal.

5.2. Funcion cuadratica.
Es una funcién polindomica de segundo grado. Su definicion matematica formal es:
f(x) =ax?+bx+c
Donde los términos a, b y ¢ son nimeros reales y a necesariamente es diferente de

0.
Y
Ejede
simetria
fix)=ax*+bx+c
*— Vértice
X
llustracion 152: Gréafica de una funcién cuadratica.
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5.3. Funcion cubica.

Es una funcién polindémica de tercer grado. Su definicion matematica formal es:
f(x) =ax®+bx?+cx+d

Donde los términos a, b, ¢ y d son niimeros reales y a necesariamente es diferente
de 0.

Funcién
cubica

llustracién 153: Gréafica de una funcién cubica

6. Funcion racional.
Es la funcion que resulta del cociente de dos polinomios. Su definicion matematica
formal es:
p(x)

f(x)=@

Funcién racional

llustracion 154: Gréafica de una funcién racional.

7. Funcién exponencial.
Su definicion formal es:

f(x) =a*

Donde a es un numero real mayor a 0 y distinto de 1.
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f(x) = a*

llustracion 155: Grafica de una funcién exponencial.

8. Funcion logaritmica.
Su definicion formal matematica se expresa:

f(x) = loga(x)

Donde a es un nimero real mayor a 0 y distinto de 1.

f(x) =log,x

llustracion 156: Grafica de una funcion logaritmica.

1.Nota W

J

* En este libro nos vamos a enfocar mas sobre lo que
es la probabilidad. Simplemente se hizo un
preambulo de lo que es una funcion y sus tipos para
hacer mas sencillo el entendimiento de lo que es una
funcién probabilistica, tema que  veremos
posteriormente.
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3.5. Funcion de probabilidad.

1.Definicién. W

» La funcion de la probabilidad es la funcién que relaciona posibles
resultados a cada uno de los espacios muestrales pertenecientes a
una variable discreta. Supongamos que P es una funciéon cuyo
dominio es £ y su conjunto de llegada es el intervalo cerrado de
ndameros reales de cero a uno: P: £ - [0,1]

“Digamos que, Y es una variable aleatoria discreta, la Funcion de Probabilidad es la
funciéon p: R — [0,1] que asigna probabilidades a cada uno de los espacios muestrales
pertenecientes a Y.” (Perez, 2010)

“Se la denomina como la probabilidad de que una variable aleatoria X tome un valor
individual: f(x;) = (X = x)”. (Gasco, 2011)

3.5.1. Propiedades de la funcién de la probabilidad.

Sea P: L — [0,1] una funcion de probabilidad. Se deben cumplir estas 3 propiedades:
1. P(Q) =1

2. 0SP(E) <1 VE€eZL
3. P(Ey VU E,) =P(E,) + P(E,) siy solamente si E;y E, son mutuamente excluyentes

3.5.2. Regla de Laplace.

1.Definicion.

» Esta regla establece que la probabilidad de cualquier evento E es
igual al cociente entre el numero de resultados favorables y el
numero total de posibles resultados del espacio muestral 2. Esto

N(E;
es: P(E) = ﬁ

3.5.3. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En un colegio se fue preguntando a 4 parejas de estudiantes que version, entre,
Windows 7 y 8 preferian usar ;cudles fueron sus posibles respuestas?

a.) Defina el conjunto omega
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{windows 7 ,windows 7},
{windows 7,windows 8},
{windows8, windows 7},
{windows 8, windows 8}

N =

b.) (Cual es la probabilidad de que al menos 1 pareja solo haya escogido Windows 77

1. Definicion de evento
E;— Que los 2 estudiantes que conforman la pareja hayan escogido Windows 7
E,_{(Windows 7, Windows 7)}
2. Calculo de la probabilidad

1

llustracion 157: Windows 7 y Windows 8 -
(Ejemplo1)

» Ejemplo 2.
Se tienen los libros de cinco materias de distintos paralelos de la carrera
Licenciatura en Sistemas de Informacion: Matematica aplicada I, contabilidad I,
expresion oral y escrita, fundamentos de computacion [y programacion 1.

a.) Defina el conjunto omega.

(Contabilidad I),
(Expresion oral y escrita),
N = { (Fundamentos de computacionI),
(Programacion I)
(Matematica aplicada I)

i

llustracién 158: Libros — (Ejemplo 2)

b.) Si se toma uno de ellos, ;Cudl es la probabilidad de que este sea de matematica
aplicada I o de fundamento de computacion 1?

1. Definicion del evento
E;_ Al tomar un libro este sea de matematica aplicada I o de fundamento de

computacion I

E,_{Matematica aplicada I, Fundamento de computaciéon I}

2. Calculo de la probabilidad
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» Ejemplo 3.
En un curso de 20 estudiantes la carrera de ingenieria en teleinformatica, 10
estudian inglés y 10 estudian programacion, ademas de que 5 estudian ambas

materias.

a.) Defina los eventos.
E,- Que 5 estudien ambas.
E,_Que 10 estudien inglés.

E;_Que 10 estudien programacion. llustracion 159:
Estudiantes - (Ejemplo 3)

b.) Relacion los eventos con sus espacios muestrales.

5

10
P(E;) =55 = 0,50

10
P(Es) = 55 = 0,50

P. L > [0,1]

Eventos Probabilidad

c.) Cual es la probabilidad de que uno estudie programacion al escoger al azar a un
estudiante del grupo.

10
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3.6. Axiomas de probabilidad.

1.Definicion. 1

J

* Un axioma de probabilidad es el componente principal de un
sistema de condiciones que deben cumplirse y junto con las
pautas de inferencia especifican un sistema deductivo, para que
una funcién determinada sobre un conjunto de eventos determine
sus probabilidades.

* Los siguientes axiomas fueron formulados por el matematico ruso
Kolmogorov. Por lo que se los denomina axiomas de Kolmogorov.

"JAxioma 1.- ParatodoeventoS, 0 < P(§) <1
JAxioma 2.- P(S) =1
& “1Axioma 3.- Si 4; y A, son eventos mutuamente exclusivos,

entonces:

/

llustracién 160: Andréi Kolmogérov

“Supongamos que S es un espacio muestral y P una funcioén de valores reales definida
en &. Entonces P se la denomina funcion de probabilidad, y P(A) es la probabilidad del evento

A .” (Santalo, 2013)

“Los axiomas de probabilidad son las condiciones minimas que deben verificarse para
que una funcién que definimos sobre unos sucesos determine consistentemente valores de

probabilidad sobre dichos sucesos.” (Reitsch, 2014)
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3.7. Ley del complemento.

1.Definicién. \

» Sea x un subconjunto perteneciente al espacio muestral S, \
su complemento esta compuesto por los elementos de S que no
pertergecen a x. El simbolo del complemento se denota por: A o
or A.

gegun los axiomas antes mencionados, P(S) = 1.

» En efecto, como A4 U A¢ = S entonces P(A U A%) = P(S)

e AsiP(AUA®) =1

e A yxélc son eventos mutuamente exclusivos, entonces P(4) +
P(A%) =1

k « Finaimente P(A¢) = 1 — P(A) la cual se denomina la ley del /

complemento.

Re A Ac

llustracién 161: Complemento del conjunto A

“La probabilidad del complemento de un conjunto cualquiera D se denomina como la
probabilidad complementaria: P(D¢) = 1- P(D)." (Luna & Guillermo, 2010)

“Sea A un evento, su complemento estd definido como un nuevo evento que consta de

todos los espacios muestrales que no se encuentran en A. Se denota: 4..” (Anderson, Sweeney,
& Williams, 2010)

3.7.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En un curso de 20 alumnos de la carrera de ingenieria en teleinformatica, 10
estudian inglés y 10 estudian programacion, ademas de que 5 estudian ambas
materias. Sea el evento E;_- Que 5 estudien ambas. ;Cudl es la probabilidad de
que 5 alumnos estudien ambas? y determine su complementario.

Pagina | 106




-

Solucién:

1. La probabilidad de escoger 5 estudiantes

5
P(Ey) = 55=0,25

llustraciéon 162: Estudiantes -
(Ejemplo 1)

2. Complementario

El complementario de un evento se determina por:
P(E¢) = 1- P(E)

Entonces:
5
C —_— — —
P(E,“) =1 50
P(E;“) = 0,75

> Ejemplo 2.
Sea un experimento que consiste en determinar el primer y segundo lugar para
premiar a 2 de los mejores estudiantes que hay en 1 curso de ingenieria en sistemas
y 1 curso de ingenieria en teleinformatica, en ingenieria en sistemas hay 30 y en
ingenieria en teleinformatica hay 15. Determine el evento complementario de los
siguientes eventos.
E;:El primer lugar es para un estudiante de ingenieria en sistemas
E,:El primer y segundo lugar son para los estudiantes de ingenieria en sistemas

Solucién:

Sea S= estudiante de ingenieria en sistemas y T= estudiante de ingenieria en
networking

1. Sea Ej: El primer lugar es para un estudiante de ingenieria en sistemas.
Y E,:El primer y segundo lugar son para los estudiantes de ingenieria en sistemas

Sus cardinalidades son N(E1) = 30 y N(E2) = 15
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2. Sus probabilidades son:

30
P(Ey) =z = 0,67

3. Su complementario seria:

30 Ilustacién 163: Ingenieros - (Ejemplo
P(E;“)=1--—-=033 2
(5:) 45
> Ejemplo 3.
Se realiza una encuesta a 30 estudiantes de un curso de Ingenieria en teleinformatica
preguntando si prefieren el lenguaje de programacion Python en vez del lenguaje
de programacion C, 15 seleccionaron “De acuerdo”, 5 “Parcialmente de acuerdo”,
10 “En total desacuerdo”.
(Cual seria la probabilidad de el evento complementario de que un grupo de
estudiantes estén en total desacuerdo con la opcion planteada?

1. E;:Estudiantes que estén en total desacuerdo en
preferir el lenguaje de programacion Python.
N(E1) =15

2. Su probabilidad es:

15

llustracion 164:
Estudiantes- (Ejemplo 3)

3. La probabilidad del evento complementario es:
c 15
P(E,“)=1- 30 = 050
3.8. Ley aditiva de probabilidad.

1.Definicién. ‘

» Sean dos eventos que pueden ocurrir al mismo tiempo, es decir, no
excluyentes. Se pueden descomponer en eventos mutuamente
excluyentes para aplicar la ley aditiva de probabilidad, sumando las
probabilidades de cada uno y restando la probabilidad de ambos.
P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB).

“Si dos 0 mas eventos no son mutuamente excluyentes, la probabilidad de que sucedan
ambos o solo uno de ellos se deduce sumando sus probabilidades particulares, pero restando la
probabilidad de que suceda la comun entre ellos: P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB).”
(S. & Fernandez., 2010)

“Sean dos eventos cualesquiera A y B la probabilidad de la union de esos dos eventos
es P(A U B) entonces la ley aditiva de la probabilidad se la enuncia de la siguiente manera:
P(AUB) = P(A) +P(B) — P(An B).” (Torres, 2010)
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3.8.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En un grupo de estudiantes de la universidad de Guayaquil la probabilidad de que
prefieran carreras técnicas es 23/100; administrativas es de 23/100; sociales
11/25; las tres 1/10; técnicas y administrativas 23/50; técnicas y sociales 11/50;
administrativas y sociales 17/100 ;Cual es la probabilidad de que prefieran las 3?

1. Definir eventos.
E;: Los estudiante prefieren carreras técnicas.
E,: Los estudiante prefieren carreras administrativas.
E;: Los estudiante prefieren carreras sociales.
2. Definicion matematica de los eventos.
P (Ey) = 23/100
P (E,) = 23/100
P (E;) =11/25

3. QGrafico.

Re
administrativas

23/100

Sociales

Técnicas

4. Desarrollo del problema.

P(EUEUE)_23+23+11 23 17 11+1_015
17722327100 100 25 50 100 50 10
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P (E,UE,) = 0,5.

> Ejemplo 2.
En una fiesta se realiza una apuesta la cual consiste en lanzar un dado y si sale un
numero par o divisible para 5 gana la apuesta. Determine la probabilidad para ganar
la apuesta y grafique mediante diagrama de Venn.

1. Definir eventos.
E;: Que el resultado sea impar

E,_{1,3,5}
N(E) =3

E5: Que su resultado sea divisible para 5

E {5}
N(Ez) =1
2. QGrafico.

E1

1,3

llustracién 165: Diagramas de Venn de E1y E2

3. Definicién matematica

ElnE2=5
3
P(E1)=g
1
P(Ez):g

1
P(E10E2)=g

4. Desarrollo del problema

P (E1U Ez) = +

ol w

ol w
N~
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P (E,UE,) = 0,5.

> Ejemplo 3.
En la universidad de Guayaquil existen dos carreras en la facultad de CISC
ingenieria en sistemas e ingenieria en networking. El 50% de los estudiantes de
ingenieria en sistemas saben programar en C y el 30% del de ingenieria en
networking saben programar en Python. Un 20% de sus estudiantes saben
programar en ambos.
Si se elige un estudiante de la facultad al azar. Calcular la probabilidad de que ese
estudiante:

a) Sepa programar en algun lenguaje de programacion.

1. Definimos eventos.
E;: El estudiante escogido programe en C

E;: El estudiante escogido programe en Python

2. QGrafico

C Python

50%

3. Definicién matematica

E,NE,=5
P (E) =
P(E2)=%
P(ElnEz)=%

4. Desarrollo del problema

50 30 20
P(EL VU EY) =100+ 106~ Too

P(E1UE2)=§=0,6
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3.9. Ejercicios propuestos.

Ejercicio 1: En un casino en el juego de los dados se requiere lanzar un par de dados de 6 lados
cada uno numerados del 1 al 6. ;Cudl es la probabilidad de que salga un numero impar al lanzar
los dos dados?

Ejercicio 2: En un examen de probabilidad el cual se califica sobre 10 puntos Pedro realizoé el
examen y necesitaba sacar un 9 o un 7. James realizo el examen, y queria sacar un 10 o un 9.
(Qué evento tiene una probabilidad mayor?

Ejercicio 3: En un concurso que consiste en girar una ruleta para ganarse un premio la cual
estd dividida en 10 colores distintos. ;Cual es la probabilidad de que una persona haga girar
esa ruleta y saque el color numero 6?

Ejercicio 4: Un profesor de programacion en un examen ¢l hace los exdmenes para sus
alumnos. En cada examen pone ejercicios: uno de dos lenguajes de programaciéon (C, o
Python), uno de dos temas (separacion de capas, base de datos), un tema relacionado a base de
datos (SQL, visual Basic).
Pero olvido marcar los exdmenes. Asumiendo que a cada alumno les toca exdmenes
igualmente probables, ;cual es la probabilidad de que en el examen que le toque a algun
estudiante haya un lenguaje de programacion C y base de datos SQL?

Ejercicio 5: ;Cual es la probabilidad de sacar un estudiante de ingenieria en sistemas (10) o
un estudiante de ingenieria en networking (15) en una conferencia de 100 estudiantes?

Ejercicio 6: Supongamos una encuesta aplicada a 200 alumnos sobre el lenguaje mas sencillo
de programacion. Se obtuvo: 80 prefieren Python, 100 prefieren C, 5 prefieren ambos. Cual es
la probabilidad de que a una persona prefiera C y otra probabilidad de que una persona prefiera
Python

Ejercicio 7: En un juego al lanzar tres dados y anotar los resultados de sus caras superiores.
Calcular la probabilidad del evento " la resta obtenida sea 5".

Ejercicio 8: Si las probabilidades de que un programador realice programas a tres, cuatro,
cinco o mas compaifiias en un mes de trabajo son 0.28, 0.24, 0.10, respectivamente. ;Cudl es la
probabilidad de que programe a cinco compafiias mas al otro mes de trabajo?

Ejercicio 9: La probabilidad de que un carro provincial normalmente salga a tiempo es
P(B)=0.70, la probabilidad de que llegue a su lugar de destino a tiempo es P(C)=0.80 y la

probabilidad de que salga y llegue a tiempo P (B y C) =0.75. Calcule: a) la probabilidad de que
llegue a tiempo, dado que sali6 a tiempo

Ejercicio 10: Sea el experimento de tirar 5 dados al mismo tiempo
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a.) Supongamos que sabemos que el resultado es impar, ;jcudl es la probabilidad de
obtener un 13 en la suma de sus caras superiores?

b.) Supongamos que ahora se agrega un dado mas y que el resultado es impar, ;cudl es
la probabilidad de obtener un 17 en la suma de sus caras superiores?

Ejercicio 11: En un proceso de control de calidad, el inspector selecciona una pieza terminada
para inspeccion. El inspector a continuacion determina si la pieza tiene algin defecto
importante, un defecto menor o no tiene defectos. Considere la seleccion y la clasificacion de
la pieza como un experimento. Enliste los puntos muestrales para el experimento.

Ejercicio 12: Un experimento con tres resultados ha sido repetido 50 veces, y E1 ocurrié 20
veces, E2 13 veces y E3 17 veces. Asigne probabilidades a los resultados.

a. {Qué método utiliz6?

b. ;Por qué?

Ejercicio 13: El administrador de un gran multifamiliar aporta el siguiente estimado de
probabilidad subjetiva sobre el numero de departamento ocupados que existiria el mes que
sigue:
Enliste los puntos muestrales de cada uno de los eventos siguientes y proporcione la
probabilidad de:

a. Ninguin departamento desocupado.

b. Por lo menos 4 departamentos estén desocupados.

Ejercicio 14: Para dos eventos A and B, P(A) = 0.5, P(B) =0.60 y P(ANB) = 0.40
a. Encuentre P(A/B).
b. Encuentre P(B/A)
c. ;Son A y B independientes? ;Por qué si o por qué no?

Ejercicio 15: Suponga que un espacio muestra contiene 5 resultados experimentales
igualmente posible: E1, E2, E3, E4, E5S Supongamos que:
A= {El, E2}
B= {E3, E4}
C={E2, E3, E5}
a. Encuentre P(A), P(B), y P(C).
b. Encuentre P (A U B). ;Son A y B mutuamente excluyentes?
c. Encuentre Ac, Cc, P(Ac), y P(Cc).
d. Encuentre A U Bcy P (A U Be).
e. Encuentre P (B U C).

Ejercicio 16: Supongamos que

A= al evento en que una persona corra 5 millas o0 mas por semana

B= al evento en que una persona muera de una enfermedad cardiaca

C=al evento en que una persona muera de cancer

Ademas, suponga que P(A) = 0.01, P(B) =0.25, y P(C) = 0.20
a. ;/Son los eventos A y B mutuamente excluyentes? ;Puede usted determinar P(ANB)?
b. (Son los eventos B y C mutuamente excluyente? Encuentre la probabilidad de que
una persona

Pagina | 113




muera de una enfermedad cardiaca o de céncer.
c. Encuentre la probabilidad de que una persona muera de causas distintas al cancer.

Ejercicio 17: Una empresa farmacéutica llevo a cabo un estudio para evaluar el efecto de una
medicina para el alivio de alergias. Para tal estudio se seleccionaron 250 pacientes quienes
presentaban sintomas que incluian ojos irritados y trastornos epidérmicos. Estos 250 pacientes
recibieron el nuevo medicamento.
Los resultados del estudio son como sigue: 90 de los pacientes tratados experimentaron mejora
total en los ojos, 135 se curaron de su afeccion cutanea y 45 experimentaron tanto alivio total
en los 0jos y curacion total en la piel.

a. (Cudl es la probabilidad de que un paciente que toma el medicamento experimente

alivio en uno de los dos sintomas o en ambos?
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PROBABILIDAD CONDICION

E INDEPENDENCIA

Introduccion. ’

En este capitulo se definit&.lo que es la
condicional e independencia de eyventos:
Muchas veces en nuestra rutina diaria deci
expresiones como: “es mu
probable que hoy este muy s

prob;lidad

escuchamos

llustracion 166: Dados

Contenido:

% Probabilidad condicional.
¢ Independenciade eventos.

c



4.1. Probabilidad condicional.

Definicion.

~

» Se conoce como probabilidad condicional a la probabilidad de que
se dé un suceso A, conociendo, que también se da un suceso B. La
probabilidad condicional se define formalmente como:

A\_ P(ANB) , « . ,
P (E)_ @ P(B) > 0 , leyéndose “probabilidad de A dado B”.

\_ J

“Sean ({2,p,P) un espacio probabilistico, sean dos eventos A,B € p y sus
probabilidades sean P(A) y P(B) respectivamente. La probabilidad de que suceda el evento B
condicionado por el evento A, representado por P(B/A), es igual a la division entre las
probabilidades P(A N B) y P(A).” (Miguel, 2011)

“La probabilidad condicional P(A/B) de un acontecimiento A dado otro
acontecimiento B es simplemente la probabilidad de que suceda A sabiendo que B se ha
realizado. Su definicion formal es la siguiente:

A PANB . ” :
P (E) = S Slemprey cuando P(B) > 0.” (Epsilon, 2010)

4.1.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
Un hombre tiene una enfermedad hereditaria x ;Determine la probabilidad de que su
primer hijo obtenga dicha enfermedad?

Sea el espacio muestral el siguiente 2 = {mM, mP, MM, MP}
1. Definicidn de eventos.
D = {primogénito enfermo} = {mP}
E = {ser hombre} = {mp, MP}

2. Definicidon matematica.

P(D)=-= 0,25

llustracion 167: Ejemplo #1

P(E) === 0,50

SN SN

3. Desarrollo del problema.

P(D|E) =?

P(E) = 0,5;
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P(DIE) =

= 0,5
0,5

Si sabemos que es hombre, el espacio muestral ha cambiado, ahora es
E. Por lo tanto, se puede calcular P(D|E).

P(DIE) = % =05

Ejemplo 2.

Se han dado dos eventos aleatorios cualesquiera, Dy E, P(D) = 1/5
P(E) = 1/6 yp (D [1E) = 1/7. Determinar: P(D|E)

Soluciodn:

1. Definicidn matematica.
p(D) = 1/5

p(E) = 1/6

p(DMNE) =177 |

pDME llustracion 168: Ejemplo #2
P(D|E) = p(D11E)
p(E)

2. Desarrollo del problema.

(o1
P(D|E) = —————=
(DIE) ")

6
P(DIE) = + = o= 0,86
6
Ejemplo 3.

En una conferencia hay 10 expositores, de los cuales 3 son ingenieros en Networking,
5 ingenieros en sistemas y 2 en teleinformatica. Se escogen al azar 3 ingenieros para
dar una charla. Calcular la probabilidad de que el primero sea ingeniero en
teleinformatica, y los otros dos ingenieros en sistemas.

1. Definir eventos.

E1 = {el primero sea ingeniero en teleinformatica};
E2 = {el segundo sea ingeniero en sistemas}

E3 = {el tercero sea ingeniero en sistemas}



http://www.hrc.es/bioest/Probabilidad_12.html

2. Definicidon matematica.
P(E1) = 2/10

P(E2|E1) = 5/9;

P(E3|E1M1E2) = 4/8
llustracion 169: Ejemplo #3

3. Desarrollo del problema.

P(E1ME2ME3) = 2/10x5/9x 4/8 = 1/18

4.2. Independencia de eventos.

Definicion.
4 N

» Se conoce como independencia de eventos, sean A y B dos
sucesos cualesquiera, cuando la probabilidad de que ocurra el
evento A no esta influida por que el evento B suceda o no. La
independencia de eventos se define formalmente como: P(A N

- J

“Sean dos eventos A y B, se dice que el evento A es independiente de B si P(A N B) =
P(A) P(B).” (Calvo & Chamorro, 2008)

“En la mayor parte de los casos la independencia de eventos se deduce
matematicamente del criterio del producto: A y B son independientes si y solo si P(A N B) =
P(A)P(B).” Miguel, 2011)

4.2.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En un curso de programacion gratuito. En un dia, 40 personas que saben programar
visitan el curso para aprender un nuevo lenguaje, de igual forma lo hacen 50 personas
que buscan aprender a programar por primera vez en Python. Determine la probabilidad
de que en un dia una persona se acerque al curso para aprender a programar por primera
vez y otras a aprender a programar en un nuevo lenguaje.

1. Definir eventos.

E1 = {personas que desean aprender a programar por primera vez};
E2 = {personas que desean aprender un nuevo lenguaje}
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2. Definicion matematica.

50
P(E].) = % = 0,55

40
P(E2) = 55 = 044

llustracion 170: Ejemplo #1

3. Solucién matematica.

P(E1NE2) = P(E1)P(E2)
P(E1NE2) = 0,55 * 0,44 = 0,24 = 24%

> Ejemplo 2.
Se realiza una encuesta a 200 estudiantes de las carreras de ingenieria en teleinformatica
y licenciatura en sistemas de informacion para saber que lenguaje de programacion
preferian estudiar. De los cuales 90 escogieron Python y 150 saben programar en C.
(Cuadl es la probabilidad de sacar un estudiante que haya escogido Python en la encuesta
y sepa programar en C?

1. Definir eventos.

E1 = {personas que escogieron Python en la encuesta};
E2 = {personas que saben programar en C}

2. Definicidn matematica

90
P(El) = m = 0,45

150
P(EZ) = m = 0,75

., , - llustracion 171: Ejemplo # 2
3. Solucidén matematica.

P(E1NE2) = P(EDP(E2)
P(E1NE2) = 0,45 % 0,75 = 0,34 = 34%

» Ejemplo 3.
(Cual es la probabilidad de que un estudiante de ingenieria en sistemas pueda aprender
varios lenguajes de programacion y sepa programar en C es de 0,40, de que una persona
sepa programar en Python 0,58 y de que una persona sepa programar en C# es de 0,10?

1. Definir eventos.

E1 = {estudiante que sabe programar en c};
E2 = {estudiante que sabe programar en Python}
E3 = {estudiante que sabe programar en c#}
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2. Definicion matematica.

P(E1) = 40%
P(E2) = 58%
P(E3) = 10%

3. Solucidn matematica.

llustracion 172:Ejemplo 3

P(E1NE2NE3) = P(E1)P(E2)P(E3)
P(ELNE2NE3) = 0,40 x 0,58 * 0,10 = 0,0232

4.3. Ejercicios propuestos.

Ejercicio 1: Calcule la probabilidad de conseguir un 4 al tirar un dado sabiendo que ha salido
par.

Ejercicio 2: Se lanza una moneda 4 veces, ;Cual seria la probabilidad de obtener 4 sellos dado
que salio por lo menos un sello?

Ejercicio 3: Se arrojan 2 dados, si la suma de los nimeros que aparecen es de por lo menos 9.

a.) determine la probabilidad de que en el segundo dado aparezca el nimero 4

Ejercicio 4: Se arrojan 2 dados, si la suma de los nimeros que aparecen es de por lo menos 9.

a.) Calcule la probabilidad de que ambos nimeros sean impares

Ejercicio 5: En el examen de admision a la universidad Guayaquil las carreras que mas han
llamado la atencidn de los aspirantes “medicina” y “ingenieria civil”. El total de las personas
que aplicaron a esas carreras son 2000, de las cuales 1000 aplicaron a medicina y 900 a
ingenieria civil. Cudl es el porcentaje de probabilidad de que los aspirantes hayan aplicado a
ambas carreras.

Ejercicio 6: Se sabe por estudios previos que el 0,1% de la poblacion tiene problemas
vasculares. Un estudio sobre individuos con problemas vasculares revela que el 20% de ellos
son placas de ateroma. Si el 10% de los individuos con placas de ateroma estan expuestos a
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muerte subita por desprendimiento de trombos ;qué probabilidad tiene un individuo cualquiera
de estar expuesto a muerte subita por desprendimiento de trombos de una placa de ateroma?

Ejercicio 7: En una determinada materia el 1% de los estudiantes estan bajos.
La probabilidad de que al analizar a un buen estudiante y erroneamente salga bajo es el 1%.
La probabilidad de que al analizar un estudiante bajo y salga erroneamente con notas altas es
el 1%.
a.) Calcular la probabilidad de que una persona esté realmente baja si en un analisis sale
que esta bajo.

Ejercicio 8: Carlos tiene 5 ediciones libros de programacion los cuales cada edicion tiene 2
voliimenes: 2 en de programacion en C, 1 de programacion en Python, 2 programacion en C#.
Hoy quiere usar llevar 1 edicion de programacion en C a la universidad, pero tiene prisa para
llegar a clases, por lo que agarra una edicion al azar. Si no es el de programacion en C, lo
devolvera al librero. Si continta agarrando ediciones aleatoriamente, ;Cual es la probabilidad
de sacar una edicion de programacion en C en su cuarto intento?

Ejercicio 9: Defina los eventos y calcule la probabilidad de que al sacar una carta de un mazo:
a) La carta seleccionada sea un corazén negro.

b) La carta seleccionada sea un trébol negro.

Ejercicio 10: En una universidad se realiza una feria tecnolégica en un piso hay 5 stands, 2
son de la materia de circuitos electronicos, 2 de la materia de programacion y 1 de la materia
de matematicas. ;Cudl es la probabilidad de que entren 10 personas, por lo menos a 1 stand de
circuitos electronicos y otras 10 personas no lo hagan?

Ejercicio 11: Dos personas eligen al azar, cada una de ellas, un nimero del 0 al 9. ;Cual es la
probabilidad de que las dos personas no piensen el mismo nimero?

Ejercicio 12: En unas oposiciones, el temario consta de 87 temas. Se eligen tres temas al azar
de entre los 85. Si un opositor sabe 36 de los 86 temas, ;cual es la probabilidad de que sepa al
menos uno de los tres temas?
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Ejercicio 13: Tenemos para enviar tres cartas con sus tres sobres correspondientes. Si metemos
al zar cada carta en uno de los sobres, ;cual es la probabilidad de que al menos una de las cartas
vaya en el sobre que le corresponde?

Ejercicio 14: Extraecmos dos cartas de una baraja espafiola (de cuarenta cartas). Calcula la
probabilidad de que sean:

a) Las dos de oros.

b) Una de copas u otra de oros.

¢) Al menos una de oros.

d) La primera de copas y la segunda de oro.

Ejercicio 15: En un pueblo hay 200 jovenes; 50 de los chicos y 45 de las chicas juegan al tenis.
El total de chicas en el pueblo es de 55. Si elegimos un joven de esa localidad al azar:

a) /Cuadl es la probabilidad de que sea chico?

b) Sisabemos que juega al tenis, ;cudl es la probabilidad de que sea chica?

¢) (Cual es la probabilidad de que sea un chico que no juegue al tenis?

Ejercicio 16: Un estudiante responde al azar 8 preguntas de verdadero y falso en un examen.
(Cual es la probabilidad de que acierte todas las preguntas?

Ejercicio 17: Un restaurante ofrece un almuerzo en que se pueden elegir 4 entradas, 7 platos
de fondo y 5 postre Si no me gustan 7 de los platos de fondo y 5 de los postres. ;Cual es la
probabilidad de que me toque un menti de mi agrado si la eleccion es al azar?

Ejercicio 18: En una empresa trabajan hombres y mujeres, ademas se sabe que un 15% de los
empleados se han perfeccionado en el extranjero. Si el 35% de las son mujeres, ;cudl es la
probabilidad de que al escoger una persona de la empresa, esta sea mujer y se haya
perfeccionado en el extranjero?

Ejercicio 19: Ante un examen, un alumno sélo ha estudiado 16 de los 25 temas
correspondientes a la materia del mismo. Este se realiza en trayendo al azar dos temas y
dejando que el alumno escoja uno de los dos para ser examinado del mismo. Hallar la
probabilidad de que el alumno pueda elegir en el examen uno de los temas estudiados.
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Introduccion

El teorema de Bayes permite realizar el calculo de probabilidades
después de haberse efectuado un experimento que se basa en los
sucesos observados.

Podemos determinar, que con el teorema de Bayes se resuelve el
problema conocido como de la probabilidad contraria o inversa.
Esto es, considerar probabilisticamente las posibles condiciones
que rigen el supuesto suceso observado.

En la vida cotidiana las personas se encuentran con /lustracion 173:Thomas Bayes.
incertidumbres de diferentes grados relacionandolos con los

enfoques mas comunes para el calculo de probabilidades, en términos de experimentos, espacio
muestral, sucesos, etc., llegando a la formalizacion axiomatica, junto con la probabilidad
condicionada y los teoremas de probabilidad total y de Bayes.

Contenido

% Sistema exhaustivo y excluyente de eventos.

% Teorema de probabilidad total.

X/

RS

% Teorema de Bayes.
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5.1. Sistema exhaustivo y excluyente de eventos.

» Para cualquier evento, tenemos que
éste sucede o no sucede. De modo que
los eventos no son mutuamente
excluyentes y exhaustivos. Si dos
eventos no son mutuamente
excluyentes, es posible que ambos se

llustracion 174:Diagrama de ven de un
evento en varios subconjuntos

mutuamente excluyente. presenten al mismo tiempo. Es
exhaustivasiS =A4_1U A 2U..U An,y
\ AiUAj=9 /

“La exclusion mutua de los sucesos A y B significa que AN B = @, y por tanto se
cumple que P(AN B) = 0. Por el contrario, la independencia significa que P(AN B) =
P(A).P(B). Por consiguiente, dos sucesos mutuamente exluyente de probabilidad positiva no
son independientes uno de otro.” (Maibaum., 2012)

“Una coleccion de eventos A4, 45, 43 .... A, es exhaustiva y mutumante excluyente si
la union de todos forman el espacio muestral S, y sus intersecciones son mutuamente
excluyentes para cualquier para 4; N A con i # j.” (Alvarado, 2013.)

B=BnA)UBNA,)UBNA;)U..U (BNA,)

ahora bien, los conjuntos B N A4; son disjuntos dos a dos, ya que en caso contrario los
A; tampoco lo serian. En consecuencia

P(B)=P(BN A)+P(BNA,)+P(BNA3)+ -+ P(BNA,)




5.1.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En bodega se han guardado 4 Discos duros en marca seagate, 3 en marca Toshiba, y un disco
duro en una segunda bodega, 3 en marca seagate y 5 en marca toshiba. Se saca un disco duro
de la primera bodega, sin verla, se guarda en la segunda. ;Cudl es la probabilidad de que un
disco duro que se extraiga al azar de la segunda bodega sea de marca toshiba?

Solucion:
B = El segundo disco duro extraido de la segunda bodega sea de marca toshiba.

A = El disco duro transferido es en marca toshiba.

Seagate @ ‘

4
3 P(AS) ===10.57
P(4) == =0.43 @ =7

Entonces P(B/A) = 6/9 puesto que habran tre disco duros en marca seagate y 6 discos duros
en marca toshiba en la bodega 2, al momento de la segunda extraccion si es que A ocurre.

Anélogamente P(B|A%) = 5/9. También tenemos que P(A) = 3/7 y en consecuencia
P(A%) =4/7.

P(B)= P(ANnB)+ (A°nB)
= P(A)P(B|A) + P(A°) P(B|A%)

=G0 +06) =5

La probabilidad de que un disco duro extraido al azar de la segunda bodega sea Toshiba es de
38/63 = 0.6032.
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» Ejemplo 2.
En la Facultad de Ingenieria Industrial, de la universidad de Guayaquil, el 70% de los alumnos
son varones. De ellos el 20% son de la carrera de Ing. en teleinformatica. De las mujeres son
de la carrera de Ing. en Teleinformatica el 10%.
(Qué porcentaje de estudiantes de la carrera de Ing. en Teleinformatica hay?

e

H M

b0 P(M)=0.3

P(T\H)=0.2 P(T\M)=0.1
P(T)= P(HNT)+(MNT)

= P(H)P(T|H) + P(M) P(T|M)
= (0.7)(0.2) + (0.3)(0.1) = 0.17

Tenemos un 17% de estudiantes que son de la carrera de Ing. en Teleinformatica.

>  Ejemplo 3.
Tengo una carro de compras llena de bananas y sandias, de las cuales hay 20 bananas y 10
sandias. /Qué fruta es mas probable que saque al azar del carro de compras?

Para este ejemplo tenemos que 30 es el total de frutas en el carro de compras; es decir los casos
posibles. Para calcular la probabilidad de sacar una sandia mis casos favorables son 10 puesto
que existen solo 10 sandias. Asi, aplicando la formula obtenemos que:

‘:‘\\ —
- P

e

P(S)=0.33
P(B)=0.66

P(S) =10/30 = 1/3 = 33.3% probable

Calculando igual, la probabilidad de sacar es:
P(B) =20/30 =2/3 = 66.7% probable.
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Como 66.7% es mayor que 33.3%, es mas probable que saque una Banana, pues hay mas
bananas que sandias en el carro de compras.

5.2. Teorema de probabilidad total.

* El teorema de probabilidad total
podemos definir que es el que nos
permite obtener la probabilidad de
un evento a partir de las
probabilidades condicionadas.

P(A) = XL, P(B) P(A\ By)

- /

P(A) = Xk P(AN By) = Xicoy P(A|By)P(By)

llustracién 175:Representacion de
teorema de probabilidad Total.

(P. Ibarrola, 2009), Podemos determinar que E es nuestro experimento aleatorio y Q es
el espacio muestral, si los eventos Eq, E,, .... E,, son incompatibles dos a dos y su unién es €,
entonces siendo A un evento a E, es:

P(A) = ) P(S)P(A\S) =
i=1
P(4) = P(S)P(A\ 51) + P(S;)P(A\ §2) + -+ P(S)P(A\ S,

(Webster, 2009), “Sea B; (i = 1, ...,n) n hechos no nulos mutuamente excluyentes y
exhaustivos (es decir, una particion del espacio muestral) y sea A un suceso definido en el
mismo espacio muestral; dado que las probabilidades marginales, P(B;), y las probabilidades
condicionales P(A/B;), para todas las i, son conocidas, la probabilidad marginal de A.”

5.2.1. Ejemplos.

> Ejemplo 1.
Se sabe que el 65% de los estudiantes no culminan sus carreras debido a que no
trabajan y su situacion econdomica no es buena, el 25% no tiene el apoyo de un
familiar, y el resto por otras causas, (forman un hogar...etc.). En estos casos, el
resultado es nefasto el 30% de las veces en el primer caso, el 20% en el segundo y el
5% en el tercero.

a) Calcular la probabilidad de que uno de estos casos tenga resultado nefasto.

Solucién:
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_ ) . . Smico,
A, = al suceso “No terminar la carrera debido a que no tiene ingreso econémico, es
decir, no trabaja”
A, = al suceso “No tiene el apoyo de un familiar”

2
Az = al suceso “No termina la carrera por otras causas’.

Estos sucesos son incompatibles dos a dos y su unién es el espacio muestral, por lo que se
verifican las hipotesis del teorema de la probabilidad total. Sea N el suceso “tener resultado
nefasto”

P(N) =P(A)P(N\ 4;) + P(42)P(N\ A;) + P(43)P(N\ 43) =
P(N) = (0.65)(0.3) + (0.25)(0.2) + (0.1)(0.05) = 0.25

La probabilidad de tener un resultado nefasto es de 25%
> Ejemplo 2.
Una Empresa multinacional elabora sus piezas en 3 plantas. El porcentaje de piezas
defectuosas y el total de produccion de cada planta se observa en la siguiente tabla:

Produccion

Defectuosas

Calcular la probabilidad de que una pieza escogida al azar sea defectuosa.

F, = {piezas fabricadas en la planta 1}
F, = {piezas fabricadas en la planta 2}
F3; = {piezas fabricadas en la planta 3}

Una pieza se fabrica en una sola planta F; N F; = @
Cualquier pieza se fabrica en una de las plantas F{ U F, U F3 = E
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Consideramos G = {Piezas defectuosas}

P(G) = 33, P(F))P(G\ Fy) + P(F;)P(G \ F3) + P(F3)P(G \ Fs)
P(G) =(0.40)(0.02) + (0.35)(0.03) + (0.25)(0.01)
P(G) =0.008 +0.0105 + 0.00025 = 0.01875

La probabilidad de escoger una pieza defectuosa es de 1.875%

5.3. Teorema de Bayes.

D —— ~

» El teorema de Bayes se basa en un
acontecimiento en la que podemos
calcular las probabilidades que
suceden en una serie de eventos 4;.

R . _ P(A]'ﬂB) N P(Aj) P(Bi\Aj)
P(4;\B) = P(B) X, P(A) P(B\A;) )
llustracién 176: Thomas Bayes
obtuvo la determinacion de la
probabilidad de los eventos que
ocurren.
B~ 2
k k ~ -~
P(4) = Z P(B;N A) = Z P(B;) P(A\ B) AT B
i=1 i=1 , H““m_‘
.’-__.d'. BK "'.H.

llustracién 177: Particion de un espacio
muestral.

(Martin-Pliego, 2015). “El teorema de Bayes nos permite determinar la probabilidad
que que exista un acontecimiento, A;, condicionado a que el suceso B ya ha ocurrido.”

(Canavos, 2013). “Si los eventos B4, B, ..., Bj constituyen una particion del espacio
muestral tal que parai = 1,2, ..., k, entonces para cualquier evento A del espacio muestral se
tiene el teorema de Bayes.”

5.3.1. Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En cierta planta de produccion cacao, tres maquinas, M1, M2 y M3, cargan 30%, 45%
y 25% de los productos, respectivamente. Se sabe de la experiencia pasada que 2%, 3%
y 2% de los productos elaborados por cada maquina, respectivamente, tiene defectos.
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Ahora, supongamos que se selecciona de forma aleatoria un producto terminado, ;cual
es la probabilidad de que este producto esté defectuoso?

Sean los siguientes eventos:

D = { el producto esta defectuoso}

M, = { el producto esta elaborado por la maquina 1}
M, = { el producto esti elaborado por la maquina 2}
M3 = {el producto esta elaborado por la maquina 3}
Al aplicar el teorema de la probabilidad total, podemos escribir:
P(D) = P(M{)P(D|My) + P(M2)P(D|M>) + P(M3)P(D|M3)
P(M,)P(D|M,) = (0.3)(0.02) = 0.006

P(M,)P(D|M,) = (0.45)(0.03) = 0.0135
P(M;)P(D|M3) = (0.25)(0.02) = 0.05

y de aqui P(D) = 0.006 + 0.0135 + 0.005 = 0.0245.

La probabilidad de que este producto esté defectuoso es de 2.45%.

» Ejemplo 2.

Una empresa de textiles tiene tres delegaciones, Ecuador, Brazil y Venezuela. De un
determinado farmaco se produce el 45% en la delegacion de Ecuador, el 30% en Brazil,
y el 25% en Venezuela. Del total de los firmacos, son defectuosos el 5% de los
producidos en Ecuador, el 3% en Brazil y el 4% en Venezuela. Calcular:

1. Probabilidad de que un farmaco sea defectuoso.
2. Si un farmaco es defectuoso, ;cudl es la probabilidad de que haya sido producido
por la delegacion de Venezuela?

A;= Producido en | A,=Producido en | A3=Producido en
Ecuador Brazil Venezuela

P(A;) = 0.45 P(A,) = 0.30 P(A3) = 0.25
P(B|A;) = 0.05 P(B|A,) = 0.03 | P(B|A3) = 0.04
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1. Literal.
P(B) = P(4,)P(B|A4,) + P(A;)P(B|A;) + P(A3)P(B|A3)
P(B) = (0.45)(0.05)(0.30)(0.03)(0.25)(0.04) = 0.0415

Probabilidad de que un firmaco sea defectuoso es de 4.15%

2.Literal.
P(45)P(B|A3) _ (0.25)(0.04)

P(4;|B) = P(B) __ 0.0415

=0.241

La probabilidad de que haya sido producido por la delegacion de Venezuela es de 24.1%.
» Ejemplo 3.

En una poblacion el 51% de las personas son mujeres, el 18% tienen aztcar y el 10%
ambas cosas. Obtener:

1. Probabilidad de que una persona tenga la azlicar si es mujer.
2. Probabilidad de ser hombre si se tiene azucar.
3. Probabilidad de ser mujer si no se tiene azucar.

A = Es mujer B = Tener azucar
P(B) = 0.18
P(A) = 0.51
P(ANnB)=0.10
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1. Literal.

P(ANB) 0.10

P(A)  0.51 0.19

P(B|A) =

Probabilidad de que una persona tenga la aztcar si es mujer es de 19%
2. Literal.
P(A°|B) = 1 - P(A|B) =1 - 0.555 = 0.445

P(ANB) 0.10

(4]B) P(B) 0.18 0.555
Probabilidad de ser hombre si se tiene azucar es de 55%
3. Literal.
P(ANBY 0.4131
P(A\ BS) = = = 0. 7
(A\B°) P(B% 0.82 0.503
P(A n BY)

P(B)
(0.51)(1—0.19) = 0.4131

Probabilidad de ser mujer si no se tiene azucar es de 41.31%

5.4. Ejercicios propuestos.

= P(A)P(B€\ 4) = P(A)(1 - P(B\ 4)) =

Ejercicio 1: Un analista de bolsa, antiguo miembro de la Compafiia Bolsa de Valores, verifica
la proforma de las acciones de un gran nimero de compaiias. Encuentra que el 25 %
experimentd un crecimiento superior a la media, el 25 % inferior y el 50 % restante se
mantuvieron alrededor de la media. Para la proxima campaiiia, califica el 40 % de los valores

que crecieron por encima de la media como valores recomendados, al igual que un 20 % de los
que crecieron alrededor de la media y un 10 % de los que tuvieron un crecimiento inferior.

a);Cual es la probabilidad de que un valor sea recomendado?

b)(Cual es la probabilidad de que un valor clasificado como recomendado por el analista

haya crecido por encima de la media del mercado?

Pagina |133




Ejercicio 2: En la sala de medicina general del Hospital Universitario, el 60% de los pacientes
son nifias. De los nifios el 35% son menores de 24 meses. El 20% de las nifias tienen menos de
24 meses. Un Doctor que ingresa a la sala selecciona un infante al azar.

a.) Determine el valor de la probabilidad de que sea menor de 24 meses.
Si el infante resulta ser menor de 24 meses. Determine la probabilidad que sea una nina.

Solucion:

Se definen los sucesos:

Suceso X: seleccionar una nifa.
Suceso Y: seleccionar un nifio.
Suceso Z: infante menor de 24 meses.

Ejercicio 3: Un Analista en sistemas dispone de tres impresoras para realizar impresiones. El
uso que le da a cada equipo es de 25% al primero, 35% el segundo en y 40% el tercero. Se sabe
que los aparatos tienen probabilidades de error en la impresion de 1%, 2% y 3%
respectivamente. Un usuario busca su trabajo impreso y observa que tiene un error. Determine
la probabilidad de que se ha usado el primer aparato.

Solucion:

Se definen los sucesos:

Suceso A4: seleccionar el primer aparato.
Suceso B: seleccionar el segundo aparato.
Suceso C: seleccionar el tercer aparato.
Suceso D: seleccionar un resultado con error.

Se puede observar que la pregunta es sobre determinar la probabilidad de que un
documento mal impreso sea del primer aparato, es decir, ya ha ocurrido el error. Por lo
tanto, debemos recurrir al teorema de Bayes. Claro esta, que es necesario de igual forma
obtener la probabilidad de que los aparatos produzcan un resultado erréneo, por lo
tanto:

Ejercicio 4: Dos cajas contienen memoria RAM DDR3 de 8 GB y memorias RAM DDR3 de
4GB. Suponga que la caja A contiene 60 memoria RAM DDR3 de 8 GB y 40 memorias RAM
DDR3 de 4 GB. La caja B contiene 10 memoria RAM DDR3 de 8 GB y 20 memorias RAM
DDR3 de 4 GB. Se extrae una memoria y resulta ser DDR3 de 8 GB. ;Cual es la probabilidad
que se haya sacado de la caja B?

Ejercicio 5: Una fabrica de notebooks tiene dos lineas de produccion. La linea 1 produce 6500
unidades diarias y la linea 2 produce 3500 por dia. Por otra parte, la linea 1 tiene un 2% de
produccion defectuosa y la linea 2 solamente el 1% de partes defectuosas. Si se selecciona una
notebook al azar y es defectuosa, ;cudl es la probabilidad de que provenga de la linea 1?
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Ejercicio 6: Supongamos que:

A = {Al evento en que una persona come 1000 calorias o mas por semana }

B = {Al evento en que una persona tenga obesidad.}
C = {Al evento en que una persona muera de infarto del corazon.}

Ademas, suponga que:

P(A) = 0.01
P(B) = 0.25
P(C) = 0.20

a);Son los eventos A y B mutuamente excluyentes? ;Puede usted determinar P(A N B)?

b){Son los eventos B y C mutuamente excluyente? Encuentre la probabilidad de que una

persona tenga obesidad.

c) Encuentre la probabilidad de que una persona muera de causas distintas al infarto del

corazon.

Ejercicio 7: Un estudio de mercado que realiz6 la empresa Mc Donald a 800 personas revelo
los siguientes hechos sobre la capacidad de recordar un anuncio en el periddico de un producto
en particular y la adquisicion de dicho producto. Digamos que T es el evento de la venta de la
persona que recuerda la publicidad en el periddico y B el evento de adquirir o comprar el

producto.

— Pudo recordar la

R TAR SILLY

=i
Adquiri6 el producto 160 (0.2)
No adquiri6 el producto 240 (0.3)
Totales 400 (0.5)

a)Encuentre P(PE), P(B),y P(PE|B)

b);Son PE y B eventos mutuamente excluyentes?

No pudo
recordar la
publicidad del
periodico
80 (0.1)

320 (0.4)
400 (0.5)

Totales

240 (0.3)
560 (0.7)
800

¢);Cual es la probabilidad de que una persona que recuerde haber visto la publicacion en

el periddico haya adquirido el producto?

d);Son PE y B eventos independientes?
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e)Comente sobre el valor de la publicidad en funcion con su relacion a la adquisicion del
producto.

Ejercicio 8: En la empresa “Gréficos Nacionales S.A.”, el 20% de los empleados con
periodistas y el otro 20% son Ingenieros en Disefio grafico. El 75% de los periodistas tienen el
cargo del area de publicidad y el 50% de los Ingenieros de Disefio Grafico también, mientras
que los no periodistas y los no Ingenieros en Disefio grafico solamente ocupa un puesto del
area de publicidad. ;Cual es la probabilidad de que un empleado del area de publicidad elegido
al azar sea periodista?

Ejercicio 9: La probabilidad de que haya un incendio en una empresa que dispone de alarma
es de 0.1. La probabilidad de que suene este si se ha producido algin incendio es de 0.97 y la
probabilidad de que suene si no ha sucedido ningtn incendio es 0.02.

En el supuesto de que haya funcionado la alarma, ;Cual es la probabilidad de que no haya
habido ningln incendio?

Ejercicio 10: Supongamos que A es un evento en el que una persona usa el medio de transporte
de hacia y desde el trabajo sea en metrovia y B es un evento en que el medio de transporte de
una persona hacia y desde el trabajo sea en carro propio.

Suponga que en la ciudad Guayaquil P(4A) = 045y P(B) = 0.35

a.) ¢/Son los eventos A y B mutuamente excluyentes? ;Cudl es la probabilidad de que una
persona utilice la metrovia o carro propio al ir y al regresar del trabajo?

b.) Encuentre la probabilidad de que el medio de transporte de una persona sea algin medio
distinto a su carro propio.

Ejercicio 11: La prevalencia de infarto cardiaco para hipertensos es del 0,3% y para no
hipertensos del 0,1%. Si la prevalencia de hipertension en una cierta poblacion es del 25%
(Cuadl es la prevalencia del infarto en esa poblacion?

1) Un médico cirujano se especializa en cirugias estéticas. Entre sus pacientes, el 20% se
realizan correcciones faciales, un 35% implantes mamarios y el restante en otras cirugias
correctivas. Se sabe ademas, que son de género masculino el 25% de los que se realizan
correcciones faciales, 15% implantes mamarios y 40% otras cirugias correctivas. Si se
selecciona un paciente al azar, determine:

a. Determine la probabilidad de que sea de género masculino
b. Si resulta que es de género masculino, determine la probabilidad que se haya
realizado una cirugia de implantes mamarios.

Ejercicio 12: Un Doctor dispone de tres equipos electronicos para realizar eco-sonogramas. El
uso que le da a cada equipo es de 25% al primero, 35% el segundo en y 40% el tercero. Se sabe
que los aparatos tienen probabilidades de error de 1%, 2% y 3% respectivamente. Un paciente
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busca el resultado de una ecografia y observa que tiene un error. Determine la probabilidad de
que se ha usado el primer aparato.

2) En cierto pais donde la enfermedad X es endémica, se sabe que un 12% de la poblacion
padece dicha enfermedad. Se dispone de una prueba para detectar la enfermedad, pero no
es totalmente fiable, ya que, da positiva en el 90% de los casos de personas realmente
enfermas; y da positiva en el 5% de personas sanas. ;Cudl es la probabilidad de que esté
sana una persona a la que la prueba le ha dado positiva?

3) Una fabrica de piezas para aviones estd organizada en tres secciones. La seccion A fabrica
el 30% de las piezas, la seccion B el 35%, mientras que el resto se fabrican en la seccion
C. La probabilidad de encontrar una pieza defectuosa es del 0.01, 0.015 y 0.009 segin se
considere la seccion A, B o C, respectivamente. a) Calcula la probabilidad de que una pieza
elegida al azar salga defectuosa de dicha fabrica. b) Si elegida una pieza al azar es
defectuosa, ;qué probabilidad hay de que sea de la seccion B?
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DISCRETA

Introduccion
En el siguiente capitulo se aprendera a denominar la variable aleatoria discreta aquella que solo
puede tomar un numero finito de valores dentro de un intervalo.

Contenido

% Soporte de una Variable Aleatoria Discreta.

¢ Variable Aleatoria Discreta.

% Distribucion de Probabilidad de una Variable Aleatoria Discreta.

¢ Distribucion de Probabilidad Acumulada de una Variable Aleatoria Discreta.
% Valor Esperado de una Variable Aleatoria Discreta.

+» Media y Varianza de una Variable Aleatoria Discreta.

Variable Aleatoria.

6.1 Soporte de una variable aleatoria Discreta

Definicion 6.1 Soporte de una variable aleatoria

El soporte S de una variable aleatoria es el conjunto de valores reales
que ocurren con probabilidad distinta de cero.

El soporte de la variable X igual al nimero de monedas en las que sale “Cara” en la parte superior
del lanzamiento de tres monedas seria S = {0,1,2,3}

Quintina,C.(2013); indica “Se llama soporte de una variable aleatoria discreta al
conjunto de puntos que tienen probabilidad distinta de 0 y a cada uno de esos puntos se les
llama puntos de masa” (pag. 40)

Y Tablada,E. & Balzarini,M. (2014); sefialan “Una variable aleatoria es discreta si su soporte
es discreto, es decir, si consiste en un nimero finito o numerable de resultados: Sy=

{x1, X9,... Xp.}.” (pag. 49)

Una variable aleatoria es discreta si su soporte S es un conjunto contable
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6.2 Variable aleatoria discreta

Definicion 6.2 Variable aleatoria discreta

Sea (2, ), el Espacio Muestral de un experimento estadistico y sea X
una funcion cuyo dominio es Q,y cuyo conjunto de llegada es R, donde R
es el conjunto de numeros reales; bajo estas condiciones, la funcion X es

Wallpole,R. & Myers,S. (2013);indican “toman un nuimero finito o infinito numerable de
valores. Se corresponden con experimentos en los que se cuenta el numero de veces que ha
ocurrido un suceso.” (pag. 60)

Vladimorvna,O. (2012) senala “Una variable aleatoria se dira discreta si el conjunto de
valores que toma es un conjunto numerable, es decir, que solo puede tomar unos valores
concretos. Dicho conjunto lo denotaremos por: {x;, X5, X3, ...., x;}  (pag. 155)

En definitiva, sus representaciones como funciones: X: £ — R; lo cual significa que a cada w €
Q.la funcién X le asigna uno y solo un niimero real.

6.3 Distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta

Definicién 6.3 Distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta

Con cada variable aleatoria discreta asociaremos una funcion f=P(X=Xx):
R [0,1] a la que denominaremos Funcién de distribucion de Probabilidad
de X, funcién que debe cumplir las siguientes condiciones:

0<PX=x)<1 (19)
z PX=x)=1  (20)
XES

Perez,T. & Ortiz,C. (2015) ;indican “Si x es una variable aleatoria discreta, la funcion dada por
F(x) para cada x contenida en el intervalo de x se denomina funcion de probabilidad o distribucion
de funcion de probabilidad, o distribuciéon de probabilidad , de x” (pag. 385)

Ramirez ,G & Inzunsa,S.(2013) ;afirman “la distribucion de probabilidad de una variable
aleatoria es una funcion que asigna a cada suceso definido sobre la variable aleatoria la
probabilidad de que dicho suceso ocurra. La distribucion de probabilidad est4d definida sobre el
conjunto de todos los eventos rango de valores de la variable aleatoria. (pag. 50)

Para la variable X igual al nimero de monedas en las que sale “cara” en la parte superior del
lanzamiento de tres monedas su distribucion de probabilidad seria:
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(1 x =3
3’

F(x)={§_ PP
l8, X = 1.
0; resto de x

Ejemplo N°1

Un artesano ha elaborado 7 colchas de una etnia indigena 2 de ellas tienen algin defecto. Un
turista compra 3 de estas colchas. Sea el numero de colchas defectuosas. Hallar la distribucion de

probabilidad de X:
Al1,A2,= Defectuosa
A3,A4, A5,A6,A7 = En buen estado

Q
={(A1,A3),(A1,A4),(A1,A5),(A1,A6)(A1,17),(A2,A3),(A2,A4),(A2,A5),(A2,A6)(A2,17}

X = Numero de colchas defectuosas

P(X=0 _Z
x=0) ==
PX—1—4
X=1=5
PX—2—1
X =2)=>
(2
7’
4
F(x) =1 =;
(0 =1;
1- —
L7' x=2
Ejemplo N°2

En un cyber se tiene 5 articulos de los cuales 3 estan 3 defectuosos y 2 estan en buen estado se
toma una muestra aleatoria sin reemplazo de 2 articulos. Encuentre la distribucion de la variable

aleatoria

A, B, C=Mal estado

D, E=Buen estado
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Q={(AB),(AC),(AD)(AE)B,C),(BD),(BE),(CD),(D,E}

X= Numero de colchas defectuosas

1
P(X=O) =E
6
P(X=1) =E
3
P(X=2) =1_O

F(x) =X —

;O ~ \
£ AN ONS\

y ~ 2 "792, \
/ \

y

llustracion 179

x=0
x=1
x=2

6.4 Distribucion de probabilidad acumulada de una variable aleatoria discreta

Definicidn 6.4 Distribucidn de probabilidad acumulada de una variable aleatoria discreta

Una funcion de variable real F: R — [0,1] es definida como Distribucion
Acumulada de X, siy solo si: F(x) = P(X < x) para todo valor x real, este
o no en el soporte S de X.

Quevedo,H. & Dominguez, A. (2013); indican “Una distribucion de probabilidad de una
variable aleatoria X es el conjunto de pares ordenados (X , f(X)) donde f(X) es la funcion de

probabilidad de X (si X es discreta)” (pag. 210)

P2

F
B

Probabilidades de los
correspondientes valores

P
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Martilotti,R. (2012); afirma “La suma de las probabilidades de cada valor de una variable
aleatoria discreta es decir, una variable X es menor que o equivalente a x, para cada valor de x.”

(pag. 190)
La distribucion acumulada de X igual al nimero de monedas en las que sale “Cara” en la parte
superior del lanzamiento de tres monedas.

0; six<O0
1
= 1 0<x <1
3 si X
4

F(x) = g sil<x <2
1' [2<x <3
g si2<x <
\1; six =3

Ejemplo N°1

Realizar la distribucion acumulada del ejemplo n°1 de variable aleatoria discreta.

F(x) =4

\

Ejemplo N°2

7
4
7

0;
2

1

7
1

)

-

-

)

six<O0

si0<x <1
sil<x <2

si2<x <3

Six >3

Realizar la distribucién acumulada del ejemplo n°2 de variable aleatoria discreta.
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r 0; six<O0
1
—_ [ 0<x <1
10 si0<x <
6
F(x) =< —: i1<x <
(x) o sil<x <2
3- [2<x <3
10’ si2<x <
\ 1; six =3

6.5 Valor esperado de una variable aleatoria discreta

Definicién 6.5 Valor esperado de una variable aleatoria discreta

Sea x una variable aleatoria con distribucién de probabilidad P(X=x) y

g(x) una funcion en términos de x. El valor esperado de g(x) si existe,
define como:

Elg] = ) goPX =x) (2D

XES

Propiedades:
Elc]=¢c (22)
Elcg(x)] = cE[g(x)]  (23)
Elcgi(x) + g2(0)] = E[g: ()] + E[g(x)] (24)

Velasquez,L. (2013);indica “El valor esperado de una variable discreta es aquel valor medio

tedrico de todos los valores que puede tomar la variable. Representa una medida de
centralizacion” (pag. 126)

Gonzales,M. & Perez,V. (2014); afirman “El valor que se espera obtener de un experimento
probabilistico se llama el valor esperado. También llamado "esperanza matematica'. También
lo llamamos media” (pag. 185)

Ejemplo N°1

-

Si una persona compra una rifa, en la que puede ganar de $200 6 un segundo premio de $50 con
probabilidades de: 0.01 y 0.03. ;Cual seria el precio justo por pagar por la rifa?

E(x) = 200 - 0.01 + 50 - 0.03 = $3.50

Ejemplo N°2
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Un jugador lanza dos monedas. Gana $1 6 $2 si aparecen una o dos caras. Por otra parte, pierde
$5.00 si no aparece cara. Determinar la esperanza matematica del juego y si éste es favorable.

E = {(c,¢); (¢, x); (x,¢); (x,x)}
P(+1) =
P(+2) =

P(-5) =

IN PSRN RSN N

Ex)=1--+4+ 2 -

INEN

Ejemplo N°3
-]

Se supone que X representa el nimero de materias que los estudiantes de primer semestre se
inscriben en un semestre modalidad matutina y su funcion probabilidad esta dada por:

(1 —>
100° X =
! =3
1000 *°
3 .
100’ =
F(x)=<X 8 :
100’ =
85 .
1000 *°
2 =7
100’ X =

Pagina | 144

-



Calcular el valor esperado de X:

E(x) = 2(0.01) + 3(0.01) + 4(0.03) + 5(0.08) + 6(0.85) + 7(0.02) = 5.81

6.6 Media y Varianza de una variable aleatoria discreta

Definicién 6.6.1 Media de una variable aleatoria discreta

La media de una variable aleatoria X con distribucion de probabilidad

P(X=x) se define como:

u=E[X] (25)

Definicién 6.6.2 Varianza de una variable aleatoria discreta

La varianza de una variable aleatoria X con distribucion de
probabilidad P(X=x) se define como:

o? = E[(X —w)?] = E[X?*] — p? (26)

Levin ,R. & Rubin,D. (2013);indican “Es la media o también empleada el termino valor
esperado y se interpreta como un promedio entre los valores resultantes probabilisticos” (pag.

142)

Devore, J. (2014) ;afirma “La varianza de una variable aleatoria es una caracteristica numérica
que proporciona una idea de la dispersién de la variable aleatoria respecto de su esperanza.
Decimos que es un parametro de dispersion” (pag. 210)

Ejemplo N°1

En una bolsa se tiene 8 papeles:6 papeles de color rojo y 2 de color negro. EL juego consiste en
sacar un papel, si el papel es rojo se pierde 0.25 ctv. y gana 0.50ctv si el papel es de color negro.

Determine la media y la varianza

1-. Definir los eventos

P:pierde el juego
G:gana el juego

2.-Dato

1w

6
P(p) =3=

1

PO =5=3
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x = 0.25

3-
41

x = 0.50

)

I

E(X) = (=0.25) G) + (0.50) G) — 031

n=E[X]
p=031

Varianza

2= (025-28) () + (050-22) (3) = 001725
7= U 100/ 3 7" 100) \a) T 7

Ejemplo N°2
-]

Realizar la media y varianza del ejercicio n°1 del ejercicio anterior

r2_ —0
7 x=
4
F(x)=< ;; x=1
1. —
k;' x=2
Media
- 0() + )+ @) =3
= 7 7 7) =7
Varianza

2 2

e 096 (19 )+ (-9 6) -3 - v

Ejemplo N°3
S

Realizar la media y varianza del ejercicio n°2 del ejercicio anterior
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0; six <0
2
7; si0<x <1
4
F(x)={7; sil<x <2
1
;; si2<x <3
\1; six=>3
Media
2 3 4 5 4 3
= (5) + @(g5) + ®(55) + @ (55) + ©(z5) + ©(35)
+ (7)(2) + (8)<1> _ 129 460
20 20/ 28
Varianza

, (1 129)2(2)+(2 129)2(3)+(3 129)2(4)+(4129)2(5)
9= 28 28 28 28 28 28 28 28
B e (02 )
28 20 28 20 28 20
e (3-2 (1) =2 - 35625
28/ \20/ 16
6.7 Experimento Binomial

Si lanzamos una moneda puede tener dos posibles resultados: cara o sello. Su probabilidad es
conocida y constante en cada lanzamiento y esto se puede repetir un sinnimero de veces. Estos
tipos de experimento siguen una distribucion binomial. Un experimento binomial posee las
siguientes caracteristicas:

e Solo puede existir dos posibles resultados: éxito o fracaso.

e La probabilidad de un éxito p sigue siendo constante de un ensayo al siguiente al igual
que lo hace la probabilidad del fracaso (1 — p).

e La probabilidad de un éxito en un ensayo es totalmente independiente de cualquier otro
ensayo.

e El experimento puede repetirse muchas veces.

6.8 Distribucion Binomial

La variable aleatoria discreta X tiene distribucion binomial si es igual al nimero de sucesos
que ocurren en un experimento Binomial y su distribucion de probabilidades esta dada por:

n
PX=x) = (x) pPrA—p)"*,x€S siendo S={0,1,2..,n}
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Segin Webster, A (2001). “Cada ensayo en una distribucion binomial termina en solo uno de

dos resultados mutuamente excluyentes, uno de los cuales se identifica como un éxito y el otro
como un fracaso. La probabilidad de cada resultado permanece constante de un ensayo al

siguiente”.

Media Y Varianza De La Distribucion Binomial.

La media y la varianza esta dada por:
Formula de la media u=np

Formla de la varianza oc=np(1-p)

GRAFICO DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

n=20

Ejercicio: Se sabe que la probabilidad de que articulo producido en cierta fabrica no cumpla
las especificaciones es 0,04. Se observan 15 articulos elegidos al azar. ;Cual es la probabilidad
de que tres de ellos no cumplan las especificaciones? ;Cual es la probabilidad de que por lo
menos dos no cumplan las especificaciones?

Sol: Lo més importante es determinar mi éxito en cada ejercicio de esta indole si observamos
el problema menciona que -articulo producido en cierta fabrica no cumpla las
especificaciones es 0,04- ¢l error evidente seria afirma que este es mi fracaso, pero en realidad

es mi éxito porque es un porcentaje muy bajo de errores en producto.

(Cual es la probabilidad de que tres de ellos no cumplan las especificaciones?
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p=0.04
n=15
x=3

Px=x=(1)ra-pr

15
PX=3)= ( 3 )0. 043(1 —0.04)15-3
15!
PX=3)= ———— x0.0000640 x 0.612

31(15 — 3)!
P(X = 3) = 455x0,0000392
P(X=3)=0.0178

Resp: la probabilidad de que tres de los 15 articulos no cumplan las especificaciones es del
1.78%

(Cual es la probabilidad de que por lo menos dos no cumplan las especificaciones?
p=0.04
n=15
x=>2
PX=2)=1- P(X<2)
PX>2)=1-[P(X=0)+ P(X =1)]
P(X>2)=1-[0.5421+ 0.3388]
P(X>2)=1-0.8809
P(X>2)=0.1191

Resp: la probabilidad de que por lo menos dos no cumplan las especificaciones es del 11.91%

Ejercicio: La variable aleatoria X tiene una distribucion binomial con n=8, p=0,4.

a) Define la funcién de distribucion de probabilidad de x
b) Grafique la funcion de distribucion de probabilidad
¢) Calcule P(X=5)

d) Calcule P(X<2)

Para el literal A:

P(X=x) = (g) (0,4)%(0, 6)8*
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Para el literal B:

Ilustracion 182

Para el literal C:

P(X=5)= (g) (0,4)5(0,6)°

P(X =5)=(56)(0.01020)(0.216) = 0.1233x100% = 12,33%

Para el literal D:

PX<2)=PX=0)+P(X=1)+P(X =3)

Px < 2)=(3) 0,9°0,6° + ($) 090,67 +(3) 0,92(0,6)¢

P(X < 2)=0,016+ 0,089 + 0,209 = 0,314x100% = 31,4%
Ejercicios de Distribucion Binomial
1.- La probabilidad de que cierto estudiante repruebe de 0 — 2 materias es de 0.45. Si estudia

durante 3 afos y luego se retira para regresar después de un tiempo. ;Cudl es la probabilidad
de que cuando regrese repruebe por lo menos una materia?

oty P =1 (Toasia-oas |
x=1 P(X=1)=1- [GjoAsl (0,55) }
n=3

P(xX =1)=1- [[ﬁjo,%‘ (0,45)2}

P(x =1)=1-[0,41]

P(X =1)=0,59
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Media: Varianza: Desviacion Estandar

4= np o =np(1-p) o =Jnp(i—p)
41 =3%0,45 o? =3%0,45(0,55) o = J0.74
L1 =135 o’ =0,74 o =0,86

2.- El gobierno ofrece becas a 5 estudiantes de 22 a 24 afos de los cuales el 43% si trabajan.
a) hallar la probabilidad de que si todos los estudiantes trabajan 3 de ellos pierdan la beca.
p=0.43

q=0.57 P(X =3)= >lo.a3> (1—0,43)"

x=3 s 5
n=s P(x =3)= 5 |0:43 (1—-0,43)
5! 3 2
P(x =3)= [mjo,m (1—0,43)
P(X =3)=0,26
Media: Varianza:
AL =np O'2=”P(1—P)
41 =5%0,43 o’ =5%0,43(1-0,43)
=215 o’ =123

b) Cual es la probabilidad de que al menos 1 estudiantes pierda la beca.
p=0.43

2:2.57 P(x =1)=1 ‘[((5)]0'431(1 ~043)” }
n=>5 PX =1)=1- K; Jo,43.1 (1- 0.43)4}
P(X=1)=1- H(s _5<!))!0J0'431 (- 0'43)4}

P(X =1)=1-[0.045]

P(X =1)=095
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Media: Varianza:

p=np o’ =np(1-p)
1=5x0,43 o? =5%0,43(1-0,43)
H=2]15 o’ =123

3.-Una asociacion estudiantil realizo una implementacion de medios tecnoldgicos en una
Universidad causa efectos de mejoramiento académico con una probabilidad de 0,66 para
comprobar el rendimiento de los estudiantes dicha asociacion escoge 6 estudiantes al azar para
aplicarles un examen.

a) ;Cual es la probabilidad de que ningiin estudiante obtenga un buen examen?

p=0,66
q=0,34 _ _ 6 0 6—0
<=0 P(X =0)= [0 0,66°(1—0,66)
n=6 6

P(X =0)= 0)0,660(1 —0,66)°

6! 6
P(X =0)=| ——— (0,66°(0,34
( ) (6-0) IO!J (0.34)

P(X =0)=0,0195
Media: Varianza: Desviacion estandar
H=np o'zznp(l—p) O-:Vnp(l_p)
1 =6x0,66 o = 6x0,66(0,34) o =41346

5 oc=116

=396 o =1,346

b) ;Cual es la probabilidad de que al menos 2 tengan un buen examen?
p=0,66

N e e
ne P(X =>2)=1- {ngo,éé’ (0,34)° } + {(?}0,661 (0.34) }}
= 2):1_{[[ (6 —6(!))!OJO’660(0’34)6 H(@ : !D!”JO’%I(O’M)S }}

P(X =>2)=1-{0,0015 ]+[0,018 |}
P(X =22)=1-{0,0195} P(X =>2)=0,98
Media: Varianza: Desviacion estandar

M =np o’ =np(l-p) o =/np(1-p)
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1 =6x0,66 o’ =6x0,66(0,34) o = /1,346
1=3,96 o’ =1,346 o=116

4.-La probabilidad de que un estudiante de la Carrera de ingenieria en Sistemas
Computacionales finalice la carrera en 5 o 6 afios es de 0,28. De 9 estudiantes matriculados en
4to semestre ;Cudl es la probabilidad de que 5 logren finalizar la carrera en 3 afios?

P=ga§§ P(x =5)= @0,285(1 ~0.28)"*
q=9,
X=5 9! 5 4

P(X =5)= @jo,zss(o,n)“

P(X =5)=0,058
Media: Varianza: Desviacion estandar
H=np O'2=np(1—p) szlnpil—pi
1=9x0,28 o’ =9x0,28(0,72) o =+/181
u=252 o’ =181 o=135

5.- La probabilidad de que un alumno de primer curso repita de 2 — 4 materias es de 0.33. Se
eligio 20 alumnos al azar para preguntarles si han perdido alguna materia ;Cual es la
probabilidad que haya exactamente 4 alumnos repetidores?

p=0,33
q=0,67 P(X =4)= [20}0’334(1 -033)""
x=4 4
n=20 P(X =4)= [—20! j0,334(0,67)16
(20 — 4)14!
20 16

P(Xx =4) :( 4 j0,334(0,67)

P(X =4)=0,095
Media: Varianza: Desviacion estandar
p=np o’ =np(1-p) o =npll-p)
M= 9x 0,28 0_2 — 9 % 0,28(0,72) O = 1,81

= 2
ﬁist%l%%cién Binomial Negsfiva 1,81
g
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Se tiene una sucesion independiente de repeticiones, todas ellas con probabilidad de suceso
p; sir es un numero entero previamente definido, diremos que X es una Variable Aleatoria
Binomial Negativa si y solo si X representa el nimero de repeticiones para que el r-ésimo
suceso ocurra. Su distribucion es:

P(X =x)= -l p(1-p)" ,xes . _
r-1 Siendo S= {r, r+1, r+2...}

e [amediay la varianza estan dadas por:

ﬂ:L O.z_”(l_zp)
p p

Ejercicio: Suponiendo que la probabilidad de que una persona contraiga cierta
enfermedad a la que esta expuesta es 30%, calcule.

Sol: cada persona constituye un ensayo estos ensayos son independientes y la probabilidad de
éxito es 0.3

r=4
p=03
x=10
Px=x=(_ Jpra-p-
r—1

P(X = 10) = (1

0.3*(1—0.3)10-4
4—1) ( )

P(X =10) = 84x0.0081x0.1176
P(X =10)=0.08

Resp: la probabilidad que la décima persona expuesta a la enfermedad sea la cuarta en
contraerla es del 8%.

Ejercicios de Distribucion Binomial Negativo

1.-La decision de los estudiantes en que se implemente el PHD en la carrera de Ingenieria en
Sistemas Computacionales tiene una probabilidad de 0,57. Se hacen 3 pruebas de conocimiento
a los estudiantes para saber si se encuentran aptos para dicha implementacién ;Cual es la
probabilidad de que 10 estudiantes obtengan el PHD segun su resultado en dicha prueba?

p=0,57 P(x =10)= [1;__11]0,573 1-o0,57)°"
q=0,43
x=10 P(x =10)= @)0,573 (0,43)
r=3
9! 3 7
P(Xx =10)= [mj0,57 (0,43)

P(X =10)=0,018
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Media: Varianza: Desviacion Estandar

r 1— _
= 0_2:’"( ZP) o= rlz
V4 p p
A 52 = 1-057) o =397
0,57 (),572
=526 o’ =397 =199

2.-Ciertos estudiantes de la Carrera de Ingenieria en Sistemas Computacionales acudieron a
una entrevista a un centro educativo para trabajar como docentes con la probabilidad del 0,47
de ser contratados. A dichos estudiantes durante la entrevista se les elaboro 3 pruebas ;Cual es
la probabilidad de que 3 hayan sido seleccionados?

p=0,47
223’53 - =[ jo 474 (1-047)"
_ 0, 474 0 53
r=4 ((6 3),3,j )
P(X=7)= [3}0,474 (0,53)
P(X =7)=0]5
Media: Varianza: Desviacion Estandar
1- _
/J = 0_2 — }"(—ﬂ o= 7'(1—217)
p p
"= 047 o= 4(10_407’f ! 7=ND0
ﬂ:8,51 O-2=9,6 0-23,1

3.-Los registros de una compaiia de soporte técnico, indica que la probabilidad de que sus
equipos sean mal reparados por un grupo de estudiantes es del 0,37. La compafia decide hacer
una prueba para saber quién es mas eficaz y agil en la reparacion ;Cual es la probabilidad de
que el sexto estudiante sea el segundo en concluir la prueba?

B -1
p=0,37 P(x =6)= 6 037°(1-037)""
q=0,63 2-1
x=6 5!

— P(X=6 0,372(0,63)"
r=2 r=9- [(5 mJ 06

P(X=6)= @0,372 (0,63)*

P(X=6)=0,11

Pagina | 155




Media: Varianza: Desviacion Estandar

“= o2 =115p) oo 2]
p p2 p2
__2 2(1-037) _ o
"= 0,37 o’ = W o 9,20
u=>541 o’ =920 o =303

4.-En determinada situacion de emergencia se necesitan realizar 5 programas que aporten a un
hospital. Se solicitan voluntarios de la Carrera de Ingenieria en Sistemas Computacionales con
probabilidad de que 0,56 de propuestas ;Cual es la probabilidad de cubrir la emergencia con el
noveno estudiante?

p=0,56

—_0)— 9-1 5(1_ 95
q=0,44 P(X =9)= (5 . Jo,se (1-0,56)
x=9
!
r=>5 P(x =9)= 8 0,562(0,44)*
(8—4)14

P(x =9)= (3]0,565 (0,44)*

P(X =9)=0,14
Media: Varianza: Desviacion Estandar
,uzL O_zzr(l_zp) o= Vl—zp

P pr r
__5 o2 _ 3(1-0.56) o =4/7,02

“ =056 0,567
1= 8,93 0_2 — 7’02 o =2,65

5.- E1 0,35 de los estudiantes de la Carrera de Ingenieria en Sistemas Computacionales, estan
en desacuerdo con los medios tecnologicos que posee la facultad.

Realizaron 2 inspecciones en el establecimiento ;Cual es la probabilidad de que 4 laboratorios
aprueben la inspeccion?

p=0,65 P(X = 4)= (4 _IJO 65%(1— p)*>
o033 (x=4)=[]" D)
x=4 o[ 3 2(0 152
=2 P(X =4)= ((3 5 m]o,ss (0,35)
P(X =4)= @0,652 (035)
P(X =4)=155
Media: Varianza: Desviacion Estandar
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ﬂ = 0'2 E O =
p P’ r’
P o2 = 2(1-0,65) o= J1.66
0,65 0,652
L= 308 o? =166 o=129

Distribucion Geométrica

e Sir=1 la distribucion Binomial Negativa recibe el nombre de distribucion Geométrica

Seglin la formula de la distribucion binomial negativa:

x —_—
PX=x)= (r B 1)pr(l -p)T",xeS siendo S={r,r+ 1,r+ 2..,}
r =1 queda:
PX=0=(]_,)pta-p*
1-1
Finalmente Resultaria que:
P(X=x)=p0—p)',xeS Siendo S={1, 2, 3...}
e [amediay la varianza estan dadas por:
p P

Ejercicios de Distribucion Geométrica

1.- La probabilidad de que la Carrera de Ingenieria en Sistemas computacionales se
complemente con otra carrera es de 0.38. Si un estudiante decide probar con otra carrera ;Cudl
es la probabilidad de que obtenga resultados positivos antes de llegar a 3er afio?

p=0,38
q=0,62
x=<3
r=1
Px =x)={p—p) ']+ [pa-p)y']
P(Xx =3)= {[0,3 8(1—0,38)"" ]+ [0,3 8(1—0.,38)""
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~(x =3)— {[0,3 8(0.62)° ] —+ [0,3 8(0.62)! ]}

~(x — 3)— {[o.=z33] + [O.=a]}

P(X <3)=0,62

Media: Varianza: Desviacion Estandar
_1 62:_(1—p) o= 1—2p
H » pz p
_ 1 52 (12038) o =+/4,29
#0038 0,387
2 o=2,07
o= 2,63 o = 4,29

2.- Se estima que el 0.06 de los mejores pasantes de una empresa prefieren de un sueldo de
hasta $500 con la probabilidad del 0.5 de otorgarselos para lo cual se evaliia su desempefio
laboral durante un periodo de 3 meses ;Cual es la probabilidad de que solo sea necesario llegar
a los 2 meses para encontrar un pasante y aumentarle el sueldo?

p=0,06 P(X =2)=0,06(1-0,06)"
;1:3 4 P(X =2)=0,06(0,94)
r=1 P(X =2)=0,05
Media: Varianza: Desviacion Estandar
1 ,_(1-p) _d=p
H=— o = 2 P’
p p
ﬂ:L JZZM o =4/261,11
0,06 0,06°
1=16,67 o’ =26111 o=16,16

3.- En un expo-feria Universitaria, se necesita seleccionar a un alumno para que represente a
la universidad, se retinen a un grupo de los mejores alumnos de 7mo y 8vo semestre con
probabilidad de que 0,05 sean de 8vo semestre. Se selecciona al azar 3 alumnos de los cuales
el disparejo sea el representante y si los 3 son del mismo semestre se repite nuevamente la
seleccion ;Cual es la probabilidad de que se necesiten menos de 4 intentos para que sea un
alumno de 7mo semestre?

p=0,95 q=0,05 x=<4 r=1
P(x <4)=(0.951-095)" )+(0.95(1-0957" )+(0.95(1-095)" )
P(X <4)=(095(0.05) )+(0.95(0,05) )+(0.95(0.05) )
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P(X <4)=(0,047 )+ (0,047 )+(0,0024 )
P(X <4)=0,096

Media: Varianza: Desviacion Estandar
1 62 — (1_—17) O = 1 — p
H=— S 2
p p P
pot o2 = 12099) o =1/0,06
0,95 0,95
1=1,05 o’ =0,06 =024

4.- De un grupo de estudiantes de programacion el 0,28 tienen gran capacidad y logica de
programar. Si seleccionamos un software creado por cualquiera de ellos ;Cudl es la
probabilidad de que el tercer estudiante elegido muestre un programa eficiente?

p=0,72 q=0,28 x=3 r=1

P(Xx =3)=0,720 —0,72)"!
P(X =3)=0,72(0,28)
P(X =3)=0,056

Media: Varianza: Desviacion Estandar
- 1—
= 1 o’ _(=p) P ) o= L
p p P
_ 1 o2 - (1=072) o =+/0,54
"0 0,72
1=139 o’ =0,54 o=0,73

Distribucion Hipergeométrica

Se tiene una poblacidn objetivo constituida por N entes; entre estos N-entes hay entre ellos que
tienen una caracteristica de interés en la investigacion. Se toma una muestra de tamafio n de la
poblacion. Bajo estas condiciones, X es una Variable Aleatoria Hipergeométrica si y solo si
representa el nimero de elementos con la caracteristica de interés en la muestra. Su distribucién
es:

n
(NJ Y S={0,1, 2..., k} donde k=min {a, n}
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La media y la varianza de la distribucion Hipergeométrica esta dada por:

Media:

Varianza:

) an(N—a)(N—n)
0" =—
N\ N N-1
GRAFICO DE LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA.

34 0.4 -

mJ»

Ilustracion 183

Ejercicio: Se tiene un lote de 25 microprocesadores, ocho de los cuales tienen algtn tipo de
disconformidad. Se toman aleatoriamente 10 de los 25 items, se desea calcular la probabilidad
que:

a) Al menos dos microprocesadores tengan alguna disconformidad
b) No mas de tres tengan disconformidad
¢) Todos los microprocesadores inconformes estén en la muestra

Al menos dos microprocesadores tengan alguna disconformidad
P(X=22)=1-P(X<?2)
PX=22)=1-[PX=0)+ P(X =1)]
8\ (17 8\ (17
O, O

G (o

P(XZZ):l—[
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P(X >2) =1 —[0.00595 + 0.0595]

P(X = 2) = 0.9345

Resp: La probabilidad de que al menos dos microprocesadores tengan alguna disconformidad
es del 93.45%.

No mas de tres tengan disconformidad
PX<3)=PX=0+PX=1)+PX=2)+P(X=3)

8\ (17 8\ (17 8\ (17 8\ (17

BGD, O, AW, OF)

25
10 10 10 10

PX<3)=

P(X <3)=0.00595+ 0.0595 + 0.2084 + 0.3332 = 0.6071
P(X<3)=0.6071
Resp: La probabilidad de que no més de tres tengan disconformidad es del 60.71%.

Ejercicios de Distribucion Hipergeométrica

1.-Una mesera se rehusa a servir bebidas fuertes tinicamente a estudiantes menores a 30 afios,
si verifica aleatoriamente solo 7 identificaciones de entre 12 estudiantes de los cuales 4 no
tienen la edad suficiente ;Cual es la probabilidad que solo 3 sean menores a 30 afios?

l::41 ’ P(X =3)= —[:j(lj__; j

n=7 (7)

x=3

[ 41 j[ K1 ]
P(x —3)— L@ ZHBAE D

GG
(%)

P(Xx =3)= (?7);72(;)

P(X =3)=

P(X =3)=0,353
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Media: Varianza: Desviacion Estandar

N—a) N—n
> _an(N—a )\ N—n O—:\/ﬂ[_j(—j
,u=a—]\’: d _N[ N j(N—l] NU N AN-1
_4x7 ‘72_4X7[12_4](12_7j o - 4><7(12—4j[12—7]
12 12 12 12—1 N\ 12 12 12—1
=233 o’ =0,69 o =,/033

2.- 15 personas alcanzan un titulo de docente universitario de los cuales solo 10 son excelentes.

Elija usted al azar 8docentes. Hallar la probabilidad de que se escoja 6 de los 10 mejores.

10\15-10
N-15 (5]
a=10 P(X=6)=?
n=8 (8J
x=6 10! st
P(X=6)= (10 —o06)!6! S —2)2!
B
[(15—8)!8!]
(3]
P(X =6)= 6152
(7]
5y (210)10)
Px =6)= (6435)
P(X =6)=0,326
Media: Varianza: Desviacion Estandar
an 2_an(N—a][N—nj _\/an[N—aj[N—nj
H=— o = =\~
N N\ N N —1 N N N —1
_ 10x8 o — 10x8[15—10j[15—8j O_:\/IOXS[IS—IOJ[IS—S)
ST 15 U 15 \15-1 15 U 15 Ai1s-1
1=533 o’ =088 o =094

3.- En una empresa se hace un llamado a los trabajadores encargados del Soporte Técnico para
ensamblar 27 nuevos equipos. Solo 7 de los equipos estan mal ensamblados, viene el presidente
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de la empresa y se lleva 11 y el vicepresidente se lleva el resto. ;Cual es la probabilidad de que
solo uno de ellos se haya llevado todos los equipos con falla?

7N 27 — 7
>7
a=7 (1 M
n=11 ( 71 j( 20! j
x=P(x=0)+P(x=6) Plx —0)— LT -0\ (20—1Dhun
271
(27 —1Du 11)
P(x — 0)— _167.960
13037.895

P(X =0)=0.0128

6 11—6 (X —0) = (7*6)!6!27$20f5)!5!
=7 27 —11H1 1!)
11

P(X =6)=

(X —0)— 198.528 (X = 0)=0,0083
13037.895

P(X =0)+ P(X =6)=0,0128 + 0,0083
P(X =0)+ P(X =6)=0,0211

Media: Varianza: Desviacion Estandar
M I o= =)
N NN Vo NU N AN-1
u=1 »_ Ix11(27-7Y27-11 7x11(27—7j(27—11j
27 o = O =
27 27 27-1 27 27 27 -1
M= 2’85 0.2 =131 O'=1,14

Distribucion Poisson

Otro modelo probabilistico discreto es el de Poisson util en fendomenos donde es necesario
contar el numero de ocurrencias en algun intercalo particular de tiempo; niumero de equipos
que falla por semana, nimero de accidentes de transito por mes, etc. Segiin Webster, A (2001).
“la distribucion de Poisson mide la probabilidad de un evento aleatorio sobre algun intervalo
de tiempo o espacio”.

Una variable aleatoria discreta X tiene distribucion Poisson con parametro | cuando representan
la cantidad de eventos que ocurren en una unidad de tiempo, espacio, volumen o alguna otra
dimension. Su distribucion es:

-4 qx
o P(X:x):e xeS siendo S= {0, 1,2...,}
x!

Son necesario dos supuestos para la aplicacion de la distribucion Poisson:
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a) La probabilidad de ocurrencia del evento es constante para dos intervalos cualesquiera
de tiempo o espacio.

b) La ocurrencia del evento en un intervalo es independiente de la ocurrencia de otro
intervalo cualquiera.

La media y la varianza son:

Media:

Varianza:

GRAFICA DE LA DISTRIBUCION DE POISSON.

Ejercicio: La cantidad de errores de transmision de datos en una hora es 5 en promedio.
Suponiendo que es una variable con distribucion de Poisson, determine la probabilidad que:
a) En cualquier hora ocurra solamente 1 error.
b) En cualquier hora ocurran al menos 3 errores
c) En dos horas cualesquiera ocurran no mas de 2 errores

Sea x: Variable aleatoria discreta (cantidad de errores por hora).
A =15 (promedio de errores de transmision en 1 hora)

En cualquier hora ocurra solamente 1 error.

e>5!  0,006737x5

PX=1)= — T

= 0,03368

Resp: La probabilidad que en cualquier hora ocurra solamente un error es del 3.368%
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En cualquier hora ocurran al menos 3 errores

PX>3)=1-P(X<3)
PX>3)=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X = 2)]

B e 550 551 552
P(X23)—1— Y + 1 + o

P(X>3)=1-[0.0067 + 0.0337 + 0.0842]
P(X >3)=10.8743
Resp: La probabilidad de que en cualquier hora ocurran al menos 3 errores es del 87.43%
En dos horas cualesquiera ocurran no mas de 2 errores
Solucion: A =5 en una hora, como el problema indica en dos horas se multiplica la constante
lambda por 2 4 =10
PX<2)=PX=0+PX=1)+PX=2)

e—10100 e—10101 e—10102
+ +

PX<2)=—p T 5

P(X <2)=10.0028
Resp: La probabilidad que en dos horas cualquiera ocurran no mas de 2errores es de 0.28%.

Ejercicio: Una interseccion de dos avenidas de mucho trafico, es el escenario de muchos
accidentes. Un experto ha estudiado los datos sobre accidentes en este cruce, y ha concluido
que “los accidentes ocurren con una tasa promedio de dos por mes”.
a) Estudiemos la conclusion del analista.
b) Encontremos la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X: “numero de
accidentes por mes en esta interseccion”.
c) Determinemos la probabilidad de que hayan : 0 accidentes, 1 accidentes, 2 accidentes,
3 accidentes, por mes en dicha interseccion.
d) (Cual es el valor esperado de la variable aleatoria X?

a.

La conclusion del analista de trafico no significa que existan exactamente 2 accidentes de
transito por mes; en algiin mes dado podria presentarse cualquier nimero de accidentes: 0, 1,
2,3,4,...

b.

La variable aleatoria X se distribuye segun el modelo de Poisson, con parametro
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A =2 por tanto:

e—sz
PX=x)= o
C.
La probabilidad de que haya 0 accidentes es:
-290
P(X=0) = =0.135335

o

Resp: hay una probabilidad aproximadamente de 13.53% que no ocurran accidentes en un mes
cualesquiera.

La probabilidad de que haya 1 accidente es:
-291

P(X =1) = —— =0.2707

Resp: hay una probabilidad aproximadamente de 27.07% que ocurra 1 accidente en un mes
cualesquiera.

La probabilidad de que haya 2 accidentes es:
-292

PX=2)= T 0.2707

Resp: hay una probabilidad aproximadamente del 27.07% que ocurra 2 accidentes en un mes
cualesquiera.

La probabilidad de que haya 3 accidentes es:
-293

P(X=3)= T 0.18044

Resp: hay una probabilidad aproximadamente de 18.04% que ocurra 3 accidentes en un mes
cualesquiera.

d. La media
u=EX]|=2=2
Ejercicios de Distribucion Poisson

1.-El nimero de ejercicios dado por un alumno Universitario que trabaja como docente es de
8 ejercicios por hora ;Cudl es la probabilidad de que se resuelva 5 ejercicios por hora?

e—8 85
18 P(XxX =5)= 3
X=5 P(X —5)— 10,99

120

P(X =5)=0,092

Varianza: Desviacion Estandar
0'2 = 8 O = \/g
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o =283
2.-La probabilidad de que una carrera de Ingenieria en Sistemas complemente con otra es de
0,06. Si una persona estudio 70materias entre las 2 materias escogidas ;Cual es la probabilidad

de que falle en una de las dos?

e 4
1!
P(X =1)=0,0732

A =n*p=70%0,06=4 P(X =1)=
x=1

Media: Varianza: Desviacion Estandar
H=A o’=1 o=+
o’ =4 o =4
o=2

3.- Si un alumno reprueba 3 materias por afio ;Cudl es la probabilidad de que registre 5 materias
reprobadas en 3 afios consecutivos?

=5 -
7,29
P =5="75

P(X =5)=0.,061

Media: Varianza: Desviacion Estandar

u=Aa cl=A o=+

m=9 ol=9 o = \/5
=3

4.- en un laboratorio se decide hacer una revision al sistema Operativo a todas las maquinas
para saber cudles estan funcionando correctamente, ya que la decision de renovar los
laboratorios es por mayoria. Se identifica 0,4 posibles archivos dafiados por minutos. ;Cual es
la probabilidad de identificar 6 archivos en mal estado en 5 minutos?

—2 6
1, =0,4%5=2 P(X =6)= %
x=6 -
P(X =6)=0,0120
Media: Varianza: Desviacion Estandar
u=A ) oc=+/1
o" =2 o =141
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Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1: Un experimento consiste en lanzar tres veces una moneda. Sea la variable aleatoria:
X ="numero de caras que se obtienen". Se pide:

a) Distribucion de probabilidad de X
b) Funciodn de distribucion de X. Representacion grafica
¢) Media, varianza

Ejercicio 2: Al lanzar cuatro monedas se considera el nimero de escudos obtenidos. De la
variable aleatoria X asi obtenida, se pide:

a) Representacion grafica
b) Funcion de distribucion. Representacion grafica
c) Esperanza matematica y varianza

Ejercicio 3: Calcular la media y varianza de la variable aleatoria que tiene como funcion de
distribucion:

0; Six <2

0.2; si2<x <4

F(x) =< 0.55; si4<x <6
0.85; si6<x <8

1; six>8

Ejercicio 4: En un cine de verano hay instaladas 800 sillas, sabiendo que el nimero de asistentes
es una variable aleatoria de media 600 ;Qué probabilidad existe de que el nimero de personas
que vaya al cine un dia cualquiera sea superior al numero de sillas instaladas?

Ejercicio 5: Se desea conocer el numero de automoéviles que se deben poner a la venta durante
un periodo determinado para que se satisfaga una demanda media de 300 unidades con una
desviacion tipica de 100 unidades, con una probabilidad no inferior al75%
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CAPITULO 7

VARIABLE ALEATORIA

Introduccion

a partir de los datos obtenidos
en la muestra. Debem

los modelos de probabilidad

, .- Blaise Pascal Pierre de Fermat
mas utilizados.

(Francia, 1623-1662) (Francia, 1601-1665)

Contenido \/

Variables aleatorias.
Variables aleatorias comntinuas.

X3

%

R/
°

¢ Funcion de densidad oria continua
#* Funcion de distribucion de una variable aleatoria continua
¢ Media y varian a.

R/
°

Valor esperado-de una variable aleatoria ¢6
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6. Variables aleatorias.

= : Definicion 1
- ; i x J
(6 ,» Yo . ) \
» a*u,u: » Es aleatoria cuando tomamos numeros
®

con determinadas probabilidades.
Dado un espacio de probabilidad
(Q, A, Pr), una variable aleatoria es
cualquier funcion ,X.

X:Q-R w —~X(w)

N /

“Se llama variable aleatoria a toda funcién que asocia a cada elemento del espacio
muestral un niamero real. X: E — R.” (Rubin., 2011)

llustracion 184:Representacion de
variables aleatorias.

“Toda distribucion de probabilidad es generada por una variable (porque puede tomar
diferentes valores) aleatoria X (porque el valor tomado es totalmente al azar), y puede ser de
dos tipos: Variable aleatoria discreta y variable aleatoria continua.” (Spiegel, 2010)

7.1 Variables aleatorias continuas.

. . s )
/[ Definicion | \

* La variable aleatoria X sera continua son los
valores posibles que se encuentra dentro de
los intervalos establecidos, estos pueden
tomar cualquier numero R, y éstos pueden
ser entre 0 y mas infinito. X: Q - R

J llustracion
185:Representacion de

variable aleatoria continua.

-

“Se dice que una variable aleatoria X es continua si su conjunto de posibles valores es
todo un intervalo (finito o infinito) de niimeros reales.” (Walpole, Myers, & Myers, 2012)

“Una variable aleatoria, X, decimos que es de tipo continuo cuando puede tomar
cualquier valor en un intervalo de la recta real con una funcion de densidad f (x) que representa

la idealizacion en la poblacion del perfil obtenido a partir de los datos en el diagrama de tallos
y hojas o en el histograma.” (Ontalba, 2011)

7.1.1 Ejemplos.

Sea X la variable aleatoria continua, se presenta los siguientes ejemplos:




» Ejemplo 1.

X: Tiempo que tarda en fundirse una bombilla
> Ejemplo 2.
X: Cantidad de agua consumida en un mes
» Ejemplo 3.
X: Temperatura maxima en el mes de Junio

7.2 Funcion de densidad de una variable aleatoria continua.

Definicién } I

* Podemos definir a la funcién de
|

densidad de X es una f(x), de tal
manera que para dos valores
llustracién 186: Representa la funcién
de densidad de una variable aleatoria

cualquiera myn con
continua. * Sea la  funcion de  desidad:

m<n Pm<X<n)= fgf(x)dx.
\\ f(x)=PX =x) J

Las propiedades bésicas de cualquier funcion de densidad son las siguientes:

I.f(x) = 0 Vx€R (las frecuencias relativas tampoco podrian ser negativas).

2.R < f(x)dx = 1 (las frecuencias relativas también sumaban uno).

3.P(X el = fl f(x)dx (La funcion de densidad sirve para calcular la probabilidad de
que la variable aleatoria X tome valores en un intervalo I que nos interese).

“La funcidon f(x) es una funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria
continua X, definida sobre el conjunto de los nlimeros reales.” (Canavos, 2010)

“Dada una variable continua X decimos que f(x) es una funcion de densidad, si la

probabilidad de que X tome valores en el intervalo (a,b) es igual al area encerrada por la
grafica de f(x), el eje x y las rectas x = a,x = b.” (Spiegel, 2010)

7.2.1 Ejemplos.

» Ejemplo 1.
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Se desea estudiar el nivel de gripe en ciertos profesionales de la empresa “Astinave”.
La funcion de densidad de la variable aleatoria asociada es:

[ kx; 0<x<2
f(x)_{o; x <0,x>2

Calcular el valor de k

llustracién 187: Empleados -
Ejemplo 1

Solucion:
Para que f sea una funciéon de densidad se debe verificar que:

fx)=0; Vx

| o;f(x) 1

Como f(x) 20>k >0
2 x22 4
1=f0kde=kl7l =kz=2k=1

>k=1/2

» Ejemplo 2.
En la empresa Mabe el tiempo de activacion de los acondicionadores de aire fabricados
es una variable aleatoria con funcion de densidad:

mabe
E——

f(x)=F'(x)
2x ; 0 <x<05
_ dF (x) 2
= dx §(2—x). 05 <x<k
0, en otro caso




El sensor de activacion de un acondicionador de aire debe ser rapido, es inferior a 0.2 segundos
y lento si su tiempo de activacion es superior a 1 segundo. Calcular lo siguiente:

a) Calcular el valor de k para que f(x) sea funcidon de densidad, mientras se cumpla lo

siguiente: [, f(x)dx = 1.

Nos basamos en aplicando la siguiente propiedad

foo'52xdx+fk (g(Z—x)> dx=1- (0.5)2+§[(2k—k;>—gl -1

0.5
k?—4k+4=0-> k=2seg
El valor que debe tomar son dos segundos, para que sea una funcion de densidad.

» Ejemplo 3.
Calcular la funcion de densidad en el siguiente caso:

d 2
fG) = a(%)

x
f(x):{ipara0<x<2
0 sino

7.3 Funcion de distribucion de una variable aleatoria continua.

- - -7 \
Valor de X _Probabilidad /% I

0 1/8
1 /8 * Tenemos f(x) como la funcién de
2 " densidad de wuna variable aleatoria
continua X, y F(x) se denomina una
i 18 funcién de distribucién de la variable
TOTAL 1 aleatoria X.
llustracién 188: Representa la e F(t) = f_toc f(x)dx vt €R
funcién de distribucion de una k /

variable aleatoria continua.

La funcion de distribucion de una variable continua siempre verifica las siguientes
propiedades:

a) F(x)=0;
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b) b) [ fx)dx =1

c)P(a<x<bh)= f:f(x)dx = F(b) — F(a)

d) f(x) = F’'(x) = La funcion de densidad es la derivada de la funcion de distribucion

(Martin Pliego, 2014). Sea X una variable aleatoria continua con funciéon de densidad
f(x), se define la funcion de distribucion, F(x), como:

F(x) =Plx <X] = focf(x)dx

(Rubin., 2011). “Dada una variable aleatoria continua X, con funcién de densidad f (x),
la funcion de distribucion F(x) es la funcién que para cada valor de la variable nos da la
probabilidad de X tome ese valor, o cualquier otro inferior.”

7.3.1 Funcion de distribucion acumulada de una variable continua.

Definicion ‘

» Se define como la probabilidad de que para una variable aleatoria X
continua, la funcion acumulada de distribucion es:FE.(x) = P(X <

0.9 F

rpeeos

92844,

FEETE
@i =
LY =0=1X]

0.8

_5 A -1 | -1 n 1 a2 k| A &l
llustracién 189: Representa la funcién de distribucion
acumulada de una variable aleatoria continua.
(aires, 2013). “La funcion de distribucion acumulada de una variable aleatoria continua X con
., . X
funcién de densidad f (x) se define paratodo X € R. Como F(x) = P(X < x) = f_oc f)dt.”

(Walpole, Myers, & Myers, 2012). “Se define la funcién de distribucion acumulada para la
variable aleatoria continua X como: F(x) = f_xoc f)dt vx € R.”




7.3.2 Ejemplos.

» Ejemplo 1.
Basandonos en el ejemplo 3 del tema (Funcion de densidad de una variable aleatoria
continua), vamos a calcular lo siguiente:

9,000 BTU

mabe

| S

Obtener la funcion de distribucion

F(x) =P[X<x] = fo(x)dx

X
six<0 - F(x)=f 0dt=0
-

X

si0<x<05- F(x)=f

-

X
0dt+f 2t dt = x?
0

0.5 X

16x — 4x%> — 4
12

X
2
si5<x<2- F(x)=J 0dt+J 2tdt+J §(2—t)dt=
—x 0

0.5

X 0.5 2 2 X
Six<2- F(x)=f Odt+] 2t dt +] —(2—t)dt+f0dt=1
—x 0 053 2
Y esta se expresa de la siguiente manera:

r 0; x <0

x2; 0<x<05

16x — 4x%> — 4
F(x) =< T ; 05<x<2
1; x=2

\

» Ejemplo 2.
En la ciudad de Guayaquil tenemos la variable aleatoria que representa a la proporcion
de los accidentes de peatones fatales que ocurren en horas pico, tiene la siguiente
funcion de densidad:

Pagina |176




42x(1 —x)5 ; 0<x<1
0; para cualquier otro valor

V7 )\ N |

llustracion 190: Peaton - Ejemplo 2

(Cuadl es la probabilidad de que no mas del 25% de los accidentes de peatones sean fatales? Es
decir, ;Cual es P(X < 0.25)?

_42J1 ) 5 g _42x2 5x3_|_10x4 10355_|_5x6 x7 1_1
=42 | x(-xtde =420 -t 5 T T 7|o"

Finalmente, la funcion de distribucidén acumulativa es:

X
= 42[ t(1—t)°>dt = 21x% — 70x3 + 105x* — 84x° + 35x°® — 6x7
0

Por lo tanto, la probabilidad, de que la proporcion de accidentes peatonales fatales sea menor
del 25% es:

F(1/4) = 21(1/4)% — 70(1/4)3 + 105(1/4)* — 84(1/4)5 + 35(1/4)° — 6(1/4)7
=0.5551

» Ejemplo 3.
Suponga que el tiempo maximo que se debe reservar una habitacion grande de cierto
hotel son 4 horas. Con mucha frecuencia tienen reservaciones extensas y breves. De
hecho, se puede suponer que la duracion X de una conferencia tiene una distribucion
uniforme en el intervalo [0,4].

CGaeinn HOTEL

& L
T BY oy

a) (Cuadl es la funcion de densidad de
probabilidad?

b) (Cual es la probabilidad de que
cualquier reservacion determinada
dure al menos 3 horas?




Solucién:

a) Literal a.
La funcion de densidad apropiada para la variable aleatoria x distribuida uniformemente
en esta situacion es:

1

—_ < <
Px(X)={4' O=X=4

0; enotro caso

b) Literal b.

P[x < 3] f41d !
x<3[=] —ax=-
, 4 4

7.4 Valor esperado de una variable aleatoria continua.

* Representa la cantidad media que se “espera”, como resultado de
un experimento aleatorio, cuando la probabilidad de cada suceso
se mantiene constante y el experimento se repite un elevado
numero de veces.

eu=EX) = ff;x.f(x)dx

aleatorios Xy Y

0 20 40 60 80 100 120 140 160
llustracién 191: Representacion del valor esperado de
una variable aleatoria continua.

(Canavos, 2010). “Suponga que X es una variable aleatoria continua con funcién de
densidad de probabilidad f(x).”

(Rubin., 2011). “Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(x), s

3

define la esperanza matematica de esta variable aleatoria como: E(X) = fi x.f(x)dx =u*
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7.4.1 Ejemplos.

» Ejemplo 1.
Para la medicion de la corriente que utiliza una maquina de coser industrial la media de
X seréa:

20

E(X) =f x.f(x)dx = 0.05 /2|200= 10

0

El promedio de la corriente que utiliza una maquina de coser industrial es de 10 m.a.
(miliamperios).

» Ejemplo 2.
La empresa INATRA S.A. es fabricante de transformadores, se ha encontrado que la
vida util de un transformador, en afios, se puede dar la siguiente funcidon de densidad.

dF (x)

) =P ===

a) Siun cliente compré un transformador y se ha estado utilizando por lo menos 6 meses
(Cual es la probabilidad que falle antes de los 18 meses?

b) Cada compresor tiene un costo de 20 u.m. y se vende en 32 u.m. y el fabricante da
ciertas garantias. Si el compresor falla antes de 3 meses se devuelve el importe de lo
pagado. Si falla entre 3 meses y 6 meses, se compromete a asumir el costo de mano de
obra de la reparacion que tiene un valor de 5 u.m. ;Cudl es la utilidad esperada por
compresor?

Solucién:




Vamos a utilizar la siguiente notacion:

x = {vida Gtil de un transformador ,en afios}

a) Procedemos a calcular la siguiente probabilidad condicional.

P05 <x<15) P(O5<x<15
p<i15/x>05=0o<x<15 PO5S<x<15)

P(x>05)  1—P(x>0.5)
s53+Xx

e _ M2 _ 6274

_1 0.53+xd 51 7
-, mgTdx &

Si el cliente compra un compresor, el que ha funcionado por lo menos seis meses, la
probabilidad de que este falle antes de los dieciocho meses es 0,6274.
b) Se define la siguiente variable.

U = {Utilidad del transformador en u.m.}
(0<x<025 —>U=32—20-32=-20
(025<x<05) >U=32-20—5=7

(05<x<2) »U=32-20=12

Calculamos las siguientes probabilidades:

P(0 < <025)—j0l253+xd 3 e+ ]025 _ 097
x < 0. =) T3 x=gx+t=l .
P(0.25 < <05)—f0'53+xd 3+ 9% _ o108
> SASTI= ] T8 T8 T 16l025 T
P(0.5 < <2)—f23+xd 3+ 5|2 0796
wSASL =] T T8 T 16|05 T

Procedemos a calcular la utilidad esperada:

E(U) = Z U.P(U) = (=20)(0.097) + (7)(0.105) + (12)(0.796) = 8.35 m.u.

Rec U

Segun las condiciones que posee la utilidad de los transformadores, la utilidad esperada es de
8.35 m.u.

» Ejemplo 3.
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Basandonos en el ejemplo 2 del tema (Funcion de distribucion de variable aleatoria
continua), Determinamos en valor esperado de los accidentes de peatones fatales en
Guayaquil.

V' 4 A\

1

E(X) =42 f x. f(x)dx - 42 flxz(l —x)°dx
0 0

4231 5x_|_22 5x3_|_5x4 x>
e R T

1—025
O_ .

El valor esperado de los accidentes peatonales fatales en Guayaquil es de 0.25%

7.5 Mediay varianza de una variable aleatoria continua.

Media de una variable aleatoria continua. I

» Dada una variable aleatoria X podemos definirla sobre ((, 4, Pr), se
denomina valor medio de la variable aleatoria continua X a la

siguiente expresion: u = E(X) = [, x. f(x)dx

“Sea X una variable aleatoria continua, cuyo recorrido es el intervalo [a, b] y sea f(x)

su funcion de densidad.” (Walpole, Myers, & Myers, 2012).

Se llama media de la variable continua X al valor:

b
u=j x. f(x)dx

a

“La esperanza o media de una variable continua con funcion de densidad f, es: E(X) =

[ xf (x) dx.”(Ontalba, 2011)

|
Varianza de una variable aleatoria continua. ‘

* Determinamos que la varianza de una variable aleatoria continua X
viene dada por la expresion 0% =Var(X) =

S5 (e = w2 f(x)dx




(Spiegel, 2010). “Se llama varianza de una variable aleatoria continua al valor de la

siguiente integral: g2 = f:(x — 2. f(x)dx”

(Martin Pliego, 2014). “La varianza de X, denotada como V (X) o a2, es:

o> =V(X) = f«(x—,u)z.f(x)dx = focxz.f(x)dx—u2

—

7.5.1 Ejemplos.

» Ejemplo 1.
En la empresa “Indurama” se fabrican electrodomésticos, siendo X la variable aleatoria
que representa el tiempo de duracion en horas, de un cierto artefacto eléctrico. Si la
funcién de densidad de probabilidad de X esta dada por:

* Indurama

1
F(x) = {M exp(—x/1000); x> 0}

0;  para cualquier otro valor

a) Determinar y calcular la media:

a)
1 X X
E(X) = —f x exp(—x/1000) dx = 1000] uexp(—u) du = 1000 horas
1000 J, 0
» Ejemplo 2.
Sea X~U(A. B) hemos demostrado que E (X) = % , lo denominamos el punto medio
del intervalo. Encontrar la varianza de X.
V(X) = EX?) — E(X?)
x B 1 x3 B B3-43
E(X?) = 2 f(x)dx = f 2 dx = =
X% Lxx fydx= | X g = 35 4 T3 = A
_ (B—A)(B*+ AB + A?)
B 3(B — A)
Entonces,
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(B? + AB + A?) (A + B)Z _

V(X) = Ex?) — (EX))" =

3 2

4(B* + AB + A?) — 3(A* + 2AB + B®) B2 +24B+A> (B - A)?

Vx) = 12 12 12

» Ejemplo 3.
En la empresa “Papersum”, se realiza la venta de suministros de oficina, se desea
conocer de sus ventas ;Cudl es la media y varianza?

g PaperSum

Papalaria y Suministros

X
f(x):{zpara0<x<2
0si no

E(X) = % xf(x)dx == [} 2 (x)dx =

EQ) = [ xf()dx == [JZ(x)dx =

VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS Y FUNCION DE DISTRIBUCION |

Distribucion Uniforme Continua

Una variable aleatoria X continua tiene distribucion uniforme con parametros a y . Segin
Webster, A (2001). “Es una distribucion en la cual las probabilidades de todos los resultados
son la mismas”




Frecuencia relativa

llustracion 192

Fuente: Estadistica aplicada a los negocios., Webster, A (2001).

area 1
ancho B-a’

fx) = S={x€eR/a<x< B}

La media y la varianza de una variable aleatoria uniforme estan dadas por

Media:
_ <a + B)
=12
Varianza:
,  (B—a)?
gf = ———
12

Ejercicio: El tiempo que se tarda una persona en dar mantenimiento a cierto equipo puede ser
modelado como una variable aleatoria uniforme en el intervalo de 30 a 60 minutos. Determine:

a) La probabilidad de que tarde menos de 40 minutos en dar mantenimiento al equipo
b) La probabilidad de que tarde mas de 50 minutos en dar mantenimiento al equipo
c) La probabilidad de que tarde entre 35 y 50 minutos en dar el mantenimiento.

La funcidén uniforme es:
() =5 = 2o m30=3
f) = =60-30 30

40 1 40

40
P(30<X<40) = f(x)dx=j —dx=—x
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1 1
P(30 <X < 40) = (40 —30) =3

Resp: La probabilidad de que tarde menos de 40 minutos en dar mantenimiento al equipo
es del 33.33%

60 60 1 1
P(50< X <60) = f(x)dx=f —dx=—x

1 1

Resp: La probabilidad de que tarde mas de 50 minutos en dar mantenimiento al equipo es del
33.33%

C.-

50 50 1 50
P(35<X<50) = f(x)dx=f —dx =—
35

1 15
P(35SXS50)=%(50—35)=%=

Resp: La probabilidad de que tarde entre 35 y 50 minutos en dar el mantenimiento es del 50%.

0.5

Funcion Gamma

Es un modelo basico en la teoria de la probabilidad. La funcion Gamma de un valor a > 0, se
define como:

[ee)

I'(a) =f x*le *dx
0

Distribuciéon Gamma
Sea X una variable aleatoria continua, X tiene distribuciéon Gamma con parametros a>0 y b>0
si su funcidn de densidad es:




1

a—le—x/ﬁ

f(x) ={ ger(a)”™ x>0
0, paraotro x
Media:
u=ap
Varianza:
0% = af?

Segun Rodriguez, L. (2007). Con respecto al grafico de la distribucion gamma “Son grdfico
asimétrico con sesgo positivo y su dominio es el conjunto de los numeros reales positivos”.

ﬂ. H‘ T T T T

o3

0.25 -

02

015+

[

0.03

a L

() 5 1 1% T 25 30
La distribucicn Gamma para algunos valores de a, f

Ilustracion 193

Fuente: Probabilidad y estadistica bdsica para ingenieros, Rodriguez, L (2007).

Distribucion Exponencial

Cuando a = 1la distribuciéon se denomina Distribucion Exponencial. En estadistica la
distribucion exponencial es una distribucion de probabilidad continua con un pardmetro A > 0
cuya funcién de densidad es.
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Media:

Varianza:

Griéfica de la Funcion Exponencial

Ilustracion 194

Ejercicio: El tiempo entre fallas en un sistema de produccion puede ser modelado como una
variable aleatoria exponencial con media de 2 horas. Determine:
La probabilidad de que entre una falla y otra no pase mas de 3 horas.

Sol: con media de 2 horas quiere decir g = 2, y segun el problema se trata de una funcion
exponencial entonces:

1 x
f(x) =5e?

La probabilidad que entre una falla y otra no pase mas de 3 horas es:

x 13

1 = 13 «x 1| e 2
P(OSx<3)—]0§e de_i_[erdx_E—l/z
0

3




3
PO0<x<3)=- (6_7 — eo) =—(0.2231-1) =0.7769

Resp: La probabilidad que entre una falla y otra no pase méas de 3 horas es del 77.69%

La Distribucion Normal

Se trata, sin duda, del modelo continuo més importante en estadistica, tanto por su aplicacion
directa, veremos que muchas variables de interés general pueden describirse por dicho modelo,
como por sus propiedades, que han permitido el desarrollo de numerosas técnicas de inferencia
estadistica. En realidad, el nombre de Normal proviene del hecho de que durante un tiempo se
creyo, por parte de médicos y bidlogos, que todas las variables naturales de interés seguian este
modelo.

Su funcién de densidad viene dada por la formula:

flo) = ——e 5

o+ 2T

que, como vemos, depende de dos parametros | (que puede ser cualquier valor real) y ¢ (que
ha de ser positiva). Por esta razon, a partir de ahora indicaremos de forma abreviada que una
variable X sigue el modelo Normal asi: X ~N (u, 6). Por ejemplo, si nos referimos a una
distribucion Normal con p =0y o =1 lo abreviaremos N (0, 1).

Grafica de la Funcion Normal
1 Ll L) L] L) L T
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Propiedades de la distribucion normal

e La distribucion normal tiene forma de campana.

e La distribucion normal es una distribucion de probabilidad que tiene media # =0y
desviacion estandar O = 1.

e El 4rea bajo la curva o la probabilidad desde menos infinito a mas infinito vale 1.

e La distribucion normal es simétrica, es decir cada mitad de curva tiene un area de 0.5.

e Laescala horizontal de la curva se mide en desviaciones estandar.

e Laformay la posicion de una distribucion normal dependen de los parametros #Y Y | en

consecuencia, hay un nimero infinito de distribuciones normales.

Existe una relacion del porcentaje de poblacion a la desviacion estandar. En la figura

observamos por ejemplo que el area bajo la curva para t10 tiene un porcentaje de 68.26%,
120 —95.46% y +30 =99.73%

-3s -2s -1s +1s+2s +3s
68.26%

' 95.46% !

99.73%




La poblacion incluye todos los datos, la muestra es una porcion de la poblacion.

Poblacion Muestra
| | | |
I I l | X
p-3c y—2c y—c u p+o p+2c p+3c /
;-35 ;-23 ;-s ; ;(+s ;(+23 ;(+3s
La desviacion estandar

sigma representa la

distancia de la media a
punto de inflexion de la
curva normal

|
[
x-3c X-20 X-G X X+c x+2c x+c3

Ejemplo 1.

El gerente de personal de una gran compaiia requiere que los solicitantes a un puesto efectiien
cierta prueba y alcancen una calificacion de 500. Si las calificaciones de la prueba se
distribuyen normalmente con media = 485 y desviacion estaindar o = 30 ;Qué porcentaje

de los solicitantes pasara la prueba?
Calculando el valor de Z obtenemos:

X —pu_ 500-485
o 30

Z 0.5

Buscamos el valor correspondiente Z en las tablas de distribucion normal. Zos = .69146 =
69.146%. siendo esta la probabilidad de que la calificacion sea menor a 500 P (X<500). Dado
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que el porcentaje pedido es P(X >500) la solucion es 1-.69146 =.3085, 30.85% de los
participantes pasaran la prueba.

485

Sea Z ~ N (0, 1). Hallar

LI I
a=ia=la~Aae]
= | NN

Usamos las tablas de la distribucién normal para obtener los resultados.
Tenemos

P(Z<1,5)=0,9332

P(z >-1)5) = PZ>1)5) por simetria
= 0033
P(-1,5<72<1)5) = PZ<L15-P(Z<-1)5)

= P(Z<15-P(Z>1.)5)
= P(Z<1)5-
(1-P(Z<1)5)
= 2P(Z<15-1
= 1x0,9332—-1=0.8664
P(1<Z<2) = P(Z<2)-P(Z<1])
= 0,9772-0,8413=10,1359




La distribucion normal estandar

El valor de z: Determina el nimero de desviaciones estandar O entre algtn valor X y la media
de la poblacion # . Para calcular el valor de Z usamos la siguiente formula.

_X-u
o

Z

La distribucion de probabilidad f (Z) es una distribucion normal con media 0 y desviacion
estandar 1; esto es Z se distribuye normalmente con media cero y desviacion estandar = 1
Z~N (0,1): La grafica de densidad de probabilidad se muestra en la figura.

F@)

La distribucion f (Z) se encuentra tabulada en la tabla de distribucion normal estandar. En esta
tabla podemos determinar los valores de Z o la probabilidad de determinado valor Z.

Tabla de areas bajo la curva Normal estandar: N (0,1)
El valor de k se busca asi: unidades y décimas: columna de la izquierda, las centésimas: en la
fila superior.

p(Z < k) = p = Area coloreada
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Manejo de tablas
Vamos a ver como se calculan probabilidades utilizando la

tabla de la Normal Estandar (tipificada) ZeN (O’l)

algunos casos particulares.

con

La tabla anterior da los valores de la probabilidad acumulada
hasta el valor “k”, es decir: ¥ (Z<k)

Por la simetria de la funcion de probabilidad de una Normal
estandar tenemos:

Los ejemplos que tienes a continuacion estan resueltos manejando esa tabla.

1. Probabilidad de que Z tome valores menores o iguales que 1,45
p(Z <1'45) = 0'9265

2. Probabilidad de que Z tome valores menores o iguales que -1,45

p(Z <—145) = p(Z >1'45) =1 - p(Z <1,45) = 0,0735

3. Probabilidad de que Z tome valores entre 125y 2’57
p(125 < 72 <2'57) = p(Z < 2'57)— p(Z <125) = 19949 — (/8944 = 0'1005
4. Probabilidad de que Z tome valores entre —2°57 y —1°25
p(=2'57 < Z <—125) = (125 < Z < 2'57) = 01005
5. Probabilidad de que Z tome valores entre —0’53 y 2°46
p(=0,53< Z <2'46) = p(Z < 2'46)— p(Z < —0'53) =
= p(Z <2'46)- p(Z > 0'53) = p(Z < 2'46)—(1- p(Z < 0'53))
=0'9931—(1-0'7019) = 0'695
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Calculo de probabilidades en distribuciones normales. Tipificacion

Para calcular la probabilidad de una variable normal X: N (u,0) no tipificada, es decir, que no

1

toma los valores 4=0 ¥ o= , se transforma en una variable normal tipificada mediante

z=X"H
el cambio: o que sigue una distribuciéon de media 0 y desviacion tipica 1

(tipificada): £ € V(O.1)

En una Normal de media 6 y desviacion tipica 4, X: N (6,4) calcula: Probabilidad de que X
tome valores menores o iguales que 3.

p(x<3)= p(z < ?j = p(z2<-0,75)=1- p(z2<0,75) =1-0,7734 = 0,2266

Probabilidad de que X tome valores entre 5 y 8.

5-6 8—-6

p(5£x$8)=p( T <F<— )zp(—0,25SZSO,5)=0,6915—1+O,5987=O,2902

Calculo de probabilidades en la distribucién normal

IA

La tabla nos da las probabilidades de P (z <k), siendo z la variable tipificada.

La probabilidad de la variable X dependera del area del recinto sombreado en la figura. Y para
calcularla utilizaremos una tabla.

Tipificacion de la variable
Para poder utilizar la tabla tenemos que transformar la variable X que sigue una distribuciéon N
(1, o) en otra variable Z que siga una distribucion N (0, 1).

7 _X-#
a
Mo S /N
w / \\ Tipificamos Z:Q /'/ \\ N{0.1)
o
A\
// \\\ o /// N



http://www.ditutor.com/distribucion_normal/tabla_normal.html

Busqueda en la tabla de valor de k
Unidades y décimas en la columna de la izquierda.

4

r

o

P(Z<a) /

0
P(Z>a)=
1-P(Z<a)

il a
P(Z<—a)=
1-P(Z<a)

-a ]

P(Z>—a)=
P(Z < a)
P(a<Z<b)=

P(Z<b)-P (Z<a)

4

7

Centésimas en la fila de arriba.

P(Z<1.47)=0.9292

P(Z>147)=
1-P(Z<147)=
1-0.9292 =0.0708

P(Z<-147)=
1-P(Z<147)=
1-0.9292 = 0.0708

P(Z>-147)=
P (Z<1.47)=0.9292

P (0.45<Z<147)=
P(Z<147)-P(Z<045)=
=0.9292 - 0.6736
=0.2556
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P(-b<Z<-a)=
=P(@<Z<bh) P (-1.47 <Z < - 0.45)
—P (0.45 <Z < 1.47)
=P(Z<147)-P(Z<.45)
=0.9292 — 0.6736

=0.2556
P(-a<Z<b)
=P(Z=<b)-[1-P(Z=2)] P (-1.47<Z<045)
P(Z<045)—-[1-P(Z<1.47)]
=0.6736 — (1 — 0.9292)
=0.6028
4 0 b
Ejemplos.
Ejercicio 1: Si X es una variable aleatoria de una distribucién N (p, o), hallar: P(u—3c < X <
ut3o)
Solucion:

_ 34— 35y
p(p—BcrsXs,u+30)=p[(# o) #SZE(;:+ ) #J=

o o
p(-32z<3)=p(z<3)-p(z£-3)=
=p(253)—(1—p(253))=
=0.,9987-1+0,9987=0.9974

Es decir, que aproximadamente el 99.74% de los valores de X estdn a menos de tres
desviaciones tipicas de la media.

Ejercicio 2: En una distribucion normal de media 4 y desviacion tipica 2, calcular el valor de
a para que:
P(4—a <x<4+a)=0.5934

Solucion:




2 _0.83 a=1.66
2

Ejercicio 3: En una ciudad se estima que la temperatura maxima en el mes de junio sigue una
distribucion normal, con media 23° y desviacion tipica 5°. Calcular el nimero de dias del mes
en los que se espera alcanzar méaximas entre 21°y 27°

Solucion:

EP<

p[21<X s27:|=p[
=p(-0.4<Z<0.8)=p(Z <0.8)-[1-p(Z <0.4)]=
=0.7881-(1-0.6554)=0.4425-30=13

21-23 27 -23Y
5 5 -

Ejercicio 4: La media de los pesos de 500 estudiantes de un colegio es 70 kg y la desviacioén
tipica 3 kg. Suponiendo que los pesos se distribuyen normalmente, halla cuantos estudiantes
pesan:

1 entre 60 kg y 75 kg
2 mas de 90 kg
3 menos de 64 kg
4 64 kg
5 64 kg o menos
Soluciones: 1 Entre 60 kgy 75 kg
6070 75-70
p[60 < X 575]=p( T <Zso ]z

=p(-3.33<Z=1.67)=p(Z=1.67)-[L-p(Z=3.33)]=

=0,9525-(1-0.9996)=0.9521.500=476

2 mas de 90 kg

90-70
p(X >90)=p(Z >T)

=p(Z>6.67)=

=1-p(Z<6.67)=1-1=0:500=0

3 menos de 64 kg

64-70
<

p(X <64)=p(Z 3

]=p(z <-2)=1-p(Z £2)=

=1-0.7772=0.02128.500=11

4  64kg
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_64-70
]

p(X =64)=p[2

]:p(Z:—Z):D-SUU:U
5 64 kg o menos

p(X <64)=p(X <64)=11

Ejercicio 5: Se supone que los resultados de un examen siguen una distribucién normal con
media 78 y desviacion tipica 36. Se pide:

1 (Cual es la probabilidad de que una persona que se presenta el examen obtenga una
calificacion superior a 727
2 calcula la proporcion de estudiantes que tienen puntuaciones que exceden por lo menos

en cinco puntos de la puntuacion que marca la frontera entre el Apto y el No-Apto (son
declarados No-Aptos el 25% de los estudiantes que obtuvieron las puntuaciones mas bajas)

3 Si se sabe que la calificacion de un estudiante es mayor que 72 ;cual es la probabilidad
de que su calificacion sea, de hecho, superior a 84?

Soluciones:
1 (Cuadl es la probabilidad de que una persona que se presenta el examen obtenga una
calificacion superior a 727

p(X>72)=p(Z>72_78J=

36
=p(Z>-0.16)=p(Z <0.16) = 0.5636

2 Calcular la proporcion de estudiantes que tienen puntuaciones que exceden por lo

menos en cinco puntos de la puntuacidon que marca la frontera entre el Apto y el No-Apto (son

declarados No-Aptos el 25% de los estudiantes que obtuvieron las puntuaciones mas bajas)

N — 78] _0.25
36

p(X <N)=0.25 ::»p(Z 4

N-78
36
p[Z (NH78

N_78
0 1- £ o= =0.25
< p( 36 )

N+78 _ 468 N =54

):0.75 =

p(X >54+5)=p (X >59)=p[2>59_78)=

36
p(Z »>-0.53)=p(Z <0.53)=0.7019 =70.19%

3 Si se sabe que la calificacion de un estudiante es mayor que 72 ;cual es la probabilidad
de que su calificacion sea, de hecho, superior a 847

p(x >84)=p[2 > 843_678J=p(2 >0.16)=

= l—p(Z 40.16): 1-0.5636 =0.4364
p[x>84Mx >72]_
p(x>72) B

Px>84/%x>72)=




_p(x>84) 0.4364

“p(x>72) 0.5636 7%

Ejercicio 6: Tras un test de cultura general se observa que las puntuaciones obtenidas siguen
una distribucién una distribucion N(65, 18). Se desea clasificar a los examinados en tres grupos
(de baja cultura general, de cultura general aceptable, de excelente cultura general) de modo
que hay en el primero un 20% la poblacion, un 65% el segundo y un 15% en el tercero. ;Cuales
han de ser las puntuaciones que marcan el paso de un grupo al otro?

Solucion:

20% ASY%
p(Z£=z,)=0.2 p(Z=-z,)=0.38
-z, =0.84 z=-0.84
X1=65__p.84 X, =49.88

18
P(Z=2,)=0.2 z, =1.04
X21‘865 =1.04 X,=83.72

Baja cultura hasta 49 puntos.
Cultura aceptable entre 50 y 83.
Excelente cultura a partir de 84 puntos.

Ejercicio 7: Varios test de inteligencia dieron una puntuacion que sigue una ley normal con
media 100 y desviacion tipica 15

1 Determinar el porcentaje de poblacion que obtendria un coeficiente entre 95y 110
2 (Qué intervalo centrado en 100 contiene al 50% de la poblacion?
3 En una poblacion de 2500 individuos jcuantos individuos se esperan que tengan un

coeficiente superior a 125?

Soluciones:
1 Determina el porcentaje de poblacién que obtendria un coeficiente entre 95 y 110
95-100 110-100
p(95 <X 5110)_p[ < Z<—— ]_

=p(0.33<Z<0.67)=p(Z=<0.67)-[1-p(Z=0.33)]=
= 0.7486 —(1-0.6293) = 0.3779

2 (Qué intervalo centrado en 100 contiene al 50% de la poblacion?
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7%

p= 075 z=0.675
X-100 =0.675 X =110
15
(90, 110)
3 En una poblacion de 2500 individuos ;cudntos individuos se esperan que tengan un

coeficiente superior a 125?
125-100
X>125)=p|Z » ————
p(X >125) p[ > 715
=1-p(Z «1.67)=1-0.9525=0.0475.2500=119

):p[Z:-l.ﬁ?):

Ejercicio 8: En una ciudad una de cada tres familias posee teléfono. Si se eligen al azar 90
familias, calcula la probabilidad de que entre ellas haya por lo menos 30 tengan teléfono
Solucion:

1 2
n=90 = — = —
P 3 4 3
n-p>5 n-q=>5
1 1 2
B[QO,—J—)N[QO-—, a0 5-5}_!\!(30, 447)

Ejercicio 9: En un examen tipo test de 200 preguntas de eleccion multiple, cada pregunta tiene
una respuesta correcta y una incorrecta. Se aprueba si se contesta a mas de 110 respuestas
correctas. Suponiendo que se contesta al azar, calcula la probabilidad de aprobar el examen
Solucion:

n =200 p=0.5 qg=0.5
n-p>5 n-g=5
B(200,0.5) >N (200.0.5, 200.0.5.0.5) =N (100, 7.07)

110-100

=1-p(Z <1.41)=1-0.92073 =0.07927

Ejercicio 10: Un estudio ha mostrado que, en un cierto barrio, el 60% de los hogares tienen al
menos dos televisores Se elige al azar una muestra de 50 hogares en el citado barrio. Se pide:

1 (Cual es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan cuando
menos dos televisores?
2 (Cual es la probabilidad de que entre 35 y 40 hogares tengan cuando menos dos

televisores?




Soluciones:
1 (Cuadl es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan cuando
menos dos televisores?

n =50 p=0.6 g=04

n-p=5 n-g=5

B (50,0.6) >N (50-0.6,,50-0.6-0.4) =N (30, 3.46)

20-30
p(X )20):;)[2) 336 ]:

p(Z>-2.89)=p(Z £2.89)-0.9981

2 (Cual es la probabilidad de que entre 35 y 40 hogares tengan cuando menos dos
televisores?
35-30 40 -30
p(35 <X 540):;}( e << 3= ]:

=0.9981-0.9265=0.0716
Aproximacion De La Distribucion Binomial Por La Normal

Teorema de Moivre

Si: n'p=>0 y nq=>0, ladistribuciéon binomial B(n, p) se puede aproximar mediante
una distribucién normal:

N(np,M)
N(np, fnpq)
/I
B(n, p) 4
N

z=X_1P _, o)

Jnpq

Ejemplo: En una ciudad una de cada tres familias posee teléfono. Si se eligen al azar 90

familias, calcula la probabilidad de que entre ellas haya por lo menos 30 tengan teléfono.
n =90 p= % q- %

n-p=>5 n-q=5

1 1 [ 12
8[90,5]—)!\![90-5, 90-§.§]=N(30, 4.47)

30-30
p(Xx :-30)_;)[2) 47

):p(Z)U):l—p(ZED):U.S

Distribucion Weibull
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La distribucion de Weibull complementa a la distribucion exponencial y a la normal, se usa
cuando se sabe de antemano que una de ellas es la que mejor describe la distribucion de fallos
o cuando se han producido muchos fallos (al menos 10) y los tiempos correspondientes no se
ajustan a una distribucién mas simple.

La distribucion de Weibull nos permite estudiar cual es la distribucion de fallos de un
componente clave de seguridad que pretendemos controlar y que a través de nuestro registro
de fallos observamos que éstos varian a lo largo del tiempo y dentro de lo que se considera
tiempo normal de uso.

La distribucion de Weibull se representa normalmente por la funcién acumulativa de
distribucion de fallos F (t):

FCcty —1 —

Siendo la funcién densidad de probabilidad:

<o — S

La tasa de fallos para esta distribucion es:

Y — %[

Las ecuaciones (1), (2) y (3) s6lo se aplican para valores de (t - to) > 0. Para valores de (t - to)
< 0, las funciones de densidad y la tasa de fallos valen 0. Las constantes que aparecen en las
expresiones anteriores tienen una interpretacion fisica:

ety es el parametro de posicion (unidad de tiempos) 0 vida minima y define el punto de
partida u origen de la distribucion.

e 1 es el pardmetro de escala, extension de la distribucion a lo largo, del eje de los
tiempos. Cuando (t - t) = m la fiabilidad viene dada por:
R () = exp - (1)) = lexp 18 = 1 / 2718 = 0368 (36,8%)
Entonces la constante representa también el tiempo, medido a partir de to = 0, seglin lo
cual dado que F (t) =1 - 0,368 = 0,632, el 63,2 % de la poblacion se espera que falle,
cualquiera que sea el valor de 3 ya que como hemos visto su valor no influye en los
calculos realizados. Por esta razon también se le llama usualmente vida caracteristica.

e B es el parametro de forma y representa la pendiente de la recta describiendo el grado
de variacion de la tasa de fallos.
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Mlustracion 196
7.6 Ejercicios propuestos.

Ejercicio 1: Sea X una variable aleatoria continua con densidad dada por:

_(c(2=x)si0<x<2
f) { 0 en caso contrario

a) Encontrar el valor de ¢ y graficar f(x).
b) Obtener y graficar F(x).
¢) CalcularP(1< X < 2).

d) Calcular E(X) y V (X).

Ejercicio 2: El tiempo de vida (en horas) de cierto equipo electronico es una variable aleatoria
continua con funcion de densidad dada:

f(x) — 0 Si x<100
100/x2 six>100
a) Verificar que ésta es una funcion de densidad.

b) Calcular la probabilidad de que uno de esos equipos electronicos debe ser cambiado
antes de 150 horas de operacion.

c) Calcule la media del tiempo de vida de estos equipos electronicos.
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Ejercicio 3: Se sabe que en la Empresa “Ecuacoffee” produce chocolate y que la proporcion
de impurezas que aparecen en un producto es una variable aleatoria con funcion de densidad

dad por:

ax+b si0<x<l1

()= {

0 enelresto

a) Sabiendo que el promedio de dicha variable es 4 =2/3, calcula el valor de a y b.
Represéntala.

b) Halla su funcion de distribucion.

c) Calcula P(X <2/3)

Ejercicio 4: Sea la variable aleatoria X representa el tiempo de produccion del Yogurt en la
Empresa Industria Lacteas Tony, en afios, de una cierta bacteria. Sea la funcion:

k

— sil<x<2
f(x)=1x

0 resto

a)  Determina el valor de k para que f(x) seauna funcion de densidad.

b)  Halla la funcién de distribucion de X. Represéntala.
c¢) Calcula el tiempo medio de produccion del Yogurt. Calcula la varianza, y la media.

Ejercicio 5: Sea la variable aleatoria X, cuya funcion de distribucion F'(x) viene dada por:

0 six<?2
F(x)={(x-2)" si2<x<3
1 six>3

a)  Calcule la funcién de densidad, f(x), de la variable X.

b)  Obtener las siguientes probabilidades: P(1< X <5/2), P(5/2< X <7/2).




Ejercicio 6: Considera la siguiente funcion:

1 si x€[2, 6]
fix)=44
0 si xe[2,6]

a) Comprueba que es una funcién de densidad.

b) Halla la funcion de distribucion F de la variable aleatoria X cuya funcion de densidad
es f(x) yrepreséntala graficamente.

c) Calcula P(3,6 < X <5,2)

Ejercicio 7: La funcion de densidad de una variable aleatorio continua X es:

0 g x<0
f(x)=1k- (x’-3x) & o0<x<3

0 g x =3

a) Calcula el valor de k paraque f (x) sea funcion de densidad.

b) Determina la funcion de distribucion F ( x).

Ejercicio 8: Sea X una variable aleatoria cuya funcién de densidad viene dada por f (X),
calcula su funcién de distribucion:

00 ={0)(/2 0<x < 2

; en otro caso

a) Calcular la funcion de distribucion.

Ejercicio 9: En una fabrica de insumos alimenticios se ha determinado que el nimero de
insumos defectuosos producidos en el turno de la mafiana es una variable aleatoria con la
siguiente distribucion de probabilidad:
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X

0

1

2

P(X=x)

0.90

0.06

0.02

0.01

0.01

a) Hallar la esperanza de esa distribucioén de probabilidad.

b) Calcular la Varianza de esta distribucion de probabilidad.

Ejercicio 10: Sea X la temperatura a que tiene lugar cierta reaccion alérgica, y sea su densidad:

fo) = %@—xZ) si —1<x<2

0

a) Hallar la funcién de distribucion.

b) Calcular la media.

en otro caso
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8.  Conjuntos y Estadisticas Neutrosoficas

Introduccion
Neutrosofia significa conocimiento del pensamiento neutro, y este tercer / neutral representa

la distincion principal, es decir, la parte neutra / indeterminada / desconocida (ademas de la
"verdad" / "pertenencia" y "falsedad" Componentes de "no pertenencia" que aparecen en la
l6gica borrosa / conjunto). La logica neutrosofica (LN) es una generalizacion de la logica difusa
de Zadeh (LD), y especialmente de la logica difusa intuitiva (LDI) de Atanassov, y de otras
l6gicas multivaluadas (Figura 1) (Leyva-Vazquez & Smarandache, 2018).

0 1995:

Légica/Conjunto
neutrosofico por

0 1986: Logica/ Florentin

. N S dach
conjunto difuso marandache

intuicionista por K.
Atanassov

°

1965:
Loégica/Conjunto
difuso introducido
por L. Zadeh

llustracion 197. Neutrosofica y sus antecedentes fundamentales (Leyva-Vizquez &

Smarandache, 2018).

Sea U ser un universo de discurso, y M un conjunto incluido en U. Un elemento x de U se
anota con respecto al conjunto M como x (T, I, F) y pertenece a M de la siguiente manera: es
t % verdadero en el conjunto, 1% indeterminado (desconocido s) en el conjunto, y % falso,
donde t varia en T, 1 varia en [ y f varia en F. Estaticamente T, I, F son subconjuntos, pero
dindmicamente T, I, F son funciones / operadores que dependen de muchos parametros
conocidos o desconocidos (Leyva-Vazquez, Hernandez, & Smarandache, 2018).

Los conjuntos neutros6ficos generalizan el conjunto difuso (especialmente el conjunto
difuso e intuicionista), el conjunto paraconsistente, el conjunto intuitivo y otros. Permite

manejar un mayor niamero de situaciones que se dan en la realidad.




Un numero es estadistico neutros6fica es una nimero de la siguiente forma (Smarandache,

2014):

N=d+i
Donde d es la parte determinada e i es la parte indeterminada. Por ejemplo s: a=5 +1 sii €
[5,5.4] el nimero es equivalente a a € [5,5.4].
En el transcurso de presente libro se abordard implementaciones practicas de la propuesta.
Google Colaboratory es una aplicacion web que permite crear y compartir documentos que

contienen codigo, fuente, ecuaciones, visualizaciones y texto explicativo tal como se muestra.

& Estadisticas neutrosdficas.ipynb 7+ v
E COMENTARIO = COMPARTIR

Archivo Editar Ver Insertar Entorno de ejecucion Herramientas Ayuda
CcODIGO TEXTO 4 CELDA -§ CELDA COMECTAR + # EDICION A
[ 1 from sympy import var
[ 1 i=var('i")

i+2

o i+2

~ Muiltiplicacién por un escalar

° 25(241)

24144421

D 3*i+6

4

De-neutrosificacion con mpmath

[ ] from mpmath import *
mp.dps = 15 #Estable ce la precisidn
i=mpi(10, 38)
3+ 2%

O mpi(’23.2°, '63.8")

[ 1 mp.dps = 15 #Estable ce la precisisn
1=mpi(2, 3)
2%*i + 4

Realice la de-neutrosoficacion del ndmero 3+2%

Tlustracion 198. Google Colaboratory
Jupyter permite interactuar con varios lenguajes de programacidon, en este caso
usaremos Python, un lenguaje de programacion bastante sencillo y poderoso, con acceso a una
gran variedad de librerias utiles.
Para el trabajo computacional con niimeros neutros6ficos en el lenguaje python se puede
emplear SymPy . SymPy es una biblioteca escrita en lenguaje Python con el propdsito de
reunir todas las caracteristicas de un sistema de algebra computacional, ser facilmente

extensible y mantener el cédigo de la forma mas simple posible (Meurer et al., 2017).

R

[1] from sympy import var

[2] i =var('i')

i+2

L 1+2
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Es por ello que se requiere un procesos de-neutrosificacion (Salmerona & Smarandacheb,

2010). I €]0,1] es reemplazado por sus valores maximos y minimos .

Para la de-neutrosificacion es necesario el trabajo con aritmética intervalar.

[7] from mpmath import *
mp.dps = 15
i=mpi(2, 3)
2% + 4

L wi('s.0', '10.0)

En este caso trabajamos con la libreria mpmath y con el tipo mpi {Johansson, 2013 #275}.
El tipo mpi maneja los intervalos un par de valores mpf. La aritmética en intervalos utiliza un
redondeo conservador de modo que, si un intervalo se interpreta como un intervalo de
incertidumbre numérica para un nimero fijo, cualquier secuencia de operaciones de intervalo
producird un intervalo que contenga el resultado de aplicar la misma secuencia de operaciones
al nimero exacto.

Ejercicio 1. Realice la de-neutrosificacion del siguiente numero neutrosofico 3+2*i
coni € [10,30] . Utilice la libreria mpmath.

R.

- De-neutrosificacién con mpmath

° from mpmath import *
mp.dps = 15 #Establece la precisidn
i=mpi(1e, 38)
3+ 2%

O mpi(‘23.e', '63.8")

Una matriz neutrosofica, por su parte, es una matriz donde los elementos a = (a;) han

sido reemplazados por elementos en (R U I), donde (R U I) es un anillo neutroséfica entero (W.
V. Kandasamy & Smarandache, 2013).

Un grafo neutrosoéfico, es un grafo en el cual al menos un arco es un arco neutroséfico (W.
B. V. Kandasamy & Smarandache, 2003). La matriz de adyacencia neutroséfica. Los arcos
significan: 0 = no hay conexioén entre nodos, 1 = conexion entre nudos, I = conexion
indeterminada (desconocida si es o si no). Tales nociones no se utilizan en la teoria difusa, un

ejemplo de muestra a continuacion:

R o— o
o oo o
o R —

En este caso se pueden resolver sistemas

4276}

e ecuaciones lineales neutrosoficas{Ye, 2017

Por ejemplo el sistema de ecuaciones:




X+ 4y = 2+1i

—2x+ y = 14+i

Se resuelve de la siguiente forma:

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales.
s T4y =241
« drfy=14+1i

O {x: -i/3 - 6, yr 1/3 + 2}

Ejercicio determinar el flujo del trafico en las siguientes intercepciones.

300 + t 500

D X3
1300 < 1400

1M
A

700 400

1

En cada intercepcion el flujo de salida debe ser igual al flujo de entrada.

v

Ilustracion. Flujo vehicular

Intercepcion A: 1500 = x4 +z
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Intercepcion B: 1300 = x; + x,

Intercepcion C: 1800 = x, + X3
Intercepcion D: 2000= x5 + z
Si z=400
Entonces el sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma
x; = 1100
X1 +x, = 1300
X, + 2x3 = 3400

La solucidn para este sistema es la siguiente:

x; = 1100
X, = 200
X3 = 300

[39] from sympy import Matrix, solve_linear_system
from sympy.abc import x, y, z

system = Matrix(( (1,0,0, 1100), (1, 1, @, 1300), (8, 1, 2,3480)))

solve_linear_system(system, x, y, z)

> {x: 1iee, y: 20@, z: 1le@e@}

En el caso de Z=400+1.
Entonces el sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma
x; = 1100 =1
X1 +x, = 1300
X1 + 2x3 = 3400 — 1
La solucion para este sistema es la siguiente:
x; = 1100-1
X, = 200+
x3 = 1600 —i

from sympy import Matrix, solve_linear_system
from sympy.abc import x, y, z

system = Matrix(( (1,0,0, 118e-i), (1, 1, o, 13e0), (@, 1, 2,3480-i)))

solve_linear_system(system, x, y, z)

Ejercicio: A partir del ejemplo reflejado en la ilustracion 198 calcule el flujo para Z =

500 +1
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9. Ldgica neutrosofica

> Introduccion

La Logica Neutrosofica proporciona un mecanismo de inferencia que permite simular los
procedimientos de razonamiento humano en sistemas basados en el conocimiento. La teoria de
la 16gica neutroséfica proporciona un marco matematico que permite modelar la incertidumbre
de los procesos cognitivos humanos de forma que pueda ser tratable por las computadoras. En
este primer capitulo se describirdn los fundamentos y caracteristicas de este mecanismo de

representacion de la incertidumbre.

9.1 Ldégica neutrosoéfica

Los seres humanos poseen habilidades para comunicar sus experiencias empleando reglas
lingiiisticas vagas. Por ejemplo, un famoso cocinero de television podria dar instrucciones para

tostar pan como:

1. Cortar dos rebanadas de pan medianas.
2. Poner el horno a temperatura alta.

3. Tostar el pan hasta que quede de color ligeramente marron.

El uso de esos términos lingliisticos podria ser seguido sin problema por un humano,
que es capaz de interpretar estas instrucciones rapidamente. La ldgica convencional no es

adecuada para procesar este tipo de reglas.

Por ejemplo, al pasar un dia para aprender a jugar al golf, (Ilustracion 198), al final de la

jornada se tiene un montdn de reglas del tipo:

» Si la bola esta lejos del hoyo y el green esta ligeramente inclinado hacia la derecha,
entonces hay que golpear la bola firmemente empleando un angulo ligeramente
inclinado hacia la izquierda de la bandera.

* Silabola estd muy cerca del hoyo y el green entre la bola y el hoyo esté plano, entonces

hay que golpear la bola directamente hacia el hoyo.

e




Ilustracion 198

Las reglas que se obtienen son muy descriptivas y pueden ser facilmente entendibles por un
humano, pero dificilmente representables en un idioma que pueda ser entendido por las
computadoras. Palabras como “lejos”, “muy cerca’ no tienen fronteras bien definidas, y cuando
se quiere trasladar a cddigo pueden resultar descripciones artificiales. Por ejemplo, el término

Distancia se podria codificar con los siguientes conjuntos de intervalos:

. Cerca: La bola esta entre 0 y 2 metros del hoyo
. Medio: La bola esta entre 2 y 5 metros del hoyo
. Lejos: La bola esta mas alla de 5 metros del hoyo

Con esta representacion, jqué ocurre con una bola que estd en 4.99 metros del hoyo?
Empleando estos intervalos, la computadora la representa en el intervalo “Medio”. Y si se
incrementa en unos pocos centimetros, asume la catalogaria “Lejos”. Esto se puede mejorar
creando intervalos mas pequefios, pero el problema base seguiria siendo el mismo por el uso
de intervalos discretos. Comparado con el modo de razonar de un humano, estos términos
lingiiisticos se deben corresponder con fronteras vagas, donde 4.99 metros deberia estar mas
asociado al término “lejos” que “media distancia”.

Por lo que queda claro que el conocimiento experto presenta a menudo, caracteristicas de

vaguedad e imprecision, debido a tres razones principales

1. Pereza: Obtener una lista completa de todas las variables que intervienen en el
dominio del problema puede ser demasiado trabajoso. Ademas, como el mundo real
es no determinista (aleatoriedad y excepciones), hay veces que no es posible

establecer completamente todas las variables del entorno.
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2. Ignorancia Tedrica: En la que no existe una lista completa de factores a tener en

cuenta para el dominio del problema (no se conoce un método teérico para modelar
el problema).

3. Ignorancia Practica: Incluso conociendo todas las variables, puede ser dificil
obtener datos concretos asociados para su estudio. Esta informacion puede estar

incompleta, e incluso ser erronea.

Esta incertidumbre en el modelado de conocimiento experto existe en multitud de
disciplinas (médicas, ciencias, ingenieria, derecho, educacion...). En Inteligencia Artificial se
aplica en multitud de areas de trabajo, como visién por computadora, procesamiento del

lenguaje natural, procesamiento de la informacidn, aprendizaje automatico, juegos, etc.

9.1.1 Métodos para el tratamiento de la Incertidumbre

Para el tratamiento de la incertidumbre existen multitudes de enfoques. Las primeras
aproximaciones vienen desde principios del siglo XIX, con un tratamiento de la informacion
puramente probabilista. Los primeros sistemas expertos de inicio de los 70 modelaron el
conocimiento con un enfoque puramente 16gico, con las limitaciones que conlleva este tipo de
enfoques. La siguiente generacion de sistemas expertos emplearon técnicas probabilistas con
resultados prometedores. El principal problema de esta aproximacién fue el crecimiento
exponencial de las probabilidades necesarias para calcular la distribucion conjunta de
probabilidad cuando el niumero de variables aumentaba. De esta forma, surgieron otras

aproximaciones entre las que cabe destacar:

e Meétodos no Numéricos

Existen algunas aproximaciones no numéricas que utilizan un razonamiento mucho mas
cercano al humano (cualitativo). Uno de los métodos mas ampliamente estudiados en esta
categoria es el razonamiento por defecto, que trata las conclusiones de los sistemas de reglas
como validas hasta que se encuentre una razén mejor para creer alguna otra cosa. Las redes
cualitativas y los sistemas de mantenimiento de coherencia son otros ejemplos de métodos no

numéricos para el tratamiento de la incertidumbre.




o Métodos Numéricos

Entre los métodos numéricos, cabe destacar la familia de los métodos probabilistas, que
asocian un valor numérico (grado de creencia) entre 0 y 1 para resumir la incertidumbre sobre
las oraciones. Asi, una probabilidad de 0.8 sobre una oracion no significa 80 % verdadero, sino
un 80 % de grado de creencia sobre la oracion (las creencias dependen de las percepciones
recibidas por el agente inteligente hasta el momento, que constituyen la evidencia sobre la que
se hacen las afirmaciones sobre probabilidades. Las probabilidades pueden cambiar cuando se

adquieren mas evidencias.

9.1.2 Ejemplo de probabilidades

Un ejemplo es, al tirar un dado en una superficie agrietada, como se muestra en la ilustracion
199.

Ilustracion 199

A partir de la observacion que se realiza en la figura 2, se obtienen las indeterminaciones

que se muestran a continuacion:
{1,2,3,45,6}

Dichas indeterminaciones significan que en un espacio muestral de un dado cubico (con
12 aristas y 8 vértices) arrojado en una superficie irregular se tiene la posibilidad de que el
mismo caiga en un vértice o en un borde en una pequeia rendija o grieta (no en uno de sus
caras). Por lo tanto, tirar el dado puede activar un resultado indeterminado. De ahi, la
probabilidad neutros6fica NPt de lanzar, por ejemplo {1}, es menor que 1/6, puesto que hay
siete resultados posibles menor que NPt (1) < (1/6), lo que no es igual como en las

probabilidades clasicas donde P (1) = (1/6).
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Existen varias familias de técnicas probabilistas que son fttiles para el tratamiento de

eventos como el antes referido, entre las familias mas distinguidas se encuentran los métodos
exactos (Redes bayesianas, Diagramas de influencia...) y los aproximados (Método
Bayesiano subjetivo, Factores de certeza...).

Otros métodos numéricos no probabilistas, existentes, para el tratamiento de la
incertidumbre como la teoria de Dempster-Shafer que utiliza grados de creencia dados por
intervalos de valores para representar el conocimiento, es uno de los métodos numéricos no
probabilistas. La l6gica neutrosofica es igualmente un método de razonamiento aproximado
no probabilista, que puede definirse como una extension de la logica multivaluada que
facilita el modelado de informacion cualitativa de forma aproximada. Su éxito se debe
principalmente a la posibilidad de resolver problemas de una gran complejidad y poco

definidos que, mediante métodos tradicionales, son dificiles de solucionar.

9.1.3 ;Qué es la Logica Neutrosofica?

La Logica Neutrosofica es una logica multivaluada que permite representar
matematicamente la incertidumbre y la vaguedad, proporcionando herramientas formales
para su tratamiento.

Como indica Zadeh [3], “Cuando aumenta la complejidad, los enunciados precisos pierden
su significado y los enunciados utiles pierden precision.”, que puede resumirse como que
“los arboles no te dejan ver el bosque”. Basicamente, cualquier problema del mundo puede
resolverse como; dado un conjunto de variables de entrada (espacio de entrada), obtener
un valor adecuado de variables de salida (espacio de salida). La logica neutrosofica permite
establecer este mapeo de una forma adecua- da, atendiendo a criterios de significado (y no de
precision).

El término Logica Neutrosofica, en la actualidad seutiliza en un amplio sentido, agrupando
la teoria de los conjuntos, en particular de los conjuntos neutrosoficos, basado en reglas, de

tipo si - entonces, de tipo aritmético y de cuantificadores.

9.1.4 Ldgica Neutrosofica. Diferencias con Probabilidad




Los conceptos empleados en Logica Neutroséfica y Probabilidad estan relacionados en

cierto modo, pero son totalmente diferentes. De forma resumida, la probabilidad representa
informacion sobre frecuencia de ocurrencias relativas de un evento bien definido sobre el total
de eventos posible. Por su parte, el grado de pertenencia neutrosofico representa las similitudes
de un evento con respecto a otro evento, donde las propiedades de esos eventos no estdn
definidas de forma precisa.

En el ejemplo, de superviviente de un accidente de avion que se encuentra en medio del
desierto. Hace dos dias que esta caminando sin agua en busca de algun poblado cercano donde
puedan socorrerle. De repente encuentra dos botellas de liquido, etiquetadas como se muestra
en la ilustracion 200. La botella A neutrosoéfica esta etiquetada como que contiene liquido
potable con un grado de pertenencia 0.8, mientras que la botella B probabilista esta etiquetada
como que contiene con probabilidad 0.8 un liquido potable. ;Cual deberia elegir el

superviviente?

Potable Potable

08 gm 038

a)Botella neutrosofica  b)Botella probabilistica

Ilustracion 200

La botella A indica que el liquido que contiene es bastante similar a otros que son
potables. Este valor numérico depende de la funcion de pertenencia asociada al concepto de
“liquido potable”. Supongamos que la funcién de pertenencia asocia es igual 1 al agua pura,
por lo que un valor de 0.8 indicaria que la botella A contiene agua no totalmente pura, pero
todavia potable (o al menos no es algun liquido perjudicial para el organismo).

La probabilidad asociada a la botella B indica que, tras realizar un alto niimero de
experimentos, el contenido de la botella B es potable el 80 % de las veces. Pero, ;qué ocurre
con el otro 20 % de las veces? En estas ocasiones, el liquido no era potable y, por tanto, hay un
20 % de probabilidad de que mueras bebiendo el liquido de esa botella porque contenga alguna

sustancia toxica o quimica perjudicial para la salud, en lugar de agua.
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(Qué deberia elegir el superviviente si las botellas estuvieran etiquetadas con valores de

0,5 neutroso6fico y 0,5 de probabilidad? En este caso deberia rechazar A porque un grado de
pertenencia de 0.5 indicaria que el contenido de la botella no es muy parecido a los liquidos
potables en ese dominio de conocimiento. La botella B tendria 0.5 de probabilidad de ser
potable (también es incertidumbre total), pero tendria un 50 % de probabilidad de que el liquido

fuera potable, por lo que deberia jugérsela y elegir la botella B.

9.2  Conjuntos Neutrosoficos y Variables Lingiiisticas

9.2.1 Introduccion a los conjuntos Neutrosoéficos

La logica neutrosofica emplea valores continuos entre 0 (que representa hechos totalmente
falsos) y 1 (totalmente ciertos). La logica binaria clasica, puede verse como un caso particular
de la légica neutrosofica y difusa. Zadeh propuso en 1965 por primera vez la nocion de
Conjunto Difuso, en la actualidad este término se extiende a conjuntos neutroséficos. Hecho
que marca el principio de una nueva teoria denominada Teoria de Conjuntos Neutrosoficos.

Los conceptos que se asocian a conjuntos neutrosoficos (asocian los valores de
pertenencia). Una vez que se obtienen los valores es posible trabajar con reglas lingliisticas y
obtener una salida, que podra seguir siendo neutrosofica o desneutrosofica para obtener un
valor discreto.

De este modo, a diferencia de la teoria cldsica de conjuntos, que se basa en el principio
basico de la l6gica, de forma que un individuo pertenece o no pertenece a un conjunto, la idea
basica de un conjunto neutrosofico es que un elemento forma parte de un conjunto con un
determinado grado de pertenencia. Una proposicion no es totalmente (sino parcialmente) cierta
o falsa. Este grado se expresa mediante un entero en el intervalo [0, 1]. Un ejemplo claro es la
representacion de la altura de una poblacion de individuos, la cual se expresa en centimetros y
en términos lingiiisticos (Bajo, Medio y Alto. En la ilustracion 201 se muestra en las graficas

ay b, la descripcion de los conjuntos y en las graficas ¢ y d la descripcion de las personas altas.
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Ilustracion 201

En la representacion de las graficas de la figura 4, se muestra una linea que separa
claramente en 1.8 m los individuos que son altos de los que no lo son, asociando un valor de
partencia estricto al conjunto de los altos de aquellos que superan esa altura. Sin embargo, el
conjunto neutrosofico permite expresar que una determinada persona tiene un grado de
pertenencia al conjunto de los altos en pA(Altura) = 0,82.

Por tanto, un conjunto neutrosofico proporciona una transicion suave entre los limites de
lo que son denominados conjuntos. El Universo del discurso se define como todos los posibles
valores que puede tomar una determinada variable (en el caso de la imagen que se muestra en

la figura 4, se corresponderia con el eje horizontal de las graficas, desde 150 a 210cm).

9.2.2 Conjuntos neutrosoficos

La teoria de conjuntos neutros6ficos constituye un intento de desarrollar una serie de
conceptos para tratar de un modo sistematico el tipo de imprecision que aparece cuando los
limites de las clases de objetos no estdn claramente definidos. Un conjunto neutroséfico puede
definirse como una clase en la que hay una progresion gradual desde la pertenencia al conjunto
hasta la no pertenencia; o visto de otra forma, en la que un objeto puede tener un grado de
pertenencia definido entre la pertenencia total (valor uno) o no pertenencia (valor cero). Desde
esta perspectiva, los conjuntos convencionales pueden verse como un caso particular de

conjuntos neutros6ficos; cuyo conjunto neutrosofico sélo admite dos grados de pertenencia

(uno y cero).
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Un conjunto neutrosofico puede definirse de forma general como un conjunto con limites

neutroso6ficos. Sea X el Universo del discurso, y sus elementos se denotan como x. En la teoria
clasica de conjuntos se define un conjunto C sobre X mediante la funcion caracteristica de C

como fC.

1 cuando r e C

felx) = { 0 cuando x ¢ C

Este conjunto mapea el universo X en un conjunto de dos elementos, donde la funcion fC
(x) es 1 si el elemento x pertenece al conjunto C y 0 si el elemento x no pertenece al conjunto
C. Al generalizar esta funcion para que los valores asignados a los elementos del conjunto
caigan en un rango particular y asi indicar el grado de pertenencia de los elementos a ese
conjunto, tendremos una funcion de pertenencia de un determinado conjunto neutrosofico. La
funcion de pertenencia pA por la que se define un conjunto Neutrosofico A, seria la que se

muestra a continuacion:

Ha = X - [Orl]

px(z) =1—pa(z)
pang(z) = L[pa(z), pp(z)]
paus(x) =T [pa(z), pp(z)]

Donde; pA(x) = 1 si x esta totalmente en A, pA(x) = Osixnoestien Ay 0 <
HA(x) < 1 si x estd parcialmente en A. Este valor entre 0 y 1 representa el grado de
pertenencia (también llamado valor de pertenencia de un elemento x a un conjunto A.

Asi, el intervalo de la ecuacion 3 es de numeros reales e incluye los extremos. Aunque [0,
1] es el rango de valores mas utilizado para representar funciones de pertenencia, cualquier
conjunto arbitrario con alguna ordenacion total o parcial podria ser utilizado. La descripcion
grafica de operadores estandar con conjuntos neutrosoficos es la que se muestra en la

lustracion 202.

Interseccion ANB Complemento

>|

Union AUB

Ilustracion 202




9.2.3 Operaciones de Conjuntos Neutrosoficos

Las tres operaciones basicas que se definen sobre conjuntos (complemento, unién e
interseccion), pueden generalizarse de varias formas en conjuntos neutrosoficos. No obstante,
existe una generalizacion particular que tiene especial importancia. Cuando se restringe el
rango de pertenencia al conjunto [0, 1], estas operaciones” estdndar” sobre conjuntos
neutrosoficos se comportan de igual modo que las operaciones sobre los conjuntos. Dichas

operaciones se definen del siguiente modo (Ilustracion 202).

e Unién
La forma generalizada de la union es la T-conorma. Ella se define con la siguiente
funcion:
1:10,11%[0,1]—10,1]
#AUB(x) = L[pA(x), uB (x)]
Para que una funcion se pueda considerar como una unidén neutrosofica, debe satisfacerlos

siguientes axiomas Va, b,c €[0, 1]:

e Ul) Elemento Neutro: L(a,0)=a

o U2) Conmutatividad: L(a, b)=L(b,a)

e U3) Monotonicidad: Sia<cyb<dentonces L(a, b)=L(c,d)
o U4) Asociatividad: L(L(a,b),c)=L(a, L(b,c))

Algunas T-conormas ampliamente utilizadas son:

* Maximo: L(a, b) = max(a, b)
* Prducto: L(a,b)=(a+b)—(axDb)
* Suma limitada (o de Lukasiewick): L(a, b) =min(a +b, 1)

o Interseccion

La forma generalizada de la interseccion se denomina T-norma. Es una funcion de la
forma:

T: [0,1] x [0,1] = [0,1]
WA B (x) = T [nA(x), uB (X)]
Una T-norma satisface los siguientes axiomas Va, b, c €[0, 1]
e 1) Elementounidad: T (a,1) = a

e [2) Conmutatividad: T (a,b) = T (b,a)
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e [3) Monotonicidad: Sia < cyb < dentoncesT (a,b) = T (c,d)
e 14) Asociatividad: T (T (a,b),c) = T (a, T (b,c))

Algunas T-normas ampliamente utilizadas son:

e Minimo: T (a,b) = min (a,b)
e Producto algebraico: T (a,b) = ab
e Diferencia limitada (o de Lukasiewick): T (a,b) = max (0,a + b- 1)

e Complemento

El complemento 4 de un conjunto neutroséfico 4, se denota por c4; esta definido por una

funcién del tipo ¢: [0, 1] — [0, 1]. Tiene que satisfacer los siguientes axiomas:

e (1) Condiciones limite o frontera: ¢ (0)=1yc (1)=0.
e (C2) Monotonicidad: Va, b €[0, 1]sia <bentoncesc (a)>c (b). C3) c es una funcion
continua.

e C4)cesinvolutivaVa €0, 1]tenemosc (¢ (a))=a.

Al igual que sucedia con los operadores de unién y de interseccion, también para el
complemento existen gran variedad de clases. Uno de los mas utilizados, ademas del
complemento clasico (pg(x) = c(a) = 1 — a), es el A-complemento de Sugeno, que

viene definido por la siguiente expresion.

—(z) = 1 —pa(z)

— Y -1
Fax 1+ Mea(x) con A € (=1,00)

Como se puede observar, si A = 0, la funcidon se comporta como el complemento clasico.
Ademas, para cada valor de A, obtenemos una expresion particular para el complemento. Otro
tipo de complemento muy utilizado es el de Yager, que se define a través de la siguiente

expresion.

1
pg(z) = (1— pa(x)*) @ con w € (0,00)

Aligual que con el complemento de Sugeno, cambiando el valor de w se obtienen distintos




tipos de complemento. Si w = 1 tenemos el complemento clasico. En la ilustracion 203 se

muestra el uso del modificador muy en los conjuntos bajo y alto, lo que origina un nuevo

complemento.

© 1.0
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Tlustracion 203

9.2.4 Propiedades de los Conjuntos Neutroséficos

Los conjuntos de forma general y los neutrosoficos, de forma particular, tienen las

mismas propiedades (en realidad los conjuntos pueden verse como un subconjunto de los

conjuntos neutroséficos) con las siguientes propiedades:

Conmutativa:ANB=BNA

Asociativa: AU (BUC)=(AUB)UC

Distributiva: AU (BN C)=(AUB)N(AUC)

Idempotencia: AUA=4AyANA=A4

Involucion: ~(—4)=A4

Transitiva: Si (A c B) N (B c C) entonces Ac C 1

Leyesde Morgan: ~ (AN B)=—AU~By—~(AUB)=—4AN—B

Con el uso de estas propiedades, se obtiene una cierta variedad de expresiones. Por ejemplo,
siendo 4 el conjunto alto y B bajo, podemos derivar el conjunto C como no muy alto y no

muy bajo como uC (x) = [1 — pa(x)2] N [1 — uB (x)2].

9.2.5 Representacion de conjuntos neutrosoficos

Los conjuntos son utiles, pero presentan problemas en muchas situaciones. Examinando

el Universo del discurso de la altura, tendriamos la representacion grafica de la Figura 6. Para

definir un conjunto neutros6fico hay que definir su funcion de pertenencia. Un método

habitual es preguntar a un experto sobre el dominio del problema y representarlo mediante

diferentes funciones (tipicamente triangulares y trapezoidales). También se pueden utilizar,

Pagina | 226




funciones curvas o la funcion singleton.

Para representar un conjunto difuso continuo en una computadora es necesario expresar esa
funcidén de pertenencia y mapear los elementos del conjunto con su grado de pertenencia.
Aunque puede usarse a priori cualquier tipo de funcidn, en la practica se emplean funciones

lineales con una descripcion de su vector de ajuste, como:

hombre-medio = (0/165, 1/175, 0/185)

Esta representacion se corresponde con el conjunto difuso Medio de la Figura 6, donde
para la altura 165 se asocia el grado de pertenencia 0, a la altura 175 el grado de pertenencia

1, y de nuevo a la altura 185 el grado de pertenencia 0.

9.3 Variables Lingiiisticas

Para representar el conocimiento en razonamiento aproximado es necesario el uso de
variables lingiiisticas. Una variable lingliistica es aquella cuyos valores son palabras o
sentencias en un lenguaje natural o artificial. De esta forma, una variable lingiiistica sirve
para representar cualquier elemento que sea demasiado complejo, o del cual no tengamos una
definicién concreta; es decir, lo que no podemos describir en términos numéricos. Una
variable lingiiistica est4 caracterizada por una quintupla tal y como se muestra en la siguiente
expresion.

X, T (X),U,G,M)
Donde:
» X es el nombre de la variable.
T(X) es el conjunto de términos de X; es decir, la coleccion de sus valores lingiiisticos (o
etiquetas lingtiisticas).
« U es el universo del discurso (o dominio subyacente). Por ejemplo, si la hablamos de

temperatura “Calida” o “Aproximadamente 2597, el dominio subyacente es un dominio
numérico (los grados centigrados).

« G es una gramatica libre de contexto mediante la que se gene- ran los términos en 7'(X),
como podrian ser “muy alto”, ”no muy bajo”, ...

» M esuna regla semantica que asocia a cada valor lingiiistico de X su significado M(X) (M

(X) denota un subconjunto difuso en U).

99 99

e Términos primarios:” bajo”,” alto”, ...

L 9% 9 29 9

e Modificadores:” Muy”,” mas”,” menos”,” cerca de”, ...




e Conectores logicos: Normalmente NOT, AND y OR.

Normalmente se definen los conjuntos neutroso6ficos de los términos primarios y, a partir
de éstos, es que se calculan los conjuntos neutroséficos de los términos compuestos (por
ejemplo, con “muy” y “alto” construimos el término compuesto “muy alto””). Una etiqueta
lingiiistica se forma como una sucesion de los simbolos terminales de la gramadtica: “Muy
alto, no muy bajo...”.

Un uso habitual de las variables lingiiisticas es en reglas difusas. Ejemplo: Si duracion
- examen es larga entonces la probabilidad - aprobar es pequeiio. Por ejemplo, la variable
lingtiistica velocidad podrias incluir conjuntos neutros6ficos como muy lento, lento, medio,
rapido, muy - rapido. Naturalmente cada uno de estos conjuntos representan un valor
lingiiistico que puede tomar la variable.

Normalmente se definen los conjuntos neutroso6ficos de los términos primarios y, a partir
de éstos, es que se calculan los conjuntos neutros6ficos de los términos compuestos (por
ejemplo, con “muy” y “alto” construimos el término compuesto “muy alto”). Una etiqueta
lingiiistica se forma como una sucesion de los simbolos terminales de la gramatica: “Muy alto,
no muy bajo...”.

Un uso habitual de las variables lingiiisticas es en reglas difusas. Ejemplo: Si duracion -
examen es larga entonces la probabilidad - aprobar es pequefio. Por ejemplo, la variable
lingtiistica velocidad podrias incluir conjuntos neutroséficos como muy lento, lento, medio,
rapido, muy - répido. Naturalmente cada uno de estos conjuntos representan un valor

lingiiistico que puede tomar la variable.

Modificadores
de Concentracién

]13

[2(x) (a(x))*7 (ra(x)? (a(x)? (na(x))*

Ligeramente Bastante Muy Extremadamente  Muchisimo
Modificadores
de Dilatacion (Izqda)
y de Intensificacién (Drcha)
vV 1a(x) 2[;14()()]2 ifO< s <05
Més o menos 1-2[1 - pa(x)? ifO5<pa<1

En efecto, en realidad
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Ilustracion 204

9.3.1 Modificadores

Una variable lingiiistica puede emplear modificadores para cambiar la forma de los conjuntos
neutrosoficos. Estos modificadores pueden asociarse a adverbios como “muy”, “ligeramente”,
“un poco”, etc... Estos modificadores pueden aplicarse a oraciones completas, verbos, adjetivos,
etc.

La ilustracion 204 muestra un ejemplo de uso de modificadores (en este caso el modificador
muy). En el ejemplo de esta figura, Carlos, un elemento del conjunto “alto” (con un grado de
pertenencia de 0.5) es también miembro del conjunto de los “muy altos” (pero con un grado de
pertenencia de 0.15, lo cual es razonable).

(Como se implementan estos modificadores? En la préctica, podemos distinguir tres tipos
de modificadores; de concentracion, de dilatacion y de intensificacion. En la ilustracion 204 se
representan algunos de los modificadores mas empleados. Por ejemplo, si Pedro tiene un valor
de pertenencia de 0.86 al conjunto de los altos, tendrd un valor de: al conjunto de los mas o

menos altos.

9.4 Razonamiento Aproximado

Mediante el uso de conjuntos neutroséficos es posible dotar de significado matematico a
proposiciones como” este coche es pequefio”,” Pedro es muy alto” 0” el crecimiento es lento”
utilizando los modificadores lingiiisticos (muy, poco, demasiado, algo, extremadamente, etc.)
para adaptar los calificativos a lo que se quiere decir. Asi para la representacion y utilizacion
del conocimiento impreciso, aparece el concepto de variable lingiiistica.

Muchas veces, la programacion cldsica no es suficiente para que un sistema realice funciones
complejas. Cuando un sistema no ha sido programado explicitamente para realizar una funcion
y se le pide que la realice, el sistema tiene que razonar. Por ejemplo, si el sistema conoce los
siguientes hechos:” Estirada es una jirafa”,” Las jirafas son mamiferos” y le formulamos la
pregunta:” ;Es Estirada un mamifero?”, el sistema debe razonar para dar una respuesta. Cuando

el nimero de hechos y reglas aumenta, el sistema tiene que poder verificar gran cantidad de

hechos que surgen en las etapas de razonamiento. A continuacion, estudiaremos el concepto

de Regla Neutroséfica empleada en Razonamiento Aproximado.

9.5 Reglas Neutrosoéfica




El razonamiento aproximado se utiliza para representar y razonar con conocimiento
expresado en forma de primitivas atdmicas (Ilustracion 205), enunciadas en lenguaje natural.

Por ejemplo “La velocidad tiene un valor positivo grande”.

1.0~ Hombre Alto 1.0~ Hombre Pesado
® boo e mmmm e
c 0.8 - ;
g s, :
£ 0.6~ - L
g oy
$ 04 N |
& o oo
o - - i oo
o 0.2 Y P
(@] i R
0.0 : 1Y Y Y | 1 i
160 70 80 100 120
Altura (cm) Peso (Kg)

llustracion 205
La transformacién de esta expresion en lenguaje natural, en términos de variables

lingtiisticas se realiza como se indica a continuacion:

1. Se selecciona un simbolo V para representar la variable fisica “velocidad”.
2. Se elige un simbolo PG para representar el valor particular “positivo grande” de la
variable fisica “velocidad”.

3. La expresion en lenguaje natural pasa a ser: V' es PG

A este tipo de expresion se le denomina proposicion atdmica neutroséfica. La interpretacion
de la expresion atémica anterior viene dada por la pertenencia de la variable fisica velocidad
V al conjunto difuso PG, es decir uP G(v), donde v denota un valor arbitrario del universo del
discurso U. Esta interpretacion determina el grado en que la expresion es satisfecha dado un
valor especifico de la variable V.

Usando este concepto de proposicion neutroséfica y conectores lingliisticos con “y”, “0” y
“no” es posible componer proposiciones difusas mas complejas “A es Xy Bes Y”, “A es no
X7, etc... El significado de estas proposiciones difusas compuestas viene dado por la
interpretacion de los conectores lingiiisticos.

Esta interpretacion se hace en base a las operaciones de interseccion, unidon y complemento
que, como se vio anteriormente, se realiza mediante T-normas, T- co normas y el operador
complemento elegido. Hay que tener en cuenta que, el grado de satisfaccion de una expresion
constituye un conjunto difuso y, por tanto, estos conectores deben interpretarse mediante

operadores de conjuntos neutrosoficos.
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Una regla neutrosofica (regla de produccion neutrosofica if - then) es expresada

simbolicamente como:

IF < proposicion neutroséfica > THEN < proposicién neutroséfica >
Donde <proposicion neutrosdfica> puede ser una proposicion difusa atdbmica o compuesta.

Podemos definir una proposicion sencilla de este tipo mediante:

p:IF Xes ATHENY es B

El antecedente y consecuente de una regla puede tener multiples partes. Veremos a
continuacién como se trabaja con estos formatos de reglas.

En los sistemas de reglas clasicos, si el antecedente es cierto, el consecuente es también
cierto. En sistemas neutros6ficos donde el antecedente es neutrosofico, todas las reglas se
ejecutan parcialmente, y el consecuente es cierto en cierto grado (si el antecedente es cierto con
cierto grado de pertenencia, el consecuente es cierto también el cierto grado).

En el ejemplo de la regla “IF altura IS alto THEN peso IS pesado. El valor de la salida
(grado de pertenencia) puede ser estimado directamente empleando un método de inferencia
de seleccion monotdnica. En la figura se pueden ver como varios valores de peso pueden

ser derivados de diferentes valores de alturas.

9.6 Inferencia Neutrosofica

La inferencia neutroséfica puede definirse como el proceso de obtener un valor de
salida para un valor de entrada empleando la teoria de conjuntos neutrosoficos. A
continuacion, veremos dos tipos de inferencia: la inferencia de Mamdani y la inferencia de

TSK (Takagi, Sugeno y Kang).

9.6.1 Inferencia de Mamdani
Es posiblemente el método mas ampliamente utilizado, propuesto por Ebrahim Mamdani

en 1975. El proceso de inferencia a través de Mamdami se realiza en cuatro pasos:

1 Fuzificacion de las variables de entrada.

2
3
4

Evaluacion de las reglas.
Agregacion de las salidas de las reglas.

Defuzificacion.




A continuacidn, se explica un ejemplo de uso empleando tres reglas. Estas reglas usan

como variables lingiiisticas x (financiacion del proyecto), y (plantilla del proyecto) y z

(riesgo). Los conjuntos de- finidos sobre el dominio de X son A1, A2, A3 (inadecuado,

marginal, adecuado), sobre el dominio de Y B1, B2 (pequefia, grande) y sobre el universo del

discurso de Z son C1, C2yC3 (bajo, normal y alto).

e Reglas:
R1:IF xis A30ORyis BITHEN zis C1
R2: IF x is A2ZAND y is B2THEN z is C2
R3:IF x is A1ITHEN z is C3

A continuacion, se describen las etapas de la inferencia de Mamdani
. Etapa de Fuzificacion. El primer paso consiste en tomar los valores de las entradas y
determinar el grado de pertenencia de estas entradas a los conjuntos neutrosoficos

asociados.

El valor naturalmente estard limitado en el universo del discurso de la variable. En
nuestro caso, x e y estaran limitadas al universo del discurso de X e Y respectivamente.
Suponiendo que un experto asigna a x un valor del 35% y a y un valor de 60 %. Como se
puede ver estos valores que se corresponden con los valores de pertenecia de A1y A2 (en
el caso de x) con 0.5y 0.2, y con los valores de Bl y B2 (en el caso de y) con 0.1 y 0.7
respectivamente. De este modo cada entrada es neutrosoficada sobre todas las funciones

de pertenencia utilizadas en las reglas neutrosoéficas.

. Etapa de Evaluacién de Reglas, Basado en las entradas anteriores y se aplican a los
antecedentes de las reglas Neutrosoficas. Si una regla tiene multiples antecedentes, se
utiliza el operador AND u OR para obtener un tinico nimero que represente el resultado
de la evaluacion. Este numero (el valor de verdad) se aplica al consecuente.

Para evaluar la disyuncion (operador OR) habitualmente se emplea la T-Conorma estandar
(maximo), definida como: pAUB (x) = m"ax [pA(X), uB (x)]. De igual forma, para el AND
se usa habitualmente la T-Norma estandar del minimo.

Finalmente, el resultado de la evaluacién del antecedente se aplica al consecuente,
aplicando un recorte o escalado seglin el valor de verdad del antecedente. El escalado

proporciona un valor mas preciso, preservando la forma original del conjunto difuso. Se
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obtiene multiplicando todos los valores por el valor de verdad del antecedente (ilustracion

206).

b F4

Ilustracion 206

3. Agregacion de las salidas La agregacion es el proceso de unificacion de las salidas de todas
las reglas; es decir, se combinan las funciones de pertenencia de todos los consecuentes
previamente recortados o escalados, combinando para obtener un tinico conjunto difuso

por cada variable de salida.

4. Defuzificacion El resultado final habitualmente es necesario expresarlo mediante un valor
conjunto. En esta etapa se toma como entrada el conjunto neutroséfico previamente
obtenido para dar un valor de salida. Existen varios métodos de desneutrosoficacion,
pero probablemente el méas ampliamente usado es el centroide; que calcula el punto
donde una linea vertical divide el conjunto en dos areas con igual masa, para el célculo

del cancroide se utiliza la siguiente ecuacion:

_ > (pe(k;) < ky)
Wa =" )

9.6.2 Inferencia TSK

El modelo de inferencia de Mamdani require de algin tipo de método para la
desneutrosoficacion. En general, este método no es muy eficiente desde el punto de vista
computacional. Podemos disminuye el tiempo de inferencia empleando una funcion

matematica en el consecuente, de forma que el formato general de regla en inferencia TSK es:

p:IF xes AAND yes BTHEN zes f (x,y)




Este tipo de método proporciona mayor eficiencia, pero no presenta un marco tan natural

para la representacion del conocimiento humano. Un tipo habitual de representacion del
consecuente es un singleton (punta discreta), que toma valor uno en un valor puntual del

universo del discurso y cero en cualquier otro punto.

Empleando este tipo de aproximacioén (ampliamente utilizada), la inferencia TSK y de

Mamdani son muy parecidas, tomando las reglas el siguiente formato:
p:IF xes AAND yes BTHEN zes k

Siendo k un valor constante para el singleton. La salida de los datos en este caso se obtiene
mediante una sencilla agregacion (media de pesos WA, segun la ecuacién que se muestra a
continuacion) de estos singletones.

b _pa(z)z

Centroide = m

En general el método de Mamdani se utiliza con mayor frecuencia porque aparecio antes, y
porque se presta mdas a la representacion del conocimiento de experto. Permite describir el
conocimiento experto de forma intuitiva. El principal inconveniente es su alto costo
computacional, por lo que para aplicaciones de control y problemas de optimizacion se emplea

mas frecuentemente el método de inferencia TSK.

9.7 Ejercicios

9.7.1 Control del Péndulo Invertido

El problema es mantener equilibrada una barra rigida sobre una plataforma movil que puede
desplazarse en dos direcciones; izquierda y derecha. Queremos disefar un controlador difuso
que tomara como entradas el angulo y la velocidad angular y dard como salida la velocidad de

la plataforma, (ilustracion 207).
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TI 7

llustracion 207
Para dar solucion al ejercicio, el primer paso es definir las etiquetas de la variable
lingtiistica velocidad de la plataforma. En este caso definiremos 5 etiquetas asociadas a sus
respectivos conjuntos neutroséficos como NG (Negativa Grande) NP (Negativa Pequena)

Z. (Cero) PP (Positiva Pequefio) y PG (Positiva Grande).

1) Velocidad NG =(1/-3,1/—2,0/—1)
2) Velocidad NP =(0/-2,1/—1,0/0)
3) Velocidad Z=(0/—1,1/0,0/1)

4) Velocidad PP=(0/0,1/1,0/2)

5) Velocidad PG=(0/1,1/2,1/3)

La Velocidad de la plataforma se define empleando la misma notacion de las funciones
de pertenencia para el angulo y la velocidad angular, que tienen asociados los siguientes

vectores de ajuste:

1) Angulo NG =(1/—45,1/-30,0/—15)
2) Angulo NP=(0/-30,1/—15,0/0)

3) AnguloZ=(0/-15,1/0,0/15)

4) Angulo PP=(0/0,1/15,0/30)

5) AnguloPG=(0/15,1/30,1/45)




1)
2)
3)
4)
5)

Velocidad Angular NG =(1/—1,5,1/—1,0/-0,5)
Velocidad Angular NP =(0/—1,1/-0,5, 0/0)
Velocidad Angular Z=(0/-0,5, 1/0,0/0,5)
Velocidad Angular PP=(0/0,1/0,5,0/1)
Velocidad Angular PG=(0/0,5,1/1,1/1,5)

Labase de reglas del controlador se representa en una tabla (ver tabla 9.1) llamada memoria

asociativa neutrosofica

Tabla 9.1. Base de reglas del controlador neutroséfico

VelAng/Ang NG NP Z PP PG
NG NG
NP NP V4
7pPP NG NPZ | 7 pp2 PP PG
PG PG

La interpretacion de algunas las reglas mostradas en la tabla 9.1 quedan:

e Paralaregla 2:

Si (Angulo es Zero) y (Velocidad Angular es Positiva Pequefia) Entonces (Velocidad de

Plataforma sera Positiva Pequea).

La regla anterior significa que, aunque el péndulo estad en la posicion correcta, se esta

moviendo lentamente en sentido positivo, por lo que se hace necesario mover la plataforma

lentamente en la misma direccion para compensar este movimiento.

Suponiendo los siguientes valores de entrada Angulo=3.75, Velocidad Angular=-0.3.

1) (Qué velocidad se le aplicaria a la plataforma empleando inferencia de Mamdani y el

centroide como método de defuzzificacion?
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9.7.2 Propina al mesonero

El conocimiento experto de un comensal de un restaurante se modela mediante un sistema
de reglas neutrosoficos. El sistema cuenta con dos variables de entrada Servicio (Calidad del
Servicio, que se evalua de 0 a 10), y Comida (Calidad de la Comida, que se evalua igualmente
de 0 a 10). El porcentaje de propina se modela con la variable Propina (definida entre 5%y
25 % del precio total).

A la variable de entrada Servicio le asociaremos tres conjuntos neutrosoficos asociados a
las etiquetas lingiiisticas Pobre, Bueno y Excelente. Estos conjuntos se definiran empleando

una funcién Gaussiana Simple, con la siguiente especificacion:
Pobre =m=0,6=1,5 Bueno =m=35,0=1,5 Excelente =m=10,6=1,5

La calidad de la comida Comida tendrd asociada dos conjuntos neutrosoficos, con las
etiquetas Rancia y Deliciosa. Estos conjuntos se definirdn mediante funciones trapezoidales,

con la siguiente especificacion seglin sus vectores de ajuste:

Rancia =(1/0, 1/1,0/3)
Deliciosa =(0/7,1/9, 1/10)

De forma andloga, la Propina estard definida sobre tres conjuntos neutroséficos con las
etiquetas Tacana, Promedio y Generosa. Estos conjuntos se definiran mediante funciones

triangulares, con la siguiente especificacion seglin sus vectores de ajuste:

Tacaria = (0/0, 1/5,0/10) Promedio = (0/5,
1/15,0/25) Generosa =(0/20,1/25,0/30)

El sistema de reglas que modela el conocimiento experto del comensal estd basado en

tres reglas, con la siguiente especificacion:

e R1: Siservicio es pobre V comida es rancia — propina es tacaria
e R2: Siservicio es bueno — propina es
promedio

e R3: Siserv. es excel. V comida es deliciosa — propina es generosa

1) Dada una calificacion de Servicio=3 y Comida=38, calcule la propina para el camarero




empleando:

a. Un modelo de Inferencia de Mamdani, empleando el centroide como mecanismo de

deborrosificacion.

b. Un modelo de Inferencia TSK, empleando singletones definidos en el valor maximo de
cada conjunto de salida y la media de los pesos como mecanismo de agregacion de los

consecuentes.

9.8 Ejemplos de indeterminacién
La idea de extender el principio neutroséfico, que se basa en la indeterminacion, a la
probabilidad, llegd desde le clédsico ejercicio de la tirada de un dado sobre superficies

irregulares.

Ejemplo 1.

En un espacio muestral, al lanzar un dado ctbico (con 12 aristas y 8 vértices) sobre una
superficie irregular se desea conocer cudl es la posibilidad de que el dado caiga en un vértice o
en una arista, de una pequena rendija o grieta.

Para obtener el resultado de la indeterminacion presente con el lanzamiento del dado, se
analiza la probabilidad neutroséfica NPT de lanzar el dado, teniendo en cuenta que esta
probabilidad neutrosofica {1} es menor que 1/6, puesto que hay siete posibles resultados NPt
(1) < 1/6, resultado que no se comporta como el clasico resultado probabilistico donde P (1) =
1/6. Por otra parte, se debe tener en cuenta que mientras mas irregularidades existen en la

superficie, mas indeterminacion se producen.

Ejemplo 2.

Consideremos un dado en una superficie regular (con seis caras), al tener dos caras cuya

impresion se borra (digamos caras 5 y 6). Entonces:

NP(1)=NP(2)= NP(3) = NP(4) =
NP (5)=NP(6)=0,

]
6’

Mientras:

NP (indeterm) = %

, cuando el dado se lanza sobre una superficie regular.
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Ejemplo 3.

En una superficie con grietas existe la posibilidad de que, al lanzar una moneda, la moneda

cac en una grieta y se atasca en su borde; entonces tenemos de nuevo la indeterminacion.

NP(cabeza) = NP (Borde) < 1/2
Y el espacio muestral es {Grieta, Borde, indeterminacion}.
Ejemplo 4.

Cuando en una urna con dos tipos de votos: A y B, donde algunos votos fueron deteriorados,
y no se pueden determinar si se corresponde con los votos A o B, existen votos
indeterminados. Es decir, no se puede conocer el nimero exacto de votos indeterminados, de
las boletas representadas por A o por B, en estos casos la indeterminacion es mucho mas

grande.

Ejemplo 5.

Si existen dos candidatos A y B para la presidencia, y la probabilidad de que A gane es de
0,46, no

significa que la probabilidad de que B gane es de 0.54, ya que puede haber votos en blanco
(de los votantes no elegir cualquier candidato) o votos negros (de los votantes que rechazan a

ambos candidatos).

Por ejemplo, la probabilidad de que B gane podria ser 0.45, mientras que la diferencia 1-0.46-
0.45 = 0.09 seria ser la probabilidad de votos en blanco y negro juntos. Por lo tanto, tenemos

una probabilidad neutroséfica: NP (4) = (0.46.0.09.0.045)

Ejemplo 6.

Si un centro de meteorologia informa que la posibilidad de la lluvia de mafiana es del 60%,
no significa que la probabilidad de no llover es del 40%, ya que puede haber parametros
ocultos (factores climaticos) que el centro de meteorologia no es consciente de que puede
haber un clima poco claro, por ejemplo, dia nublado y hiimedo, que algunas personas pueden

interpretar, como dia lluvioso y otros como dia no lluvioso, la ambigiiedad despierta

e




indeterminacion.

Ejemplo 7.

Si algunas pruebas de drogas son confiables en un 95%, no significa que el 5% son poco
fiables, porque no podria haber algunos efectos desconocidos de las drogas que no estamos

seguros de que sean beneficiosos o perjudiciales.

Ejemplo 8.

Una ruleta tiene 38 nimeros. Se utilizan de ellos demasiado, porque varios de sus numeros
han ha sido borrado, y no se pueden leer de forma adecuada, por lo tanto, en este caso existe

presente una indeterminacion.

Ejemplo 9.

Una baraja de 52 cartas tiene 3 cartas dafiadas que no pueden ser leidas, entonces existe en

este caso una indeterminacion. Si las tarjetas dafiadas estan rotas, no poseen equiprobabilidad.

Ejemplo 10.

Probabilidad en un partido de futbol.
La probabilidad clésica es incompleta, porque calcula para un equipo la posibilidad de ganar,
o la posibilidad de no ganar, no de las tres oportunidades como en probabilidad neutroséfica:

ganar, tener el juego empatado, o perdiendo.

9.9 Ejemplo de indeterminacion con variables neutroséficas continuas y variables
aleatorias

En los ejemplos anteriores se utilizaron variables neutrosoficos discretas y variables

aleatorias. Consideremos ahora una ruleta como se muestra en la ilustracion 208.
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90°

Tlustracién 208

El espacio muestral continuo de la ruleta mostrada en la figura 13, es Q = [0,360]. Si el
espacio muestral que se encuentra en el 4 cuadrante y que posee los valores entre 2700 - 360°,
no pueden ser leidos al estar borrados algunos de estos elementos, se considera, entonces, que
la ruleta posee una indeterminacion. Por lo tanto, NP (indeterm) = %, lo que representa una

variable aleatoria continua y la misma se calcula como se muestra la siguiente ecuacion.

NP([90,100]) = (ch ([90,100]) ,ch(mderenn),ch([9o,1oo]))

_[ 10 90 260}
13607360 360

9.9.1 Primeros tipos de indeterminaciones

Los primeros tipos de indeterminaciones son:

a. Indeterminacion debido al espacio (por ejemplo, la superficie sobre la que se
encuentran los dados lanzados, la urna sobre la que se encuentran los votos
introducido, etc.).

b. Indeterminacion debido a los elementos contenidos en el espacio fisico (por

ejemplo, el defecto de las boletas no claras, etc.).

9.9.2 Segundos tipos de indeterminaciones

a. Indeterminacion no relacionada con un evento particular, la que se corresponde con
una constante de indeterminacion; por ejemplo, al tirar un dado en una superficie regular
e irregular que tiene grietas. No importa qué resultado busquemos 1, 2, ..., o 6, la

indeterminacion (probabilidad de que el dado caiga en una grieta y tenga una lectura




incierta) es la misma.

b. Indeterminacién relacionada con diferentes eventos, por ejemplo, si el espacio
muestral es: {dia soleado, dia lluvioso, dia nevado} el pronostico del tiempo es
considerado indeterminado segin el espacio muestral. Un meteordlogo calcula
aproximadamente la probabilidad de cada evento, utilizando diversos parametros, tales
como: estadisticas del tiempo pasado, variables climaticas (temperatura, humedad
relativa, precipitaciones, etc.), en este sentido los resultados que se obtienen son

probabilisticos (imprecisos), ellos se muestran como en la siguiente expresion.

{[0.1,0.2],[0.5,0.7],[0.3,0.6]}
Donde:

[0.1, 0.2]; Probabilidad de dia soleado
[0.5, 0.7]; Probabilidad de dia lluvioso
[0.3, 0.6]; Probabilidad de dia nevado

Asi, tenemos diferentes indeterminaciones que estan relacionados con la ocurrencia de

cada evento. Neutrosoficamente, podemos escribirlo como:

NP(dia soleado) = 0.1 + i1, dondeil € [0.0,0.1], NP(dia lluvioso) = 0.5 +
i2
donde iz €[0.0, 0.2] y NP(dia nevado) = 0.3 + i3, donde i3 € [0.0, 0.3] con indeterminacion
i1, 12, 13.
El célculo de la unién de los eventos NP (dia soleado o nevado) se realiza como:
NP (dia soleado) +NP (dia nevado)
= (0.1 +1i1) + (0.3 +1i3)

=(0.14+0.3)+ (i1 + 13)
=0.4+14

Donde:

14 € [0.0,0.1]+[0.0,0.3] =[0.0, 0.4]. Esto también podria ser calculado simplemente como
en probabilidad imprecisa clasica como:
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P (dia soleado o dia nevado) =[0.1, 0.2] +[0.3, 0.6] =[0.4, 0.8] = 0.4 + 14

Donde:

ia € [0.0, 0.4]

Del mismo modo para la interseccidon de eventos como:

NP (dia soleado y nevado) = (0.1 +11) - (0.3 +1i3) = (0.1) (0.3) + {0.311 + 0.1i3 + 1113}
=0.03 + {[0.0, 0.3] + [0.0, 0.3]+ [0.0, 0.3]} = 0.03 + is

Donde:

is € [0.0, 0.9]

Esto es porque:

{Indeterminaciéon} - {nimero} = {indeterminacion}

y
{indeterminacién} - {indeterminacion} = {indeterminacion}
Cléasicamente:
P (dia soleado y dia de nevada) = [0.1,0.2] - [0.3,0.6] = [0.03,0.12]
= 0.03 + i5
Donde:

is € [0.0, 0.09]
Del mismo modo para la negacion de eventos:
NP (no es undia soleado) = 1 — (0.1 +il) =1 -01—-i1l =09 — il
== 08 + i6
Donde:
i6 € [0.0, 0.1]
Clésicamente:

P (no es un dia soleado) =1 - [0.1, 0.2] =[0.8, 0.9] = 0.8 - 16




Donde:

ic € [0.0, 0.1].

c. Indeterminaciones mixtas, son para algunos eventos donde hay existe una posibilidad

de indeterminacion > 0, mientras que para otros eventos no existe.

Por ejemplo:
{[0.1,0.2],0.5,0.7],0.3}

Por lo tanto, hay indeterminacion relacionada con el primer y segundo evento, pero no con el

tercero.

9.10 Distincion entre indeterminacion y Aleatoriedad.

La indeterminacion es diferente de la aleatoriedad. La indeterminacion se debe a los defectos
de la construccion del espacio fisico (donde puede ocurrir un evento), y / o para la construccion
imperfecta de los objetos fisicos involucrado en el evento, etc.

Por lo tanto, la probabilidad neutroséfica analiza ambos: los fendmenos aleatorios y la
indeterminaciéon relacionada con estos fendmenos. En consecuencia, la probabilidad
neutros6fica se refiere a dos tipos de variables: variables aleatorias y wvariables de
indeterminacion, y dos tipos de procesos: proceso estocastico y proceso indeterminado

respectivamente.

9.10.1 Variables aleatorias neutrosoéficas.

Una variable aleatoria clasica (estocastica) estd sujeta a cambios debido a la aleatoriedad,
mientras que la variable aleatoria neutrosofica (estocéstica) esta sujeta a cambios debido a la
aleatoriedad y la indeterminacion. Los valores de una variable aleatoria neutrosofica
representan los posibles resultados y las posibles indeterminaciones. La aleatoriedad y la
indeterminacion pueden ser objetivas o subjetivas. Al igual que las variables aleatorias clésicas,

las variables aleatorias neutroséficas se pueden clasificar en:

= Discreta, porque puede tomar un valor en una lista especifica de valores exactos y un

namero finito de indeterminaciones.

e Continua, porque puede tomar un valor o una indeterminacién en un intervalo, o en una
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coleccion de intervalos.

e Mixta, porque puede tomar un valor o indeterminacion en una lista especifica de valores

exactos, en un intervalo o en una coleccion de intervalos (mezcla de discreto y continuo).

Otra clasificacion, como las variables aleatorias cldsicas, para las variables aleatorias

neutrosoficas puede ser:

e Finitas; teniendo, por supuesto, un nimero finito de posibles resultados y posibles
indeterminaciones.

e Infinitas, teniendo un niimero infinito de posibles resultados o indeterminaciones.

Una variable aleatoria neutrosofica infinita puede ser contable o incontable. Una variable
aleatoria neutrosofica X es admisible si es posible calcular la probabilidad de que el valor de
X sea menor que cualquier numero en particular, junto con su indeterminacién
correspondiente y su no probabilidad. Lo que equivale a la posibilidad de calcular la
posibilidad de que el valor de X esté en cualquier rango, rango que debe asignarse a un

subconjunto del espacio muestral neutrosofico vQ.

9.10.2 Posibles Medidas Neutroséficas y probabilisticas

Las medidas neutrosofica y la probabilidad neutrosofica es posible definirlas de muchas
maneras, ya que al trabajar con aproximaciones e indeterminaciones es posible obtener dichas

definiciones. Estas definiciones pueden depender de cada aplicacion en particular.

9.10.3 Definicion de probabilidad neutrosofica

La probabilidad neutrosofica (o probabilidad) es un caso particular de la medida
neutrosofica. Es una estimacion de un evento (diferente de la indeterminacion) que ocurre,
junto con una estimacion de que puede ocurrir cierta indeterminacion, y la estimacion de que
el evento no ocurre.

La probabilidad neutroséfica y las estadisticas neutrosoficas comenzaron en 1995, pero no
se desarrollaron ni se aplicaron tanto como la logica neutrosofica y el conjunto neutroséfico

que se usan ampliamente en la actualidad. Una variable aleatoria neutroséfica es una variable




que puede tener un resultado indeterminado (incierto, ambiguo).

Un proceso aleatorio neutrosofico (estocastico) representa la evolucion en el tiempo de
algunos valores aleatorios neutrosoficos. Es una coleccion de variables aleatorias
neutrosoficas.

La probabilidad clésica tiene que ver con dados, monedas, ruletas, ruletas, juegos de cartas,
caminatas aleatorias, mientras que la probabilidad neutroséfica trata con objetos, variables y
procesos injustos e imperfectos.

La probabilidad neutrosofica es una generalizacion de la probabilidad clasica porque,
cuando la probabilidad de indeterminacion de un proceso estocastico es cero, estas dos

probabilidades coinciden.

9.11 Probabilidad neutroséfica vs. probabilidad imprecisa

En Probabilidad de imprecision (IP), la probabilidad de un evento A, es:

IP (4) = (a,b) S [0,1]

Es un intervalo incluido en [0,1], no un nimero nitido. Por tanto, la Probabilidad

Neutrosoéfica de que ocurra un evento A es:

NP (A) = (ch (A),ch (neutA),ch (antid)) = (T,I,F)

Pero a veces en lugar de "neutA" decimos “Indeterminacion relacionada con A” y la

denotamos con “indetermA”; También notamos "antiA" por A;
Donde:
T, I, F son subconjuntos estdndar o no estandar de intervalo unitario no estandar] -0, 1+ [,
y T es la posibilidad de que A ocurra, denotado ch(A); I es la posibilidad indeterminada

relacionada con A, ch(indeterma); y F es la posibilidad de que A no ocurra, ch(A).

Entonces, NP es también, una generalizacién de la probabilidad imprecisa. Por lo tanto,

utilizando otras notaciones tenemos:
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NP(4)= (ch(A),ch (indeterm ), ch (2))

Utilizamos las notaciones T (verdad), I (indeterminada) y F (falsedad) para ser

coherentes con las de la ldgica neutrosofica y el conjunto neutroséfico, ampliamente

difundidos.

En el caso mas general, T, I, F son subconjuntos estandar o no estandar del intervalo no
estandar unitario] -0, 1+ [, para poder hacer una distincion entre evento seguro absoluto
(evento seguro en todos los mundos posibles (cuyo valor de probabilidad es 1+), y evento de
seguridad relativa (es decir, evento seguro en al menos un mundo, pero no en todas las
palabras) cuya probabilidad es 1, donde 1 <1+).

Del mismo modo, para el evento absolutamente imposible (evento imposible en todos los
mundos posibles - cuya probabilidad es - 0), y el evento relativamente imposible (es decir,
evento imposible en al menos un mundo, pero no en todas las palabras - cuya probabilidad es

- 0, donde - 0 <0).

+
1 =1+ey—-0=0-c¢

Donde; € es un nimero positivo muy pequefio

Para aplicaciones técnicas, usaremos solo conjuntos estandar y el intervalo de unidades
estandar [0,1]. Observemos con mayusculas los subconjuntos T, I, F y con letras mintisculas
los nimeros nitidos t, 1, f. Para la probabilidad neutrosoéfica nitida, cuando T, I, F son solo

nimeros estandar o no estandar en] -0, 1+ [, en el caso mas general uno tiene:

-



0<t+i+ f <17

Considerando que los componentes del arbol t, i, f son independiente (como en la l6gica
neutroso6fica y en el conjunto neutroséfico).
Si solo dos componentes son dependientes, mientras que el tercero es independiente de

ellos, entonces;

0<t+i+ <3
Si los tres componentes dependen dos por dos, entonces;
0<t+i+ <27

Consideremos el caso estandar:

1. Sit+1i+f=1, uno tiene probabilidad completa (la aplicacion mas comiin) o
probabilidad normalizada.

2. Sit+1i+f<I, uno tiene una probabilidad incompleta (porque la fuente de
informacion o el proceso estocastico es incompleto, es decir, no se conoce bien).

3. Sit+1i+f>1, uno tiene una probabilidad paraconsistente (debido a fuentes de
informacion en conflicto que nos transmiten informacion contradictoria; por
ejemplo, una fuente puede calcular la posibilidad de que ocurra un evento
utilizando algunos criterios (parametros que influyen en el evento), pero no es
capaz de calcular la posibilidad de que el evento no ocurra, mientras que otra
fuente de informacién independiente puede calcular la posibilidad de que el
evento no ocurra utilizando diferentes criterios (diferentes parametros), pero no

puede calcular la posibilidad de que el evento ocurre.

Del mismo modo, para el calculo de la posibilidad de Indeterminacién del proceso estocéstico

de una tercera fuente de informacion independiente se utiliza la suma como se muestra en la

siguiente expresion.

r+i+f#1
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9.12 Axiomas de Probabilidad Neutrosofica

Los axiomas de probabilidad neutrosofica son extensiones de los axiomas de Kolmogorov de
la probabilidad clésica.

(vQ, NF, NP), es un espacio de probabilidad neutroséfico, donde vQ es un espacio de
muestra neutroséfica, NF es un espacio de evento neutroséfico y NP es una medida de

probabilidad neutroséfica.
1. Primer axioma
La probabilidad neutrosofica de un evento A se expresa como se muestra a continuacion.

NP(A) = (ch(A),ch(indetermA), ch(A))
Donde:
ch(4) = 0,
ch(indetermA) = 0,ch(4) = 0

Para cualquier A € NF; con las anotaciones de que “indetermA” significa indeterminacion

relacionada con el evento A, y A es lo opuesto evento de A (el evento antiA).

2. Segundo axioma

La probabilidad neutrosofica del espacio muestral se encuentra entre -0 y +3.
NP(v2) = (3 x € vf! Ch(x),ch(indetermvf!),ch(anti vi2))
Donde:
—0 < Y x€Vflh (x) + ch (indetermyf;) + ch (anti vQQ) < 3t

La notacion indetermvfi significa total indeterminacion, que puede ocurrir en la muestra de

un espacio neutrosofico.




Para el espacio muestral completo (normalizado) clasico, ch(anti vfl)= 0, pero para espacio
de muestra incompleto:

ch(anti vfl) > 0

3. Tercer axioma
Este axioma se ocupa de los neutroséficos c-aditividad:

NP(A;UA, U ...) =

(Z}":l ch(Aj),ch(indetermdludzum), ch(A; UA, U ... ))

Donde:
Al, A2, ... es una secuencia contable de separacion (o mutuamente excluyentes) eventos
neutrosoficos.
Si relajamos el tercer axioma obtenemos una distribucion de quasiprobabilidad neutrosoéfica.

9.13 Consecuencias de Axiomas Neutrosofico y de probabilidad

a. Monotonicidad

Si Ay B son dos eventos neutrosoficos, con A € B, con:

NP(A)

(ch(4), ch(indetermy), ch(A))
NP(B)

(ch(B), ch(indetermp), ch(B))
Entonces;

ch(A) < ch(B)

ch(indetermy) < ch(indetermp)
ch(A) > ch(B)

b. Probabilidad neutrosdfica del conjunto vacio

NP(®) = (0,0,0)
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¢. Limitando la probabilidad neutrosofica

NP(A) = (ch(A),ch(indetermy), ch(A))
Donde:
0<ch(A)<1
0 < ch (indetermp ) < 1
0<ch()<1.

d. Ley de adicion neutrosdfica (o regla de suma neutrosdfica)

Para cualquiera de los dos eventos neutrosoficos A y B tenemos:

NP(AUB) =

(ch(A) + ch(B) — ch(A n B),ch(indetermy,g),ch(A U B))

IfAnB=¢

Entonces;
NP(A U B) = (ch(A) + ch(B), ch(indetermy), ch(AU B))
e. Principio de inclusion-exclusion neutrosdfica
NP(vQ\ A) = (ch(vQ) — ch(A), ch(indeterm,g, »), ch(A))
También;
si A € B, entonces:
NP(B\ A) = (ch(B) — ch(A), ch(indeterm.g\4 ),ch(B\ 4))

9.14 Interpretaciones de la Probabilidad Neutrosofica

La probabilidad neutrosofica también puede tener dos interpretaciones, como la

probabilidad clasica:

a. Forma objetiva, o descripcion del estado objetivo de los asuntos, cuya version mas




popular es la probabilidad frecuentista neutrosofica.

b. Forma subjetiva, o un grado de creencia en un evento que ocurra.

9.14.1 Ejemplo con probabilidad de frecuencia neutrosofica

Consideremos un ejemplo mas concreto

Usando la Probabilidad Neutroséfica Frecuentista podemos (aproximadamente)
determinar cuadl es la probabilidad de que el dado se lance como indeterminado. Del mismo
modo que en la probabilidad clasica, podemos usar una simulaciéon por computadora, basada
en las conexiones entre el modelo matemdtico neutrosofico (es decir, los modelos que
involucran la indeterminaciéon) y nuestros estadisticos neutrosoficos de la vida cotidiana
pueden usar simulaciones para aproximar la probabilidad de la incertidumbre del dado en una
superficie irregular especifica. Con las computadoras se puede simular una gran cantidad de
pruebas en poco tiempo.

Supongamos que obtenemos la posibilidad de obtener indeterminacion ch(indeterm) =
0.10 para lanzar un dado regular sobre una superficie irregular. El espacio muestral

neutrosoéfico es entonces:

vQ={1,2,3,4,5,6, indeterm}

Entonces, la probabilidad neutroséfica de lanzar el evento A es:
NP(4)= (ch(A) ,ch(z'ndetermA),ch(Z))

Donde ch () sirve de “oportunidad”, y A es el evento opuesto a A (posibilidad de que se
produzca antiA).

Por ejemplo:

WjP(l):(ch({l}),Ch inderermi,”),ch(ﬂ}))
_(1-0.10 1-0.10
L 6

,0.10,5-

):(0. 15,0.10,0.75)

= NP(2)=...= NP(6).
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En general

NP (Z) = (ch (Z),ch (indeferm(;)),ch (A))

Por lo tanto:
NP (i) = (ch (i) ,ch (indeterm(i) ) Jch( 1))

=(eh({2.3.4,5.6}).ch(indeterm . o ).ch(1))
= (5(0.15),0.10,0.15) =0.75,0.10,0.15.

También por:

paft z)z[ch(l o )t Joft 2]]

=[ch(l)+ch(2),ch{indel‘erm(l ) 2]],0}1[1 and ZJJ

(01.5+0.15,0.10,ch ({3,4,5,6})) = (0.30,0.10,4-(0.15))
=(0.30,0.10,0.60).

En general:

M’(A or B)=(ch(A)+ch(B),ch(irdetmn(A ) B}),ch[A or BJ]

for AnB=9¢

Para eventos neutrosoficos no exclusivos en general se tiene:

s s{fo el o)

= (ch (A)+ch(B)—ch(AN B),ch(indeterm),ch (Zand?))

De donde si, A = {1,2,3}, B={2,3,4,5}, entonces:




NP({1,2,3}0r{2,3,4,5})=
(3(0.15)+4(0.15)-2(0.15),0.10,ch({4,5,6} and {1,6}))
=(0.75,0.10,ch ({6})) = (0.75,0.10,0.15)

Para eventos independientes, se tiene:

M’(A and B)=[dz(A and B),ch(indetawz - B),d{A and B]]

=|ch(A)-ch(B),ch (indeterm

chl A and B

A and B)

9.14.2 Ejemplo con probabilidad de frecuencia neutroséfica en un espacio de producto
neutrosofico

Supongamos que arrojamos el dado regular anterior dos veces en una superficie irregular.
En este caso se tienen dos eventos independientes. ;Cudl es la probabilidad neutrosoéfica de

obtener {3} en el primer lanzamiento y {4} en el segundo lanzamiento?

El primer espacio neutros6fico con posibilidades correspondientes es:

vQ, I{II % 3, fl .|5 (IS indeterm}

|
0.150.150.150.150.150.15 OI.IO

El segundo espacio neutrosofico con sus correspondientes posibilidades es:

ve,={1, 2 3 l4, .|5 6, indeterm}

0.150.150.150.150.150.15 0.10

De donde se construye su espacio de producto neutroséfico:
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(1,1),(1,2),,(1,6)  (LI),(21),...(61) (L)
{(1,1),(1,2) ..... (16)  (L1),(12),...(L6) }

Donde: I =indeterminacion con las posibilidades correspondientes:

0.0225,0.0225,...,0.0225 0.0150,0.0150,...,0.0150 0.0100
0.0225,0.0225,...,0.0225 0.0150,0.0150,...,0.0150

0.0225,0.0225, ...,0.0225

Por lo tanto;

ch({3}and {4}) = 0.15(0.15) = 0.00225;

ch(indeferm J: 12(0.0150)+0.0100 = 0.1800 + 0.0100

(3} or {4}
=0.1900;

ch({3}and {4}) =

=(en(BBYaves)ve a L33 a {12356} {12,456} A {4})

=35(0.0225) =0.7875

NP ({3}and {4}) = (0.0225,0.1900,0.7875)

Se ha considerado que (1, 1), ..., (6, 1), (I, 1), ..., (I, 6) son indeterminaciones, mientras que (I,

I) obviamente es una doble indeterminacion.

9.14.3 Ejemplo con doble indeterminacion

Cambiamos de nuevo el equipamiento tedrico en lugar de un dado en estado normal,
consideramos ahora un dado defectuoso en el sentido de que dos de sus caras tienen la
impresion borrada, por ejemplo, las caras borradas son {5} y {6}. El nuevo espacio de

probabilidad neutrosofica es:




V€2 ={1,2,3 4, indeterm,, indeterm, |

Con dos tipos de indeterminaciones: una debido al dado fisico, denotado por indeterma, y el
segundo debido al espacio fisico, denotado por indeterms.
Consideramos que la probabilidad de indeterms es la misma que en los ejemplos
frecuentistas anteriores: ch (indeterms) = 0.10, ch (1) =...=ch (4) =0.15.
A partir de las dos impresiones que se muestran en las caras borradas del dado, se obtiene

entonces; ch (indeterma) = 2 (0.15) = 0.30.

Asi;
ch (rotal indeterm) = ch(indeterm, )+ ch(indeterm,)
=0.10+0.30=10.40,
De donde:
NP(1) =...= NP(4) =(0.15,040,0.45)
Este experimento neutroso6fico es equivalente al experimento de tener un dado perfecto con
cuatro caras (un tetraedro), que se lanza sobre una superficie irregular donde existe la
posibilidad de indeterminacion (para que el dado se atasque en uno de sus seis bordes o en uno

de sus cuatro vértices) es 0.40.

Por lo tanto:

V2 = {1, 2,3,4, indeteﬂn}

9.14.4 Ejemplo de suma de posibilidades en un Evento

En probabilidad clésica: si A es un evento, entonces P(A) es la suma de las probabilidades

de todos los resultados en el conjunto.

En probabilidad neutrosoéfica, es similar si:

A={aya,,..,a,}

NP (A) = (suma de posibilidades de todos los resultados en el conjunto A, ch (indeterma),
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ch (A))=

(X7-1ch(a;), ch(indetermy), ch(A))

Por ejemplo, si retomamos uno de los experimentos previos de un dado regular arrojado sobre

una superficie irregular, donde la probabilidad de indeterminacién es 0.10, entonces:

NP({1,2,3})

= (ch{1, 2,3}, ch(indetermy, 5 3,), ch({1,2,3}))
= (ch(1) + ch(2) + ch(3), ch(indetermy, , 1)), ch({4,5,6]))

= (0.15 + 0.15 + 0.15, 0.10, ch(4) + ch(5) + ch(6)
= (0.45,0.10, 0.45)
ya que, NP (1) = NP (2) = NP (3) = (0.15, 0.10, 0.75).

9.15 Probabilidades Neutroséficas Paraconsistente

La probabilidad neutroséfica paraconsistente tiene la propiedad de que la suma de sus

componentes es estrictamente mayor que 1.

r+i+f?{1=_3+[

Por lo que en este tipo [0 de probabilidad neutroséfica, existe contradicciones entre las
posibilidades.

Al pronosticar un evento a partir de diferentes criterios, podemos obtener diferentes
posibilidades de ocurrencia.

Por ejemplo, supongamos que dos equipos de balonmano G y H competiran en un juego la

proxima semana.

a. De acuerdo con la historia de sus disputas anteriores, el equipo G es 60% favorable
para ganar.
b. Pero, de acuerdo con sus ultimos juegos en la temporada actual frente a otros equipos

de balonmano, H estd mostrando un mejor desempeino que G, y los expertos




concluyen sobre este criterio que H tiene un 70% de posibilidades de ganar.

c. Otros creen que, dado que G fue a menudo mejor que H, pero en esta temporada H
jugo6 mejor que G, como una compensacion, es 10% mas probable que su juego sea

indeciso (empate).

Por lo tanto, NP (G gana sobre H) = (0.6, 0.1, 0.7), con 0.6 + 0.1 + 0.7> 1.

9.16 Probabilidades Neutroso6fica incompletas

La probabilidad neutroséfica incompleta tiene la propiedad de que la suma de sus

componentes es estrictamente menor que 1.

t+i+ 7] 01)

Por lo tanto, existe informacion incompleta.

Reconsiderando el ejemplo anterior sobre dos equipos de balonmano H y G que competiran

en un juego la préxima semana.

a. Siambos equipos tienen un rendimiento débil en la temporada actual y de valores
casi iguales, entonces cada uno tendrd una pequea posibilidad de ganar con un
20%.

b. Al estudiar el bajo niumero de sus juegos anteriores cuando los resultados fueron
empatados, los expertos en balonmano concluyen que es una pequena posibilidad

de que el 30% tenga un juego empatado.

Por lo tanto, NP (G gana sobre H) = (0.2, 0.3, 0.2), con 0.2 + 0.3 + 0.2 <I.

9.17 Evento Neutrosofico Mutuamente Exclusivo

En probabilidad clésica, si A y B son eventos mutuamente excluyentes (independientes),

entonces:

P(AorB) = P(A) + P(B)
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En probabilidad neutrosoéfica, tenemos propiedades similares para eventos mutuamente

exclusivos:

NP(A or B) = (ch(4) +
ch(B),ch(indetermy ,,5),ch (A or B))

En la probabilidad clésica para eventos no excluyentes entre si, A y B tienen:
P(AorB) = P(A) + P(B)- P(Aand B)

En probabilidad neutroso6fica para eventos neutros6ficos no mutuamente excluyentes, se tiene

similarmente:

NP(AorB) = (ch(A) + ch(B)
— ch(A and B), ch(indetermy ., ), ch(A or B))

Por ejemplo, consideremos un mazo de 52 cartas, pero de modo que 2 de ellas estén
deterioradas y no se puedan leer. Dibujemos al azar una sola carta. ;Cual es la probabilidad
neutros6fica de obtener una carta de cara (evento A) o una carta de corazon (evento B)?
Sabemos que ninguna de las cartas de cara y corazon se deterioraron. Hay 12 cartas de cara

(cuatro tipos de cada una de J, Q y K), 13 cartas de corazon y 3 cartas de cara y corazon.

NP(AorB) =

(ch(A or B),ch(indetermy ,yg),ch(A or B)) =
(ch(A) + ch(B) —

ch (A and B), ch(indetermy ,, 5),ch (A and B)) =
(E 13 3 2 52—12—13+3—z) _ (2 2 2)

52 52 52’52’ 52 52’52’52

Por supuesto,




NP(A) = (55.25.53)-

NP(B)—(13 2 37)
“\52'52'52)

NP(Aand B) = (Z,2,%)
No simplificamos las fracciones porque podemos comparar mejor estas probabilidades

neutrosoficas si dejamos el mismo denominador para todas ellas.

Pero digamos que no sabemos si alguna de las dos tarjetas borradas se encuentra entre las de

cara o corazon. Entonces:

v = (5 5] [535)

De donde:

npaorB) = (2.2 2 [2.2])

ve®) = (5.5 5 [5=]) Porave:

ch(AorB) =

NP@and B) = ([, 532] = [:Z =)
10 12 [11 13

52’52 52’52 52’52
[21 25] [1 3]
52’52 52’52
_[21—3 25—1]_[18 24
" s52 7 52 | [52's2

and ch(AorB) =

= ch (espacio de probabilidad neutrosofia total) — ch (indeterm)—ch (A o B)
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16 24 [18 24] [26 32

52'52 52'52 52’52

9.18 Regla bayesiana neutrosofica

En probabilidad clésica, la Regla Bayesiana es:

P(A)

P(AIB) = P(BIA) 555

Examinemos la version neutrosofica de esta regla.
Supongamos que tenemos una urna con 5 votos A, 2 votos indeterminados (no claros,
borrados) y 3 votos B. Si A es el evento de extraer un voto A de la urna, y B el evento de extraer

un voto B de la urna, entonces:

Vo = (5.5.2) 00 = (3.5.5)

10’10 10

Si se ha tomado un voto B de la urna, entonces:

e = (343)

Pero si uno de los votos A ha sido tomado de la urna, entonces:

VPeBIA) = (2.

En general, la regla bayesiana neutrosofica es:

ch(A)
ch(B)

= (ch(BIA) ,ch(indetermy | B), ch (fﬂB))

Por lo tanto, como en la probabilidad clasica la regla de Bayes queda como se muestra en a

continuacion.




_ ch(4)
ch(A|B) = ch(B|A) S

Un ejemplo particular, es:

NP(A|B) =

g (ch(BlA) chi(d)

ch(B)’

5

_(3_ 10 2

= ax'i—. 3’ ch(B|B)
10

ch(indetermy|B), ch(leB))

9.18.1 Regla de multiplicacion en Redes Bayesianas neutrosofica

En probabilidad clasica, la Regla de multiplicacion de probabilidades equivalente a la

Probabilidad condicional es:

P(AyB) = P(A) - P(Bdado A)
La Regla de Multiplicacion para Probabilidades Neutrosoficas es:

NP (Ay B) = (c/ (A) - ¢/ (B dado A),

¢/t (indetermA y B) + c/ (indetermA o B | A) —

¢/t (indetermAy B) - ¢/t (indetermAy B | A),

c/ (A) -c/ (Adado A) + c/2 (B) - ¢/ (A dado B) +
¢/ (B) - c/ (Bdado B)),

porque:

¢/ (indeterm para (A y B)) =

= ¢/ (indeterm) - c/ (indeterm | A)
+ ¢/ (indeterm) - c/ (A | A)

+ c/2 (indeterm) - c/2 (B | A)

+ ¢/ (indeterm | A) - c/ (A)

+ ¢/ (indeterm | A) - c/ (B)

=c/ (indeterm | A)
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“[c & (endeterm)+ch (A) +c/ (B)]

+ ¢/ (indeterm)

fc A (A|A) +c/ (B|A)+clh (indeterm|A,)
- ¢/ (indeterm | A)]

= c/ (indeterm) + c/1 (indeterm | A)

- ¢/ (indeterm) - c/2 (indeterm | A),

debido a los hechos que,

A [ch(indeterm) + ch(4) + Ch(B)] =1 By

and [ch(AlA) + ch(B|A) + ch(indetermIA)] =1

Considerando el ejemplo neutroséfico anterior:

5 2 3
A —votes indeterm — votes B — votes

Se escoge dos votos sucesivos sin reemplazo.
Supongamos que A es el evento de que el primero es un voto A, y B es un voto B.

Tenemos:

B w 2
ch(4) = 75, ch(indeterm) = -,

h(B) = 2 h(A|A _4
ch( )—10,C( | )—9.

2 3
ch(indeterm|A) = 9 ,ch(B|A) = 3’
2

5
ch(4|B) = 3 ,ch(B|B) e

De donde:




NP(AandB)z(i.f £+2 2 2 5 4 3

10 9’10 9 10 9’10 9 10
5 3 2 15 34 41
24 3) = (oo a3
9 10 9 90 "90 ’ 90

9.18.2 Negacion Neutroséfica (o  Probabilidad
Complementarios)

Neutrosofica de Eventos

Para cualquier evento A diferente de la indeterminacion, del espacio muestral X, uno tiene:
NP (A) = (ch (A),ch (indetermA), ch (antiA))

Por lo que la probabilidad neutrosoéfica del complemento de A, sefialada como antiA es:

NP( ['(A) ) = NP(antid ) = ( ch(antid), ch(indetermantis),

ch( anti(antid) ) = ( ch(X)-ch(A4), ch(indetermantia), ch(4) )

9.18.3 Doble Negacion Neutrosofica

En probabilidad clasica,
P(anti(antiAd)) = P(4)
En probabilidad neutrosofica, para A un evento diferente de la indeterminacion:

NP(A) = (ch(A),ch(indetermA), ch(antiA))

Entonces:

NP(antiA) = (ch(antiA), ch(indetermantiA), ch(anti(antiA)))
= (ch(antiA), ch(indetermantiA), ch(A))

De donde:

NP(anti(antiA) ) = (ch(anti(antiA)), ch(indetermanti(antiA)),
ch(antiA)) = (ch(A), ch(indetermA), ch(antiA)) = NP(A)

Reconsiderando el ejemplo anterior sobre una urna con:
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5 2 3
A —votes indeterm — votes B — votes

NP(A) = (5/10,2/10,3/10)
Entonces:

NP (antid) = (3/10, 2/10, 5/10), y se deduce que NP (anti (antid)) = (5/10, 2/10, 3/10) = NP
(4).

9.19 Valor esperado neutrosofico

Consideremos un espacio de probabilidad discreta neutroséfico X con los resultados
determinados x/, x2,..., xr y sus respectivas posibilidades de ocurrir pl, p2,..., pr, y con

indeterminaciones indetermi, indetermo.,..., indetermi, luego el Valor Esperado Neutroséfico

(NE) es:

NE =) n p,+> (m,-ch(indeterms))

j=1 k=1

Donde; nj es el posible resultado numérico para la probabilidad correspondiente pj, para
todos j, y mk es el posible resultado numérico para la probabilidad correspondiente que Ocurre

indetermk, para todo k.
Si reconsideramos el ejemplo neutrosofico anterior:
5 2 3

A —votes indeterm — votes B — votes

Y los resultados numéricos para extraer un voto A es perder $ 2.00, para extraer un voto B
es ganar § 3.00, mientras que para extraer un voto indeterminado es perder $ 1.00. ;Cual es el

valor esperado neutros6fico?

NE = -2x(5/10) + 3%(3/10) — 1 x(2/10) = -$0.30.

9.20 Cadena de Markov neutrosofica




Es una generalizacion neutrosofica directa de la cadena de Markov clasica, es decir, se toma

en cuenta alguna indeterminacion en el espacio de probabilidad clasico.
La cadena de Markov neutrosofica es una secuencia de variables aleatorias neutrosoficas
X1, X2, ..., con la propiedad de que el siguiente estado neutrosofico depende solo del estado

neutrosofico actual:

NP, ~3lE. = 8l = el =
xn—l) = NP(Xn = xIXn—l = xn—l)'

Es un sistema matematico neutroso6fico que se caracteriza por no tener memoria. Una
transicion neutrosoéfica es un cambio del estado de un sistema con indeterminacion.
Una cadena de Markov neutroséfica de orden m, donde 1 < m <oo, 0 cadena de Markov

neutrosofica con memoria m, €s:

NP(X, = XIXn—l = Xp-1,Xn-2 =Xp—2,...,X1 = X1) =

= NP(Xn = xIXn—l = Xn—l:Xn—Z =
Ko i K. = K~

Definimos anteriormente la cadena de Markov neutroséfica para el tiempo discreto. Para un

tiempo continuo, utilizamos un indice continuo tal y como se muestra en la siguiente ecuacion.

NP(Xn = xlxn—l = y) = NP(Xn—l = xan—Z =
y), for all ».

Para ilustrar un ejemplo sobre una cadena de Markov neutrosofica discreta, usamos un
grafico de probabilidad neutroséfico (esto debe distinguirse del grafico neutrosofico y el
grafico difuso neutroséfico, ambos presentados por W.B. Vasantha Kandasamy & F.

Smarandache en nuestros libros de estructura algebraica desde el afio 2003).

Consideremos la economia mundial y sus estados: prosperidad econdmica (P), recesion

economica (R) y depresion econdémica (D).

Supongamos que tenemos el grafico neutrosofico de la ilustracion 209, que representa la

probabilidad neutrosofica, durante un afio de un proceso econémico:
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(0.40, 0.10, 0.00)

mw wm
V(027,009,000 ™
(0.35,0.05,0.00) O

(032 0.06,0.02)

(0.20,0.00, 0.10)
(500500 '01°0)

(0.24,0.02,0.04)
Ilustracion 209

Sobre la cifra, un afio de prosperidad econdmica es seguido por otro afio de prosperidad
econdmica el 40% del tiempo, mientras que el 10% del tiempo es desconocido, un afio de
recesion econdmica el 20% del tiempo, mientras que el 10% del tiempo no se sigue por una
recesion econdmica y un ano de depresion econdmica el 10% del tiempo y el 5% del tiempo se

desconoce, mientras que el 5% del tiempo no es seguido por un afio de recesidon econdémica.

La matriz de transicion neutrosofica de este grafico es:

P R D

(0.40,0.10,0.00) (0.20,0.00,0.10) (0.10,0.05,0.05)
NP = R|(0.19,0.03,0.08) (0.35,0.05,0.00) (0.24,0.03,0.04)
D | (0.07,0.03,0.10 (0.27,0.09,0.04) (0.32,0.06,0.02)

El espacio de estado es {P, R, D}.

Los vectores de la fila estocastica son:

p= [1 0 0]
R = [O 1 0],
p= [0 0 1]

Sea X cualquiera de estos vectores de fila estocasticos, con la relacion neutroséfica

X(n+1) — X(n)NP

Para cualquier momento n.

De déonde:




X(n+2) = X(n+1)NP

= [x™NP|NP

Por tanto, la multiplicacion de probabilidades neutroséficas queda como:

(ay, by, cy) - (az, by, ) =
(ayaz, max{b,, b,}, max{cy,c,}),

(ay, by,¢1) + (az, by, c;) = (a; +
as, min{blr bZ}l min{cll CZ})'

9.21 Aplicaciones de los neutrosoficos

La neutrosofia es aplicada en las ciencias fisica, en la estadistica, en los mercados
financieros, en la gestion de riesgos, en la biologia, en la matematica, en la teoria cudntica y en
casi cualquier campo humanistico o cientifico donde la indeterminacion, la incégnita y en

general donde <neutA> (neutralidad con respecto a un elemento <A >) Ocurre.
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