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PREFATA

PREFATA

Plantele si copacii cresc perpendicular pe planul tangent la suprafata
solului, Tn punctul de penetrare in sol; Tn vid, corpurile cad perpendicular pe
suprafata Pamantului — in ambele cazuri, dacd suprafata este orizontala.
Plecand de la proprietatea a doua triunghiuri de a fi ortologice, cei doi autori
au conceput aceasta lucrare care incearcd sa ofere o imagine integratoare a
geometriei elementare prin prisma acestui "filtru".

Practic, proprietatea de ortologie este scheletul lucrarii de fata, care
stabileste cat mai multe conexiuni ale unor teoreme si proprietiti geometrice
Cu aceasta.

Cartea"Geometria triunghiurilor ortologice"este structuratd in zece
capitole.n primele sapte se face introducerea in tema si se dezvolta aceasti
idee prin conexarea ei cu alte proprietati la fel de frumoase ale geometriei,
cum ar fi omologia triunghiurilor.

Capitolul 8 cuprinde trei anexe menite sa lamureascd anumite categorii
de cititori cu privire la unele rezultate folosite Tn restul capitolelor. Capitolul
9 este o veritabila culegere de probleme Tn care apar de regula triunghiuri
ortologice; el este destinat mai ales elevilor care se pregatesc pentru
participarea la diferite concursuri de matematica. Ultimul capitol contine
solutii si raspunsuri la problemele din capitolul 9. Lucrarea se incheie cu o
bogata bibliografie care a fost consultata si folosita de autori. De remarcat
ca Tnaceasta cartese scoatein evidenta contributia matematicienilor romani
Traian Lalescu, Gheorghe Titeica, Cezar Cosnita, Alexandru Pantazi s.a. la
acest tezaur ce 7l constituie GEOMETRIA!

Felicitam autorii pentru frumusetea si profunzimea temei alese, fapt
explicabil prin pasiunea distinsilor profesori, complementari in lumea
complexa a culturii integrale in sens A. Huxley — C. P. Snow:

— Geometrul lon Patragcu — profesorul clasic atras de teme incitante
precum ortogonalitatea — instrument de dualitate si far in cunoastere/progres
n Matematica;

Omul de stiintd Florentin Smarandache — reputat si imprevizibil innoitor
in Filosofia Stiintei, de la Fundamente si pana la cunoscuta-i lucrare
coordonata Th 2007 - "Hadron Models and related New Energy issues",
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vizatd si In compozitia noastrd pop-simfonica "LHC — Large Hadron
Collider . . . ", incarcata si pe YouTube.

Ortogonalitatea este o propriectate geometricd universald, deoarece
reprezintd chintesenta locald a sistemului {punct M, geodezica g} Tn orice
Spatiu Riemannn-dimensional, Tn particular in unul Euclidian, pentru n =
minimum 2. Le propun cititorilor sa incerce o "lectura ortologica" pe sfera
clasica, plecand de la sistemul {M, g} si avansand, prin analogie, spre
triunghiuri geodezice. Tema poate fi dusd mai departe, in studii
postuniversitare/doctorale, Th context Riemannian, sub imperiul
neverosimilei"Teoreme de scufundare izometrica" (mecanismMAGIC —
Mare ATENTIE!-de "teleportare Nash <inversa>" : din Lumea Euclidiana
n-Dim in cea Riemanniana k-Dim, unde k este un polinom de grad cred ca
2 sau 3 inn - see ProfesorulWEB) a Genialului John Forbes Nash, Jr.

Prof. univ dr.VValentin Boju
Membru al Ordinului "Meritul Cultural" al Romaniei
in Grad de Ofiter, Categoria H, Cercetare stiintifica
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NOTA AUTORILOR

NOTA AUTORILOR

Ideea scrierii acestei carti a venit odatd cu cea a cartii noastre
anterioare,Geometria triunghiurilor omologice.

Ca si acolo, am incercat sa grefam pe tema centrald, a triunghiurilor
ortologice, cit mai multe rezultate din geometria elementara. in mod special
a fost tratatd legatura dintre triunghiurile ortologice si cele omologice, s-au
trecut in revista triunghiurile "S", scoase 1n evidenta pentru prima oara de
marele matematician roméan Traian Lalescu.

Cartea se adreseaza deopotrivd acelora care au studiat si indragesc
geometria, cat si celor care o descopera acum,prin studiu si antrenament, in
vederea obtinerii de rezultate deosebite la concursurile scolare.In acest sens,
am cautat sa demonstram unele proprietati si teoreme in mai multe moduri:
sintetic, vectorial, analitic.

Practic, cartea seamana intrucatva cu un roman politist de calitate in care
urmaritii sunt triunghiurile ortologice si, prin cautarea lor, este descoperita,
de fapt, GEOMETRIA.

Multumim pe aceasta cale, distinsului profesor, Mihai Miculita din
Oradea, care a realizat figurile din lucrare si a contribuit cu observatii si
adaugiri interesante care au dus la cresterea valorii acestei carti.

Prof. gr. | ION PATRASCU
master in matematica

Colegiul National “Fratii Buzesti”
Craiova, Romania
patrascu_ion@yahoo.com

Prof. univ dr. FLORENTIN SMARANDACHE
Universitatea New Mexico, SUA
fsmarandache@gmail.com
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INTRODUCERE

INTRODUCERE

1.1 Triunghiuri ortologice. Definitie

Fie ABC un triunghi oarecare si P un punct in planul siu.
Construim din P dreptele a4, b4, ¢4, respectiv perpendiculare pe
BC, CA si AB. Pe aceste drepte, consideram punctele 44, B4, Cq,
astfel incat acestea sia nu fie coliniare (vezi Figura 1). Despre
triunghiul A;B4C spunem ci este triunghi ortologic Tn raport cu
triunghiul ABC, iar despre punctul P spunem ci este centrul de
ortologie al triunghiului A; B{C4 in raport cu triunghiul ABC.

A

Figura 1
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Definitia 1

Spunem c¢i triunghiul A4;B;C; este ortologic Tn raport cu
triunghiul ABC daca perpendicularele duse din A, By, C;
respectiv pe BC, CA si AB sunt concurente.

Despre punctul de concurentd a perpendicularelor anterioare,
spunem ca este centrul de ortologie al triunghiului A;B;C; Tn
raport cu triunghiul ABC.

Observatia 1

Constructia prezentata conduce la concluzia ca, fiind dat un triunghi ABC si un
punct P in planul sau, putem construi o infinitate de triunghiuri A4, B, C,, astfel Incét
A, B, C,sa fie ortologic cu ABC, n € N.

Exercitiul 1

Fiind dat un triunghi ABC, construiti un triunghi A, B;C; ortologic in
raport cu ABC, astfel incat centru de ortologie sa fie varful A.

1.2. Caracterizarea relatiei de ortologie

Un triunghi ABC poate fi considerat ortologic in raport cu el insusi.

ntr-adevir, perpendicularele duse din A, B, C respectiv pe BC,CA,
AB sunt 1naltimile triunghiului, deci sunt drepte concurente.

Centrul ortologiei este ortocentrul H al triunghiului.

Putem afirma cd relatia de ortologic este reflexivdi Th multimea
triunghiurilor.

Stabilim in cele ce urmeaza conditii necesare si suficiente pentru ca doud
triunghiuri sa fie in relatie de ortologie.

Un rol important in acest demers il joaca urmatoarea teorema:

Teorema 1 (L. Carnot, 1803)

Dacd A, By, C; sunt puncte respectiv pe laturile BC, CA, AB ale
unui triunghi ABC dat, perpendicularele ridicate Tn aceste puncte
pe BC, CA respectiv AB sunt concurente daca si numai daca are
loc relatia:

A;B? — A;C? 4+ B,C? — BjA% + C;A?> — C;B* = 0. (1)
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Demonstratie

Consideram ca perpendicularele ridicate in A4, By, Cy, pe BC, CA respectiv
AB, sunt concurente Tntr-un punct P (vezi Figura 2).

Din Teorema lui Pitagora aplicatd in triunghiurile PA,B, PA,C, avem
PB? = PA,* + A,B?si PC* = PA,” + A,C%

Figura 2
Prin scaddere membru cu membru, gasim:
PB? — PC?* = AB? — A,C?. (2
Analog, gasim relatiile:
PC? — PA% = B,C? — B, A2, ©)
PA% — PB? = C,A? — C,B>. ()

Prin adunarea membru cu membru a relatiilor (2), (3) si (4), obtinem
relatia (1).

Reciproc

Sa presupunem adevaratd relatia (1) si sd demonstram concurenta
perpendicularelor ridicate ih A;, B;, C, respectiv pe BC, CA si AB. Fie P
intersectia perpendicularei in A; pe BC cu perpendiculara in B, pe CA; notam
cu C'; proiectia lui P pe AB. Conform celor demonstrate anterior, avem relatia:

Ale - A]_CZ + B]_CZ - BlAz + C’]_AZ - C’lBZ = 0 (5)
Aceasta relatie si relatia (1) implica:
C1A2 - CIBZ = C’1A2 - C’le (6)

Demonstram cd aceasta relatie este adevaratd daca si numai dacd C; = C';.
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Tntr-adevar, si presupunem ca:C; € (AB) sica B € (AC';) (vezi Figura 3)
si ca are loc relatia (6).

A C B C,
e © © ®
Figura 3
Obtinem ca:
(CIA - ClB)(ClA + ClB) = (C’lA - C’lB)(CIIA + C’lB). (7)

Deoarece C;A+ C;B = AB si C'{A+ C'\B = AB din (7) avem ca C;A —
C,B = C'{A — C'{B absurd.

Analog, gasim c relatia (6) nu poate fi satisfacuta in ipoteza C;, C'; separate
de puncteled sau B. Daca spre exemplu Cy,C'; € (AB), atunci relatia (7)
conduce la C;A = C'1A, ceea ce implicd C; = C'; si implicatia teoremei este
demonstrata.

Observatia 2

a) Punctele A;, By, C; din ipoteza teoremei pot fi coliniare.

b) Daca punctele A,,B;,C; din enuntul Teoremei Carnot sunt
necoliniare, atunci relatia (1) exprima o conditie necesara si suficientad
ca triunghiul A, B, C, sa fie ortologic in raport cu triunghiul ABC.

c) Dindemonstratia Teoremei Carnot,s-a desprins formularea urmatoarei
leme:

Lemal

Locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea MA? — MB? =
k, unde A si B sunt doud puncte fixe date si k— o constantareald, este o
dreaptd perpendiculard pe AB.

d) Teorema lui Carnot poate fi folosita pentru demonstrarea concurentei
unor perpendiculare ridicate pe laturile unui triunghi.

Exercitiul 2

Demonstrati cu ajutorul Teoremei lui Carnot ca:
a) mediatoarele unui triunghi sunt concurente;
b) Tinaltimile unui triunghi sunt concurente.
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Teorema 2

Fie ABC si A, B;C; doua triunghiuri in plan. A; B, C; este ortologic
n raport cu triunghiul ABC dacé si numai daca este adevarata
relatia:

A1B? + B,C? + C;A* = A,C* + B,A* + (,B? (7

Demonstratie

Consideram cé A, B; C; este ortologic in raport cu ABC, notdm cu P punctul
de ortologie si fie{A'} = BC n PA;, {B'}=ACn B,P, {C'}=ABn PC,
(vezi Figura 4); demonstram relatia (7).

A

1

A

Figura 4

Conform Teoremei 1, avem:

A'B*—A'C*+B'C*—B'A*+ (C'A*-C(C'B*=0 (8)

Dar: A’'B? — A’C? = A;B* — A,C? (Teorema lui Pitagora).

Analog, B'C% — B'A? = B,C? — ByA® i C'A? — C'B? = C,A? — C,B2.

Adunand membru cu membru, aceste ultime (3) relatii si tindnd seama de
(8) deducem relatia (7).
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Reciproc

Sa consideram cd triunghiurile A, By, C; si ABC sunt astfel Incat este
satisfacutd relatia (7) si demonstram ci A, B, C; este ortologic Tn raport cu
ABC.

Teorema lui Pitagorasi relatia (7) conduc la:

A'C*—A'B*+ B,C* —B,A*+ C'A* - C'B* = 0.

Conform Teoremei 1, perpendicularele in A’, B’, C' pe BC, CA, AB (si care
trec respectiv prin A;, By, C; este concurentd, deci triunghiul A;B;C; este
ortologic in raport cu triunghiul ABC.

O alta modalitate de a stabili ortologia a doua triunghiuri este data de:

Teorema 3

Triunghiul A, B, C; este ortologic in raport cu triunghiul ABC daca
si numai daca pentru orice punct M din planul lor are loc relatia:

ml'ﬁ+M—B)1'E4)+m1'A_B)=O. (9)
Demonstratie

Notim E(M) = ml BC + WI CA + M_c} -AB si demonstrdim ca
E (M) are aceastd valoare oricare ar fi M.

Fie E(N) = NA, - BC + NB, - CA + NC, - AB, unde N este un punct din
plan diferit de M.

Avem:

E(M) — E(N) = (MA, — NA,) - BC +

+(MB,—NB,) - CA + (MC, — NC,) - AB.

DeciE(M) — E(N) = MN - (BC + CA + 4B).

Deoarece BC + CA + AB = 0, rezulti ci E(M) — E(N) = MN -0 = 0.

Am demonstrat ca daca relatia (9) este adevarata pentru un punct din plan,
atunci ea este adevarati pentru orice alt punct al planului.

Sa consideram acum ca triunghiul4,B;C; este ortologic in raport cu
triunghiul ABC si ca P este centrul de ortologie.

Evident ﬁfl “BC = ﬁl CA = ﬁl “AB =0 si prin urmare relatia (9)
este adevarata pentru punctul P, deci ea este adeviratd si pentru orice alt punct
M din plan.
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Reciproc

Daca relatia (9) este satisfacutd, si demonstram ca triunghiul A; B;C; este
ortologic Tn raport cu triunghiul ABC.

Sa notdm M intersectia perpendicularei datd din A; pe BC cu perpendiculara
dusa din B, pe CA.

Relatia (9) devine 1n acest caz: M_c} -AB = 0, ceea ce arati cd M C, este
perpendiculard pe AB si in consecinta triunghiul A; B; C; este ortologic in raport
n ABC punctul M fiind centrul de ortologie.

Observatia 3

Din Teorema 3, retinem ca pentru a demonstra cd un triunghid,B,C,, este
ortologic Tn raport cu alt triunghi ABC este suficient sa ardtam ca exista un punct M
in planul lor astfel incat relatia (9) sa fie satisfacuta.

1.3. Teorema triunghiurilor ortologice

Am observat cd relatia de ortologie, in multimea triunghiurilor din plan,
este reflexiva.
Teorema care urmeaza arata ca relatia de ortologie este simetrica.

Teorema 4 (J. Steiner, 1828 — Teorema triunghiurilor ortologice)

Daca triunghiul A, B, C; este ortologic Tn raport cu triunghiul ABC
atunci si in triunghiul ABC este ortologic in raport cu A, B, C;.

Demonstratia 1

Se bazeaza pe Teorema 2. Relatia (7), fiind simetrica, o putem scrie:

AB? + BC? + CA? = AC? + BA? + CB? (10)

Din Teorema 2, rezultd ca triunghiul ABC este ortologic in raport cu
triunghiul A, B, C;.

Demonstratia 2

Folosim Teorema 3.Fie triunghiul A, B, C;, ortologic in raport cu triunghiul
ABC, atunci are loc relatia (9), consideram in aceastda M = A4, rezulta: ﬂl .
CA + m1 + AC - m1 = 0, adica cu relatia (9) in care M = A, ceea ce arata
ca triunghiul ABC este ortologic n raport cu triunghiul A;B,C;.
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Demonstratia 3

Fie P centrul de ortologie al triunghiului A,B,C;, in raport cu triunghiul
ABC, iar P, punctul de intersectie al perpendicularelor duse din A si B respectiv
pe B, C; si C;A; (vezi Figura 5).

Vom nota PA, = a,, PB, = b,, PC, = ¢; siP,A=d,P,B =b, P,C = .

Din ipoteza, deducem ca a; - (5 -é) =0, b (@—a)=0 si

a—l)'(b_l)_gl) = B'(El_c_il) = 0.

Folosind identitatea evidenta: @; - (b — &) + by - (¢ —d) + ¢; - (@ —b) =
G (b —&)+b- (& —d)+¢-(d —¢&), deducem ci ¢+ (d; — &) =0,
adica P,C L AB, ceea ce arata ci triunghiul ABC este ortologic n raport cu
A, B,C;, centrul ortologiei fiind in punctul P;.

A

Figura 5

Demonstratia 4

Notam cu A'B’C’ triunghiul pedal al centrului P de ortologie al triunghiului
A;B;C; In raport cu triunghiul ABC (vezi Figura 6). De asemenea, notdm cu
A", B", C" intersectiile cu BC, CA, AB ale perpendicularelor duse din 4, B, C
respectiv pe B;Cy, C,A, si A'B’.
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Avem: AA"AB~AA'C,P (pentru ca <A"AB = <A'C,P si ABA" = C;PA’
ca unghiuri cu laturile respectiv perpendiculare). Rezulta:

AHA A”B

We, T ar )

AA"AC~AA'B.P (pentru ci <A"AC = <A'B,P si ACA” = B,PA’' ca
unghiuri cu laturile respectiv perpendiculare). Rezulta:

A”A A”C

A'By AP’ 2)

A

Figura 6
Din relatiile (1) si (2), obtinem ca:
! n
1ot
Analog, vom obtine ca:
! n
Va5 @
! n
5= ay (5)
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Deoarece A{A’, B{B', C,C’" sunt concurente in P, din Teorema lui Ceva
obtinem ca:

A'By B'cy c'ay

A'c; B'A, C'By (6)

Relatiile (3), (4), (5) si (6) si Teorema lui Ceva arata ca si cevienele AA",
BB", CC" sunt concurente, prin urmare si triunghiul ABC este ortologic in

raport cu A, B; C;.

Demonstratia 5

Fie P centrul de ortologie al triunghiului A;B;C, n raport cu triunghiul
ABC. Notam cu A,, B, si C, centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor
B,PC,, C,PA,, A, PB, (vezi Figura 7).

Ay

Figura 7

Liniile centrelor B,C,; C,A,; A,B, fiind mediatoarele segmentelor PA,,
PB,, respectiv PC,, sunt paralele cu laturile triunghiului ABC. Triunghiurile
A,B,C, si ABC sunt omotetice (avand laturile paralele), iar centrul omotetiei a
fost notat cu 0.
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Perpendicularele din A4,, B, si C, pe laturile triunghiului A, B, C; sunt chiar
mediatoarele acestuia si, prin urmare, sunt concurente in centrul cercului
circumscris triunghiului A;B;C;, pe care il notam 0,. Deoarece triunghiurile
A,B,C, si ABC sunt omotetice, rezulta ca si perpendicularele duse din 4; B, C
pe B,C;, C,A;, respectiv A; By, vor fi concurente (sunt paralele cu 4,0,, B,0,
si C,0;) Tntr-un punct P;, ceea ce arata ca triunghiul ABC este ortologic n raport
cu triunghiul A; B, C;.

Remarca 1

Teorema triunghiurilor ortologice arata ca, in multimea triunghiurilor din plan,
relatia de ortologie este simetricd.

Remarca 2

Spunénd ca triunghiurile A; B; C; si ABC sunt ortologice, este evident ca trebuie
sa convenim ca ordinea varfurilor la cele doud triunghiuri a fost pusa in acord.

Demonstratia 6 (analitica)

Consideram triunghiurile A;B,C; si ABC astfel incat: A;(a;, a,),
By (by,b,), C1(cy,¢5), A(0,a), B(b,0), C(c,0) (vezi Figura 8).

B,(b;;b,)

Al (al ’ aZ)

Figura 8
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Ecuatiile laturilor BC, AB, AC sunt:
BC:y =0,
AB:Z+¥_1=0,
b a
AC:E+Z—1=0.
c a

Perpendicularele duse din A;, B;, C; pe BC, CA, respectiv AB au ecuatiile:
x—a;=0,y—b,=S(x=b),y—c,=2(x—cy).
Faptul cd aceste perpendiculare sunt concurente intr-un punct P (vezi
Figura 8) este exprimat de conditia:
1 0 -
¢ —a ab,—ch;
b —a ac,—bc
Aceastd conditie se poate scrie echivalent:

=0 (11)

a(b, —c;) + b(c; —ay) +c(ag —by) =0 12)
Ecuatiile laturilor triunghiuluid, B; C; sunt:
x y 1
B.Ci:|by b, 1[=0sau
g ¢ 1
(b — c2)x — (by — €)Yy + byc; — byey = 0;
x y 1
CiAy:|a; ap, 1[=0sau
g ¢ 1
(az — c)x — (ay — c))y + a;c; — azey = 0;
x y 1
AB;:la a, 1[=0sau
b, b, 1

(az — by)x — (ay — by)y + ayb; — a;by = 0.
Pantele acestor drepte sunt:
by—c; az—c; az—by

Mp,c, = bi—cy’ Mcia, = aj—c;’ My,B =

al—bz.
Perpendicularele duse din A, B, C respectiv pe B,C;, C;A; si A{B; au
ecuatiile:

b1

y a= by—cy
—_fazC

Yy = az—c, (x b)l
= _Gathi

y=-40 &0

Concurenta acestor drepte este exprimata de conditia:
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by—c; by—c; —alby—cy)
a—c ay—c; —blag—c)[=0 (13)
a,—by a;—b, —c(a;—b)
in acest determinant, daca din linia 1 scidem linia 2 si adunam linia 3 (L, —
Ly — Ly + L3), in determinantul obtinut, tindnd seama de conditia (12), gasim
ca linia intai este nuld, deci determinantul este nul, si conditia (13) este
satisfacuta.

Definitia 2

Daca doud triunghiuri ortologice au centrele de ortologie
diferite, vom spune ca dreapta determinata de acestea este axa
de ortologie a triunghiurilor.

Problema 1

Aratati ca relatia de ortologie In multimea triunghiurilor din plan nu este
o relatie tranzitiva.

Problema 2

Fie ABC un triunghi, P un punct in interiorul sau si 0,4, O, O, centrele
cercurilor circumscrise triunghiurilor PBC, PCA respectiv PAB.
Demonstrati ca triunghiurile ABC si 0,050, sunt ortologice. Precizati axa
de ortologie.
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TRIUNGHIURI ORTOLOGICE REMARCABILE

TRIUNGHIURI ORTOLOGICE
REMARCABILE

2.1 Un triunghi si triunghiul siu complementar

Definitia 3

Se numeste triunghi complementar sau triunghi median al unui
triunghi dat triunghiul determinat de mijloacele laturilor acelui
triunghi.

Propozitia 1

Un triunghi dat si triunghiul sdu complementar sunt triunghiuri orto-
logice.

Centrele de ortologie sunt respectiv ortocentrul si centrul cercului
circumscris triunghiului dat.

Demonstratie

Notam A;B;C; triunghiul complementar al triunghiului dat ABC (vezi
Figura 9).

Deoarece B, C; este linie mijlocie Tn triunghiul ABC, perpendiculara din A
pe B,C; va fi si indltimea din A a triunghiului ABC; analog, perpedincularele
din B si C pe C; A4, respectiv A, B; sunt inaltimi.

Inaltimile triunghiului ABC, fiind concurente in H ortocentrul triunghiului,
rezultd ca ABC este ortologic in raport cu A, B, C;.

Perpendicularele din A;, B;, C; pe BC, CA, AB sunt mediatoarele
triunghiului ABC, deci O centrul cercului circumscris triunghiului ABC este
centrul de ortologie al triunghiului complementar n raport cu triunghiul ABC.
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Figura 9

Observatia 4

a) Centrul cercului circumscris triunghiului ABC, O, este ortocentrul
triunghiului complementar A, B;C;.

b) Triunghiul ABC si triunghiul sdu complementar sunt omotetice prin

omotetia h (G, —%) Centrul omotetiei este G — centrul de greutate al

triunghiului ABC.
c) Punctele H, G, O sunt coliniare, dreapta lor se numeste dreapta lui
Euler.

Problema 3

Fie ABC un triunghi dat, A, B, C; triunghiul sdu complementar si A, B, C,
triunghiul complementar al triunghiului A; B, C;. Demonstrati ca triunghiul
ABC si triunghiul 4, B,C, sunt ortologice. Precizati centrele de ortologie.
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2.2 Un triunghi si triunghiul sdu anticomplementar

Definitia 4

Se numeste triunghi anticomplementar al unui triunghi dat
triunghiul determinat de paralele duse prin varfurile
triunghiului la laturile opuse ale acestuia.

Propozitia 2

Un triunghi dat si triunghiul sdu anticomplementar sunt triunghiuri
ortologice. Centrele de ortologie sunt centrul cercului circumscris si
ortocentrul triunghiului anticomplementar.

Demonstratie

Demonstratia propozitiei este imediatd daca tinem seama de faptul ca pentru
triunghiul anticomplementar A, B, C; al triunghiului dat ABC (vezi Figura 10),
acesta din urma este triunghi complementar.

C

1 1

Figura 10

Suntem astfel in conditiile Propozitiei 1.0ricum, se observa imediat ca
perpendicularele ridicate in A, B, C respectiv pe B,C;, C;A; si A;B; sunt
mediatoarele triunghiului A, B, C,, iar perpendicularele duse din A,, By, C; pe
BC, CA si AB sunt inaltimile triunghiului anticomplementar.
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Observatia 5

a) Centrul cercului circumscris triunghiului anticomplementaral unui
triunghi este este ortocentrul triunghiului dat.

b) Triunghiurile anticomplementar si complementar ale unui triunghi dat
sunt omotetice prin omotetia cu centrul in centrul de greutate al
triunghiului dat si de raport 4:1.

c) Triunghiurile anticomplementar si complementar ale unui triunghi dat
sunt triunghiuri ortologice. Centrele de ortologie sunt ortocentrul si
centrul cercului circumscris triunghiului dat.

2.3 Un triunghi si triunghiul sau ortic

Definitia 5

Se numeste triunghi ortic al unui triunghi (nedreptunghic) dat
triunghiul format din picioarele inaltimilor triunghiului dat.

Figura 11

Observatia 6

Pentru un triunghi dreptunghic nu se defineste notiunea de triunghi ortic.
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Definitia 6

Spunem ci dreptele ¢, d sunt antiparalele in raport cu dreptele
concurente a si b daca unghiul ficut de dreptele a si d este
congruent cu unghiul ficut de dreptele b si c.

Tn Figura 11, dreptele (c,d) sunt antiparalele in raport cu (a, b); %(a,d) =
(b, ).

Observatia 7

a) Dreptele (¢, d) antiparalele cu (a, b) formeaza cu acestea un patrulater
inscriptibil.

b) Daci c, d sunt antiparalele in raport cu a, b, atunci si dreptele a, b sunt
antiparalele Tn raport cu dreptele ¢, d.

Propozitia 3

Daca dreptele ¢, d sunt antiparalele in raport cu dreptele a, b si dreapta
¢’ este paraleld cu c, atunci dreptele ¢’, d sunt antiparalele in raport cu a, b.

Figura 12

Demonstratie

In Figura 12, am notat A,B,C,D varfurile patrulaterului inscriptibil
determinat de antiparalele ¢, d in raport cu dreptele a, b.
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Notam cu A’ si B’ intersectiile paralelei ¢’ cu a respectiv b, observam ca
patrulaterul A'B'CD este inscriptibil si, In consecintd, ¢’, d sunt antiparalele in
raport cu a, b.

Remarca 3

Daci ABC este un triunghi neisoscel(AB # AC) si dreapta a intersecteaza AB
respectiv AC n A’ si B' astfel incat «AB’A’ = «ABC, vom spune despre a si BC ci
sunt antiparalele sau ca a este o antiparalela la BC (vezi Figura 13).

Figura 13

Propozitia 4

Triunghiul ortic al unui triunghi neisoscel dat are laturile respectiv
antiparalele cu laturile acestui triunghi.

Demonstratie

In Figura 14, am considerat ABCun triunghi obtuzunghic si A;B,C;
triunghiul siu ortic. Deoarece <BB;C = <BC,;C = 90°, rezulti ci patrulaterul
BCB, C,este inscriptibil si, in consecinta, B, C; este antiparaleld la BC. Analog,
se aratd cd A, C; si A;B; sunt antiparalele la AC si respectiv AB.
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Figura 14

Propozitia 5

Tntr-un triunghi (neisoscel), tangenta ntr-un varf la cercul circumscris
este antiparalela cu latura opusa.

Demonstratie

FiePA tangenta la cercul circumscris triunghiului ABC (vezi Figura 15).
Avem «PAB = ¥ ACB (unghiuri Inscrise cu aceeasi masurd). Relatia anterioara
arata cd PA si BC sunt antiparalele in raport cu AB si AC.

Figura 15
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Remarca 4

Daca ducem proiectiile lui B si C pe AC respectiv AB si le notam cu B’ respectiv
C’, observam ca:

Tangenta in A la cercul circumscris triunghiului ABC este paralela la latura B’C’
a triunghiului ortic A’B’C’ al acestui triunghi.

Tntr-adevir, am stabilit in Propozitia 4 ci B’C’ este antiparaleld cu BC si cum
¥XA’C’'B’ = <ACB tinand cont de relatia (4), obtinem cd <PAB = <AC’B’ ceea ce
aratica PA || B'C'.

Propozitia 6

Un triunghi dat si triunghiul sdu ortic sunt triunghiuri ortologice.
Centrele de ortologie sunt centrul cercului circumscris si ortocentrul
triunghiului dat.

Demonstratie

Consideram triunghiul ascutitunghic ABC si fie A’B’C’ triunghiul sa ortic
(vezi Figura 16).

A

Figura 16

Evident, indltimile A’4A, B’B, C’C sunt concurente Tn ortocentrul H, prin
urmare A’B’C’ este ortologic Tn raport cu ABC.

Din teorema triunghiurilor ortologice, rezulta ca si ABC este ortologic Tn
raport cu A’B’C’. Si ardtam cd centrul de ortologie este O, centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.
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Perpendiculara dusa din A pe B’C’, avand in vedere Propozitia 4, este
perpendiculara si pe tangenta in A la cercul circumscris, deci trece prin 0.
Analog, pependicularele din B si C pe A’C’, respectiv A’B’ trec prin centrul
cercului circumscris.

Teorema se demonstreaza analog si in cazul triunghiului ABC — obtuzunghic.

Remarca 5

Centrele de ortologie H si O sunt puncte conjugate izogonal.

Observatia 8

Triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt omologice. Centrul omologiei este H, iar axa
omologiei este axa ortica (vezi [24]).

2.4 Triunghiul median si triunghiul ortic

Teorema 5

Intr-un triunghi dat, triunghiul median, triunghiul ortic si
triunghiul cu varfurile in mijloacele segmentelor determinate de
ortocentru si varfurile triunghiului dat sunt inscrise in acelasi cerc
(Cercul celor noud puncte).

Demonstratie

Notam A;B,C; triunghiul ortic, A,B,C, triunghiul median si A3, Bs, C,
mijloacele segmentelor HA, HB, HC (H - ortocentrul triunghiului ABC, vezi
Figura 17).

Avem ca B,C; este linie mijlocie in triunghiul AHC, deci B,C; || AH si
B,C5 = %AH. Analog, 4,C5 este linie mijlocie n triunghiul BHC, deci A,C5 ||
BH; cum OB, L AC, deci OB, || BH, avem ci A,C; || OB, si avand 0A, |
B, (3, rezulta ca patrulaterul O0A,C3B, este paralelogram, prin urmare B,C; =
OA,. Deoarece OA, Il A;H si (0A,) = (A3H) obtinem ca: patrulaterul
0A,HA4 este paralelogram. Notand cu Og mijlocul segmentului OH, avem ca
Az, Oq, A, sunt coliniare si OgA3; = OgA4,.

Deoarece 0445 este linie mijlocie n triunghiul AHO, avem ca: 0qA; =
%OA, deci 0gA; = %R. Tn triunghiul dreptunghic A3A4,4,, A;Oq este median,

deci 4,0 = 0gAs = 044, = %R.
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Figura 17

Analog, rezultd cd punctele B;, B,, B; sunt la distanta %R de0y si de

asemenea punctele C;, C,, C5. Cercul punctelor A, A,, A3, By, By, B3, Cy, Cy,
C; se mai numeste si cercul lui Euler, dupa cum s-a vazut raza acestuia este
jumatate din raza cercului circumscris triunghiului dat.

Observatia 9

a) Triunghiul median si triunghiul determinat de mijloacele segmentelor
HA, HB, HC sunt congruente.

b) Demonstratia Teoremei 5se face in acelasi mod daca triunghiul ABC
este obtuzunghic.

c) Cercul lui Euler este omoteticul cercului circumscris triunghiului prin
omotetia de centru H si de raport é

d) Din observatia precedentd, rezulta doua proprietati utile in legatura cu
ortocentrul unui triunghi, si anume:

Propozitia 7

Simetricul ortocentrului unui triunghi fata de laturile triunghiului apartin
cercului circumscris.
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Propozitia 8

Simetricele ortocentrului unui triunghi fata de varfurile triunghiului
median apartin cercului circumscris triunghiului dat.

Propozitia 9

Triunghiul median si triunghiul ortic al unui triunghi dat sunt triunghiuri
ortologice. Centrele de ortologie sunt centrul cercului celor noud puncte si
ortocentrul triunghiului dat.

Demonstratie

Segmentul A,A; este diametru in cercul celor noud puncte, avand B, 4, =
CiA, = %BC (mediane in triunghiuri dreptunghice) si <4,B,4; = ¥4, A3 =
90°, avem cid AA,B;A; = AA,C, A5, decisi A;B; = A;C; si, prin urmare, A, A5
este mediatoarea segmentului B,C;. Analog, se aratd ca perpendiculara din B,
pe A, C; trece prin centrul Oqal cercului celor noud puncte. Faptul ca ortocentrul
H este centrul de ortologie al triunghiului ortic Tn raport in triunghiul median
este evident.

Observatia 10

Putem demonstra ca perpendiculara din A, pe B;C; trece prin O si, tinind
seama ca B, C; este antiparaleld la BC, deci B, C; este paraleld cu tangenta in 4, la
cercul celor noua puncte si ca atare perpendiculara din A, pe B,C,, fiind
perpendiculara pe tangenta in A, trece prin centrul cerccului O,.

Problema 4

Ardtati ca triunghiul complementar si triunghiul anticomplementar al
unui triunghi dat sunt triunghiuri ortologice. Precizati centrele de ortologie.

Problema 5

Aratati ca triunghiul ortic si triunghiul anticomplementar al unui triunghi
dat sunt triunghiuri ortologice. Precizati centrele de ortologie.
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2.5 Un triunghi si triunghiul sau de contact

Definitia 7

Numim triunghi de contact al unui triunghi dat triunghiul
determinat de punctele de tangenta (contact) ale cercului inscris
n triunghi cu laturile acestuia.

Observatia 11

Tn Figura 18, triunghiul de contact al triunghiului ABC a fost notat cu C,C;C..
I este centrul cercului Tnscris Tn triunghiul ABC (intersectia biectoarelor).

A

Figura 18

Propozitia 10

Un triunghi dat si triunghiul sdu de contact sunt triunghiuri ortologice.
Centrele de contact ale acestor triunghiuri coincid cu centrul cercului Tnscris
in triunghiul dat.

Demonstratie

VVom folosi Figura 18. Tangentele AC,,, AC, duse din A la cercul inscris sunt
egale, deci perpendiculara dusa din A pe €, C, este bisectoarea unghiului BAC,
care, evident, trece prin /. Perpendiculara dusa din C, pe BC este raza a cercului
nscris, deci contine centrul I al cercului, punct ce este centrul comun al celor
douad ortologii intre triunghiurile considerate.
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Observatia 12

a) Triunghiul ABC si triunghiul sau de contact C,C,C, sunt triunghiuri
bilogice.

b) Triunghiurile ABC si C,C,C. sunt triunghiuri omologice, centrul
omologiei fiind punctul lui Gergonne, iar axa omologiei fiind dreapta
lui Lemoine (vezi [24]).

Propozitia 11

Triunghiul de contact si triunghiul median al unui triunghi dat sunt
triunghiuri ortologice. Centrele de ortologie sunt centrele cercurilor inscrise
in triunghiul dat si in triunghiul median al triunghiului dat.

Demonstratie

Notam 4; B; C; triunghiul median al triunghiului dat ABC (vezi Figura 19),
deoarece B, C; Il BC siIC, L BC rezulti ca perpendiculara dusa din C,, pe B; C;
trece prin I centrul cercului Tnscris in triunghiul ABC. Patrulaterul A,B;AC;
este paaralelogram, bisectoarele unghiurilor B;AC; si B;A;C; sunt paralele,
cum Al L C,C,, rezultd ca si A1, L C,C. (am notat cu I, centrul cercului
nscris in triunghiul median).

A

Figura 19

Ion Patrascu, Florentin Smarandache 5 1
Geometria triunghiurilor ortologice



TRIUNGHIURI ORTOLOGICE REMARCABILE

2.6 Un triunghi si triunghiul sau tangential

Definitia 8

Triunghiul tangential al unui triunghi dat ABC este triunghiul
format de tangentele in A, B si C la cercul circumscris
triunghiului ABC.

Observatia 13

a) In Figura 20, am notat T,T,T, triunghiul tangential al triunghiului
ABC.

b) Triunghiul ABC este triunghiul de contact pentru triunghiul sau
tangential T, T}, T,.

c) Centrul cercului circumscris triunghiului ABC, 0, este centrul cercului
inscris in triunghiul sdu tangential.

Figura 20
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Propozitia 12

Un triunghi dat si triunghiul sau tangential sunt triunghiuri ortologice.
Centrul comun de ortologie este centrul cercului circumscris triunghiului
dat.

Observatia 14

a) Demonstratia acestei proprietati rezulta din demonstratia Propozitiei
10.

b) Din Propozitia 11, rezulta ca triunghiul tangential al unui triunghi dat
si triunghiul median al triunghiului tangential sunt ortologice.

c) Triunghiul tangential al unui triunghi dat si acel triunghi sunt
triunghiuri omologice. Centrul omologiei este centrul simedian K
(punctul lui Lemoine al triunghiului dat, vezi [24]).

Propozitia 13

Triunghiul tangential si triunghiul median al unui triunghi dat sunt
triunghiuri ortologice. Centrele de ortologie sunt centrul cercului
circumscris si centrul cercului celor noua puncte ale triunghiului dat.

Demonstratie

Fie T,T, T, si A;B;C; triunghiurile tangential si median ale triunghiului dat
ABC (vezi Figura 21). Evident, T, A, este mediatoarea segmentului BC si, cum
B.C; Il BC, avem ca T,A; L B;C; si T,A; trece prin O, centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

Analog, T,B; trece prin O si T.C, trece prin O, deci O este centru de
ortologie.

Daca notam cu A,B,C, triunghiul ortic al triunghiului ABC, avem ca
perpendiculara dusa din A; pe B,C, trece prin A, deoarece B,C, |l T,T,
(ambele sunt antiparalele cu BC), avem ca perpendiculara din Oq4 pe T, T, trece
prin Oq. Analog, rezultd ca perpendicularele din B, si C;, respectiv pe T,T, si
T, T, trec prin O,.

Nota 1

Tn lucrarea [1], Propozitia 13 este prezentata drept Teorema lui Cantor.
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Figura 21

Propozitia 14

Triunghiul tangential T,T,T, al unui triunghi ABC dat si triunghiul
median al triunghiului ortic al triunghiului ABC sunt triunghiuri ortologice.
Centrele de ortologie sunt ortocentrul lui T,T,T, si centrul Oy al cercului
celor nouad puncte al triunghiului ABC.

Demonstratie

Notdim M;M,M; triunghiul median al ftriunghiului ortic A'B'C’
corespunzator triunghiului ascutitunghic dat ABC (vezi Figura 22).
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Deoarece OgM; L B'C' si B'C' || T, T,, rezultd ca OoM; L T,T,; analog,
09M, L T,T, si OgM5 L T,Ty; prin urmare, triunghiurile M;M,M; si T,T,T,
sunt ortologice, centrul de ortologie fiind O — centrul cercului celor noud
puncte al trunghiului ABC. Triunghiurile M;M,M; si T,T,T. au laturile
respective paralele. Dacd notdm cu Hy ortocentrul triunghiului tangential,
atunci T,Hy va fi perpendiculara pe M, M, deci Hy este centru de ortologie.

Figura 22
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2.7 Un triunghi si triunghiul sdu cotangentic

Definitia 9

Se numeste triunghi cotangentic al unui triunghi dat triunghiul
determinat de contactele cercurilor exinscrise cu laturile
triunghiului.

Observatia 15

Tn Figura23, J,J,J. este triunghiul cotangentic al triunghiului ABC.

Figura 23

Propozitia 15

Un triunghi si triunghiul sdu cotangentic sunt triunghiuri ortologice.
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Demonstratie

Se calculeaza fara dificultate: AJ, =p—cAJ.=p—b, B].=p—
aBJg=p—cCla=p—bC],=p—a

Observam ca:

AJE + BJg + CJ = JpA® +JcB® +].C*.

Conform Teoremei 2, rezulta ca triunghiurile ABC si J,Jp,J. sunt ortologice.

Definitia 10

Se numeste punctul lui Bevan al triunghiului ABC intersectia
perpendicularelor duse din centrele cercurilor exinscrise I, Iy,
I, respectiv pe BC, CA si AB.

Propozitia 16

Triunghiul cotangentic al unui triunghi dat si acel triunghi au ca centru
de ortologie punctul lui Bevan.

Demonstratie

Din Propozitia 15, rezulta ca perpendicularele duse din J,, /5, J. pe BC, CA,
AB sunt concurente. Punctele J,, J,, J. fiind respectiv contactele cercurilor
exinscrise cu laturile BC, CA, AB din unicitatea perpendicularei intr-un punct
pe o dreaptd, avem ca perpendicularele duse in J, pe BC,n J, pe CAsiin J, pe
AB trec respectiv prin I, I,, I, deci punctul lui Bevan este centrul de ortologie
al triunghiului cotangentic in raport cu triunghiul dat.

Observatia 16

Triunghiul ABC si triunghiul sau cotangentic J,/,,J. sunt triunghiuri omologice.
Centrul de omologie este punctul lui Nagel (vezi [24]).

Problema 6

Fie ABC un triunghi si 4; € (BC), B, € (AC), C; € (AB), astfel incat
AB; = BA;, BC, = CB; si AC; = CA;.

Demonstrati ca triunghiurile ABC si A;B;C; sunt ortologice.

Ce puteti afirma despre triunghiul A;B;C;?
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Definitia 11

Numim triunghi A-cotangentic adjunct al triunghiului ABC
triunghiul ce are ca varfuri proiectiile centrului cercului A-
exinscris, I,,, pe laturile triunghiului ABC.

Analog se definesc triunghiurile cotangentice adjuncte
corespunzatoare varfurilor B si C.

Demonstratie

Notam cu I,1;I; triunghiul A-cotangent adjunct al triunghiului ABC (vezi
Figura 24). Evident, perpendicularele duse in contactele cercului A-exinscris
pe laturile BC, CA, AB trec prin I,.

A

Figura 24

Propozitia 17

Un triunghi dat si un triunghi cotangentic adjunct al sdu sunt triunghiuri
ortologice. Centrul comun de ortologie este centrul cercului ex-inscris
corespunzator.
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Demonstratie

Notam cu J,J; /¢ triunghiul A-cotangenta adjunct al triunghiului ABC (vezi
Figura 25). Evident, perpendicularele duse in contactele cercului A-exinscris
pe laturile BC, CA, AB trec prin I, - centrul cercului A-exinscris; prin urmare,
triunghiul /. J; este ortologic Tn raport cu ABC. Deoarece AJ;, = AJ; (tangente
duse din A la cercul A-exinscrise), rezulta ca perpendiculara din A4 pe J;J;. este
bisectoarea unghiului BAC, deci trece prin I,;; analog, perpendicularele duse din
B si C pe JJ., respectiv pe J,J;,, sunt bisectoarele exterioare corespunzatoare
unghiurilor B si C ale triunghiului ABC, deci trec prin I,.

Figura 25

2.8 Un triunghi si triunghiul sau antisuplementar

Definitia 12

Se numeste triunghi antisuplementar al unui triunghi dat
triunghiul determinat de bisectoarele exterioare ale acestui
triunghi.

Observatia 17

a) Triunghiul antisuplementar al triunghiului ABC este triunghiul 1,11,
cu varfurile Tn centrele cercurilor exinscrise triunghiului ABC.
b) Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului sau I,1,1..
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Propozitia 18

Un triunghi si triunghiul sau antisuplementar sunt triunghiuri ortologice.
Centrele de ortologie sunt centrul cercului inscris i punctul lui Bevan ale
triunghiului dat.

Demonstratia acestei Propozitii rezulta din Propozitiile 6 si 16.

Observatia 18

a) Centrul cercului inscris n triunghiul ABC, punctul I, este ortocentrul
triunghiului antisuplementar 1,1, 1.

b) Punctul lui Bevan al triunghiului ABC este centrul cercului
circumscris triunghiului antisuplementar 1,1, 1.

c) Axa de ortologie a unui triunghi si a antisuplementarului sau este
dreapta lui Euler a triunghiului antisuplementar.

Propozitia 19

Daca ABC este un triunghi dat, I este centrul cercului sau inscris, si
I,1,1. triunghiul sdu antisuplementar, atunci perechile de triunghiuri
Uglpl,, 11, (Ul 1 1,), Uglpl,, 11,1,) au acelasi centru de ortologie.
Centrul lor de ortologie este I.

Demonstratia acestei proprietati este evidenta, deoarece naltimile triunghiului
antisuplementar sunt bisectoarele triunghiului dat.

Definitia 13

Se numeste triunghi pedal al unui punct M din planul
triunghiului ABC triunghiul care are ca varfuri intersectiile
cevienelor AM, BM, CM, respectiv cu BC, CA si AB.

Observatia 19

a) In Figura 25, triunghiul M, M, M, este triunghiul pedal al punctului M
n raport cu triunghiul ABC. Vom spune despre triunghiul M, M, M, ca
este triunghiul M-pedal al triunghiului ABC.

b) Triunghiul ortic al triunghiului ABC este triunghiul H-pedal al
acestuia.
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Propozitia 20

Triunghiul antisuplementar al triunghiului ABC este ortologic cu
triunghiul I-pedal al triunghiului ABC (I este centrul cercului Tnscris in
triunghiul ABC).

Demonstratie

Notam I, I, I triunghiul I-pedal al triunghiului ABC (vezi Figura 26).

Figura 26

Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului sau antisuplementar
I,1,1., deci centrul de ortologie al triunghiului I,1,15 in raport cu I,1, 1. este
ortocentrul lui 1,1, 1., adica I.

Din Teorema triunghiurilor ortologice, rezulta ca si perpendicularele duse
din I, I, 1. respectiv pe I, I3, I;1, 1,1, sunt concurente in al doilea centru de
ortologie.
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Problema 7

Fie ABC un triunghi isoscel cu AB = AC si 1,1}, 1, antisuplementarul sau.
Aratati ca triunghiul 1,1, este ortologic in raport cu triunghiul I,-pedal al
triunghiului ABC.

2.9 Un triunghi si triunghiul sau I-circumpedal

Definitia 14

Se numeste triunghi circumpedal (sau metaarmonic) al unui punct
M din planul unui triunghi ABC, triunghiul cu varfurile Tn
intersectiile semidreptelor (AM, (BM, (CM cu cercul circumscris
triunghiului ABC.

Observatia 20

Tn Figura 27, am notat M, M, M, triunghiul circumpedal al punctului M in raport
cu triunghiul ABC. Vom spune despre M; M, M; ci este triunghiul M-circumpedal.

Propozitia 21

Un triunghi ABCdat si triunghiul sdu I-circumpedal sunt ortologice.
Centrele de ortologie sunt I si O — centrul cercului circumcris triunghiului
ABC.

Demonstratie

Fie ;1,15 triunghiul I-circumpedal al triunghiului ABC (vezi Figura 28).
Notam {A'} = I3 N Al;; observam ca m(x[,A'l,) = %m(/m) + %m(C\‘Tz) +
1 = 1 A ~ A
>m(CTy) = 5 [m(A) + m(B) +m(C)] = 90°.

In consecinta:Al; 1 I,13, analog rezulta ca Bl, 1 ;13 si Cl; 1 I;1,, deci
triunghiurile ABC si I,1,13 sunt ortologice, iar centrul de ortologie este /.
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Figura 27

Deoarece I, este mijlocul arcului BC, inseamna ca perpendiculara din I pe BC
este mediatoarea lui BC, deci trece prin O, centrul cercului circumscris
triunghiului ABC. Acesta este al doilea centru de ortologie a triunghiurilor
considerate.

Figura 28
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Observatia 21

a) Centrul cercului Tnscris in triunghiul ABC este ortocentrul triunghiului I-
circumpedal al triunghiului ABC.
b) Dreapta OI este dreapta lui Euler a triunghiului I-circumpedal.

Propozitia 22

Triunghiul I-circumpedal al triunghiului ABC si triunghiul C,C,C, de
contact al triunghiului ABC sunt ortologice. Centrele de ortologie sunt
punctele I si H' (ortocentrul triunghiului de contact).

Demonstratie

Figura 29
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Avem Al 1 C,C.,BI, 1L C.C,siCl; L C,Cy, deci triunghiul I-circumpedal
111,13 si triunghiul de contactC,C, C, sunt ortologice.

Deoarece triunghiul de contact si triunghiul /-circumpedal sunt omotetice,
rezultd ca al doilea centru de ortologie al triunghiurilor C,C,C, si 111,15 este
ortocentrulH' al triunghiului de contact.

Remarca 6

1. Centrul omotetiei triunghiurilor I,1,I; si C,C,C, este izogonalul N’ al
punctului Nagel al triunghiului ABC (vezi [15], p. 290).

2. lzogonalul punctului Nagel al triunghiului ABC se gaseste pe dreapta O
(vezi [24] si [15], p. 291).

3. Punctele N, H', I si O sunt coliniare.

2.10 Un triunghi si triunghiul sidu H-circumpedal

Propozitia 23

Un triunghi nedreptunghic ABC dat si triunghiul sau H-circumpedal sunt
ortologice. Centrele de ortologie sunt H si O (ortocentrul si centrul cercului
circumscris triunghiului ABC).

Demonstratie

Triunghiul H-circumpedal al triunghiului ABC este omoteticul triunghiului
ortic al triunghiului ABC prin omotetia de centru H si raport 2 (vezi Propozitia
6). Deoarece triunghiul ortic al triunghiului ABC este ortologic cu acesta (vezi
Propozitia 6), rezulta ca perpendicularele duse din A, B, C pe laturile
triunghiului H-circumpedal (paralele cu laturile triunghiului ortic) vor fi
concurente in 0. Celalalt centru de ortologie este evident ortocentrul H al
triunghiului ABC.

2.11 Un triunghi si triunghiul sdu O-circumpedal

Definitia 15

Simetricul ortocentrului H al triunghiului ABC fati de centrul O
al cercului siu circumscris se numeste punctul lui Longchamps,
L, al triunghiului ABC.
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Propozitia 24

Un triunghi ABC nedreptunghic si triunghiul sau O-circumpedal sunt
triunghiuri ortologice. Centrele de ortologie sunt ortocentrul H si punctul
lui Longchamps L al triunghiului ABC.

Demonstratie

Fie 0,0,05 triunghiul O-circumpedal al triunghiului ascutitunghic din
Figura 30; acesta este simetricul triunghiului ABC fatd de O, prin urmare
0,05 || BC, 050, || AC si 0,0, |l AB. Perpendicularele duse din 4, B, C,
respectiv pe 0,05, 0;0;, 0,0, sunt chiar indltimile triunghiului ABC, asa caH
este centrul de ortologie.

Figura 30

Din motive de simetrie, rezulta ca celilalt centru de ortologie va fi simetricul
lui H fata de 0, adica punctul Iui Longchamps, L, al triunghiului ABC.
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2.12 Un triunghi si triunghiul siu I ,-circumpedal

Propozitia 25

Triunghiul I,-circumpedal al unui triunghi ABC dat si triunghiul ABC
sunt triunghiuri ortologice.

Demonstratie

Figura 31

Tn Figura 31, am notat A,B,C; triunghiul I,-circumpedal al centrului
cercului A-exinscris al triunghiului ABC (cu A > (). Deoarece A, este mijlocul
arcului BC, rezulta cd perpendiculara dusa din A; pe BC este mediatoarea
lui BC, deci trece prin O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
Demonstram ca si perpendicularele duse din B, pe AC si din C; pe AB trec
prin O.
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Patrulaterul B;BAC este inscris in cercul circumscris, deci mB,AC =
mB.BC = -m(A+C); mBCA=m(C)+mB,CB. Dar mB,CB =
mBAB, = m(A) — mB,AC = m(4) —% m(A + C). Rezulti ci mB,CB =

% m(A - ) si B,CA = m(C) +§ m(@A-70C) = % m(A +0).

Prin urmare: B;AC = B,CA, deci B;A = B;C si, in consecinta,
perpendiculara dusa din B, pe AC trece prin O; analog se arata ca C;A =
C1B, deci si perpendiculara dusa din C, pe AB trece prin O.

Am aratat ca triunghiul A,;B;C, este ortologic cu ABC si centrul de

ortologie este 0.

Observatia 22

in demonstratia anterioard, am aratat ci: Intersectia bisectoarei exterioare a
unghiului unui triunghi cu cercul circumscris acestuia este mijlocul arcului mare
subintins de laturd opusa unghiului.

2.13 Un triunghi si triunghiul sau extangential

Definitia 26

Fie ABC un triunghi nedreptunghic dat si cercurile exinscrise lui
de centre I, I, I.. Tangentele comune exterioare la cercurile
exinscrise (care nu contin laturile triunghiului ABC) determina
un triunghi E E,E . numit triunghiul extangential al triunghiului
ABC.

Observatia 23

a) In Figura 32 este reprezentat triunghiul extangential E,E,E, al
triunghiului ABC.

b) Dacd ABC este un triunghi dreptunghic, atunci nu se defineste, pentru
acest triunghi, triunghiul extrangential. Intr-adevar, fie ABC un
triunghi cu m(A) = 90°. Deoarece tangenta comuni AB la cercurile
A-exinscris si B-exinscris este perpendiculara pe tangenta comuna
interioara AC dusa din centrul de simetrie fatd de dreapta I, I, tangenta
comuna exterioara cercurilor exinscrise (I,), (1) va fi perpendiculara
pe BC.
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Analog, tangenta comund exterioard cercurilor (I,), (I,) va fi
perpendiculard pe BC. Cum tangentele comune exterioare duse prin
Ej si E, din cercurile exinscrise sunt paralele, triunghiul extangential
nu este definit.

(R
NN

&N

Figura 32

Propozitia 26

Un triunghi nedreptunghic dat si triunghiul sdu extangential sunt
triunghiuri ortologice. Centrul de ortologie al triunghiului dat si al
extangentialului sau este centrul cercului circumscris triunghiului dat.
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Figura 33

Demonstratia 1

Pentru demonstratie, facem mai intai urmatoarele precizari:

Definitia 17

Doua ceviene ale unui triunghi se numesc izogonale daca sunt
simetrice Tn raport cu bisectoarea triunghiului cu care au varful
comun.

Lema 3

Indltimea dintr-un varf al triunghiului si raza cercului circumscris
corespunzitoare acelui varf sunt ceviene izogonale.

Demonstratie

Fie AD inaltime in triunghiul ABC si O centrul cercului circumscris (vezi
Figura 34). Avem: m(DAC) = 90° — m(C), m(40B) = 2m(C).
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Decim(BAD) = - - [180° — 2m(C)] = m(DAC).

Figura 34

Sau (Solutie oferita de Mihai Miculita):
m(EOA) =2 .m( A0B) - m( ACB) = EOA= ACB
OE | AB - = OAE =CAD
= AEO = ADC
AD 1L BC

(Doua triunghiuri care au doua unghiuri respectiv congruente, au si cel de
al treilea unghi congruent).

Observatia 24

a) Evident: *AOE = «C. Scriind in AAEO dreptunghic:
sin AOE = A—E, gasim sin C = i, deci L = 2R - teorema sinusurilor.
0OA 2R sinC

b) Analog se demonstreaza Lema Tn cazul triunghiului obtuzunghic sau
dreptunghic.

Demonstram acum Propozitia 26. Notam{B} = ABN E,E_ si{C1} = ACN
ELE.. Din motive de simetrie, dreapta I, este axa de simetrie a figurii formate
din cercurile B-exinscris si C-exinscris si din tangentele lor comune exterioare
si interioare. Rezulta ca triunghiul ABC este congruent cu triunghiul AC,;B;.
Ducem AD L B,C;, D € B;C;, notam {D{} = AD NBC, avem <«DAB| =
%¥BAD1, tinand seama de Lema 1 si de congruenta triunghiurilor evidentiate,
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rezulta ca AD, trece prin O, centrul circumscris triunghiului ABC. Analog, se arata
ca perpendiculara dusa din B pe E E, trece prin O si ca perpendiculara din C pe
E E, trece prin O.

Demonstratia 2

Folosim urmaétoarea lema:

Lema 4

Triunghiul extangential al triunghiului nedreptunghic ABC si triunghiul
ortic A'B’C’ al triunghiului ABC sunt triunghiuri omotetice.

Demonstratia lemei

VVom folosi Figura 32, din congruenta triunghiurilor ABC si AC, B, rezulta
cd ¥ABC = <AC;B;. Pe de alta parte, B'C' este antiparaleld la BC, deci
XAB'C’' = «ABC. Relatiile precedente conduc la <AB'C’' = «AC; B, ceea ce
implici EyE. Il B'C'. Analog, se aratda cd E.E, | A'B’ si E,E. || B'C'.
Triunghiul extangential si triunghiul ortic, avand laturile respectiv paralele, sunt
prin urmare omotetice.

Observatia 25

Centrul de omotetie al triunghiului ortic se numeste punctul lui Clawson.

Suntem 1n masurd acum sa finalizam Demonstratia 2 a Propozitiei 26.

Am vazut (Propozitia 6) ca triunghiul nedreptunghic ABC si triunghiul sau
ortic sunt ortologice. Perpendicularele duse din A, B, C pe laturile triunghiului
ortic sunt concurente in centrul cercului circumscris O.

Deoarece laturile triunghiului ortic sunt paralele cu cele ale triunghiului
extangential E E,E,. rezultd cd triunghiul ABC si extangentialul sau sunt
ortologice, centrul de ortologie fiind 0.

2.14 Un triunghi si un triunghi podar alsau

Definitia 18

Se numeste triunghi podar al unui punct din planul unui triunghi
dat, triunghiul determinat de proiectiile ortogonale ale punctului
pe laturile triunghiului.
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Observatia 26

a) In Figura 35, triunghiul podar al punctului P este A'B'C".
b) Triunghiul podar al ortocentrului unui triunghi nedreptunghic este
triunghiul ortic al acelui triunghi.

Remarca 7

Pentru punctele M care apartin cercului circumscris unui triunghi ABC nu se
defineste triunghiul podar deoarece proiectiile punctului M pe laturi sunt puncte
coliniare. Dreapta céreia 1i apartin aceste proiectii se numeste dreapta lui Simson.

A

Figura 35

Definitia 19

Cercul circumscris triunghiului podar al unui punct se numeste
cerc podar.

Propozitia 28

Cevienele izogonale ale unor ceviene concurente Tntr-un triunghi sunt
concurente.

Definitia 2

Punctele P si P’ de concurenta a unor ceviene in triunghi si a
izogonalelor lor se numesc puncte izogonale sau puncte
conjugate izogonal.
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Remarca 8

Centrul cercului circumscris unui triunghi si ortocentrul sdu sunt puncte
izogonale.

Teorema 6

Triunghiul podar al unui punct din interiorul unui triunghi si
triunghiul dat sunt triunghiuri ortologice. Centrele de ortologie
sunt punctul dat si izogonalul sau.

Demonstratie

Figura 36

Fie A'B’C’ triunghiul podar al lui P Tn raport cu triunghiul ABC (vezi Figura
36). Evident, triunghiurile A'B'C’ si ABC sunt ortologice si P este centru de
ortologie. Din teorema triunghiurilor ortologice rezulta ca si perpendicularele
duse din A4, B, C pe B'C', C' A’ respectiv A’ B’ sunt concurente intr-un punct P’.
Ramane de aratat cd punctele P si P’ sunt izogonale.

Deoarece patrulaterul AC'PB’ este inscriptibil, rezultd ci <AP'C’' =
ZAB'C’. Aceste unghiuri congruente sunt complementele unghiurilor PAB
respectiv P’ AC.Congruenta acestor ultime unghiuri arata cé cevienele PA si P'A
sunt izogonale. Analog, rezultd ca PB si P'B sunt ceviene izogonale si PC si
P'C sunt ceviene izogonale, in consecintd P si P’ centrele de ortologie sunt
conjugate izogonal.
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Observatia 28

a) Teorema 6 este adevaratd si pentru cazul punctului P situat Tn
exteriorul triunghiului ABC.

b) Teorema 6 generalizeaza Propozitiile 1, 2, 6, 10.

c) Din Teorema 6, rezult:

Propozitia 29

Un triunghi dat si podarul centrului unui cerc exinscris al sdu sunt
triunghiuri ortologice. Centrul comun de ortologie este centrul cercului
exinscris in cauza.

Propozitia 30

Triunghiul podar al unui punct P din interiorul triughiului dat ABC si
triunghiul complementar al lui ABC sunt triunghiuri ortologice.

Demonstratie

FieA'B’'C’ podarul punctului P si A;B,C; triunghiul complementar al
triunghiului ABC (vezi Figura 37). Avand B, C; || BC, perpendiculara din A" pe
BC va fi perpendiculara de asemenea pe B, C; si va trece prin P. Punctul P este
centru de ortologie al triunghiului A'B’C’ in raport cu A, B, C;.

Figura 37
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Observatia 29

Propozitia precedentd este adevaratd pentru orice punct P din exteriorul
triunghiului ABC care nu apartine cercului circumscris al acestuia.

Definitia 20

Simetrica unei mediane a unui triunghi fatd de bisectoarea
triunghiului cu originea in acelasi varf al triungiului se numeste
simediana.

Observatia 30

a) Simedianele unui triunghi sunt concurente. Punctul de concurentda este
numit centrul simedian al triunghiului sau punctul Lemoine al triunghiului.
b) Centrul simedian si centrul de greutate sunt puncte conjugate izogonal.

Propozitia 31

Triunghiul podar al centrului simedian si triunghiul median al unui
triunghi median al unui triunghi dat sunt triunghiuri ortologice. Centrele de
ortologie sunt centrul simedian si centrul de greutate ale triunghiului dat.

Demonstratie

Figura 38
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Fie A'B'C' podarul centrului simedian K si A, B;C; triunghiul median al lui
ABC (vezi Figura 38). Cevienele AK si AA' fiind izogonale avem ca:

<A,AC = <BAK. (1)

Patrulaterul AC'KB'este inscriptibil, deci:

ZC'KA = 2C'B’'A. (2)

Deoarece m(BAK) + m(C'’KA) = 90°, ©)
din (1) si (2) obtinem ca:

m(4;AC) + m(C"'B"4) = 90°. 4

Aceasta relatie aratd ca AA; L B'C’, deci perpendiculara din A,pe B'C' este
mediana A4;. Analog, rezultd cd BB, L A'C’ si CC; L A'B’, deci centrul de
greutate {G} = AA; N BB; N CC; este centrul de ortologie al triunghiului
A;B;C; Inraportcu A'B'C’.

Observatia 31

Se poate demonstra Propozitia 31 si folosind Teorema 6. Intr-adevir, podarul
lui K si ABC sunt triunghiuri ortologice, deci perpendicularele din A, B, C pe laturile
triunghiului A’B’C" trec prin izogonalul lui K, adica prin centrul de greutate G.
Aceste perpendiculare, fiind medianele triunghiului ABC, tren prin A, By, C;.
Unicitatea perpendicularei dusa dintr-un punct pe o dreaptd aratd ca G este centru
de ortologie al triunghiurilor A,B;C; si A'B'C".

Teorema 7 (Cercul celor 6 puncte)

Daca punctele P;, P, sunt puncte conjugate izogonal, aflate Th
interiorul triunghiului ABC, iar A,;B;C; si A;B,C, triunghiurile
lor podare, atunci aceste triunghiuri au acelasi cerc podar.

Demonstratie

Din Teorema 6, rezulta ca:

CP; L A,B,. Q)
Daca notdm m(PlBlAl) = x, cum PA,CB, este inscriptibil, rezulta ca:
m(P.C4,) = x. )

Tinand seama de (1), avem ca m(B,A,C) = 90° — x. Dar si m(4;B,C) =
90° — x, prim umare punctele 4;, 4,, B, B, (3) sunt conciclice (dreptele 4, B,
si A, B, sunt antiparalele (vezi Figura 39).
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Figura 39

Deoarece mediatoarele segmentelor A;A,, B;B, trec prin P mijlocul
segmentului P; P,, rezultd ca P este centrul cercului pe care se gdsesc punctele
de la (3). Analog, aratam ca punctele B;, B,, C;, C, sunt conciclice si ca P este
centrul cercului lor (4).

Din (3) si (4) avem ca punctele A,, A,, By, B,, C;, C, sunt la aceeasi
distaanta de P, deci sunt conciclice.

Observatia 32

Cercul proiectiilor pe laturile unui triunghi a doua puncte conjugate izogonal
din interiorul acestuia se numeste cercul celor 6 puncte.

Teorema 8 (Reciproca teoremei 7)

Daca Py, P, sunt doud puncte distincte in interiorul triunghiului
ABC si cercurile lor podare coincid, atunci P;, P, sunt conjugate
izogonal.

Demonstratie

Vom folosi Figura 39; daca A,, A4,, B;, B,, C;, C, sunt conciclice, atunci
centrul acestui cerc va fi P mijlocul segmentului P; P,.
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Fie A5, A, mijloacele segmentelor P;A respectiv P,A. Din conciclitatea
celor 6 puncte, avem ¢ PC; = PB,. Observam ca: APC;A; = APA,P, (L.L.L.)

- PA; este linie mijlocie in AAP, P,, deci PA; = %PZA, iarB,A, este mediand in
triunghiul dreptunghic P,B,A, prin urmareB,A, = %PZA, asa cd PA; = ByA,,;
analog, rezultd C;A; = PA,. Congruenta triunghiurilor implicd «C;A3zP =
4B, A,P, iar de aici, tindnd seama ca <P;A;P = «P,A,P = «P,AP,, obtinem
caxP;A;C, = ¥P,A,B,. Aceste din urma unghiuri sunt unghiuri exterioare
triunghiurilor isoscele C;A3A, respectiv B,A,A, prin urmare «P,AC, =
%P,AB,, si astfel rezultd ca cevienele P;A si P,A sunt izogonale. Analog se
aratd cd P, B si P,B sunt izogonale si ca P; C si P,C sunt ceviene izogonale, prin
urmare P; si P, sunt puncte conjugate izogonal.

Propozitia 32

Fie P; un punct in interiorul triunghiului ABC, iar A, B; C; triunghiul sdu
podar; cercul podar al lui P; intersecteaza a doua oard (BC), (CA), respectiv
(AB) n puncteleA,, B,, respectiv C,. Atunci triunghiurile A,B,C, si ABC
sunt ortologice. Centrele de ortologie sunt punctele P; si P,, unde P, este
izogonalul lui P;.

Demonstratie

Figura 40
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Notam cu 0, centrul cercului podar al punctului P; (vezi Figura 40).
Mediatoarele segmentelor A;A,, B,B,, C,C, sunt evident concurente in 0,.
Notam cu P, simetricul punctului P; fata de O,. Simetrica dreptei P; A, fata de
0, va fi P,A, si P,A, este perpendiculara pe BC; analog simetricele dreptelor
P, By si P,C; fata de O; vor fi perpendiculare in B, si C, pe AC respectiv AB;
acestea contin de asemenea punctul P,. Punctele P; si P, au acelasi cerc podar,
aplicand Teorema 8, rezulta ca aceste puncte sunt izogonale.

Aplicand acum Teorema 6, obtinem ca punctul P, izogonalul lui P; este
centru de ortologie al triunghiurilor ABC si A, B, C,; tot de aici avem ca P, este
centru de ortologie al triunghiului ABC in raport cu triunghiul A,B,C,.

2.15 Un triunghi si un triunghi antipodar al sau

Definitia 21

Se numeste triunghi antipodar al punctului P din planul
triunghiului ABC, triunghiul format de perpendicularelein 4, B,
C, respectiv AP, BP, CP.

Observatia 33

a. In Figura 41 este reprezentat triunghiul antipodar A’B’C’ al punctului P.
Acest punct se numeste punctul antipodar al triunghiului A'B'C’.

b.  Triunghiul antipodar al centrului cercului circumscris unui triunghi este
triunghiul tangential al acestuia.

c. Triunghiul antipodar al ortocentrului unui triunghi este triunghiul
anticomplementar al acestui triunghi.

d. Triunghiul antipodar al centrului cercului Tnscris intr-un triunghi este
triunghiul antisuplementar al acestui triunghi.

e. Pentru punctele care apartin laturilor triunghiului dat nu se defineste
triunghiul antipodar.

Propozitia 33

Un triunghi si triunghiul sdu antipodar sunt triunghiuri ortologice.

Demonstratia acestei propozitii este evidenta, deoarece perpendicularele din
A,B,CpeB'C',A'C' si C' A’ sunt concurente Tn P (vezi Figura 38).
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Figura 41

Observatia 34

Centrele de ortologie ale triunghiului ABC si ale antipodarului siu A'B'C’ sunt
punctul P si conjugatul sau izogonal P’ in triunghiul antipodar, asa cum rezulta din
Teorema 6.

Propozitia 34

Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul P-pedal
n triunghiul ABC.

Demonstratie

n Figura 42, fie A’B’C’ triunghiul antipodar al lui P si A;B;C; triunghiul
P-pedal Tn ABC. Este evident ca perpendicularele duse din 44, B;, C;, respectiv
B'C', C'A" si A'B’ sunt concurente in P, deci A,B;C; este ortologic cu
antipodarul A'B’C’, centrul de ortologie fiind P.

Observatia 35

Aceasta Propozitie generalizeazd Propozitia 20.
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A
N

T

V

Figura 42

Propozitia 35

Triunghiul antipodar al ortocentrului unui triunghi nedreptunghic si
triunghiul ortic al acestuia sunt triunghiuri ortologice. Centrul de ortologie
este ortocentrul triunghiului dat, punct ce coincide cu centrul cercului
circumscris triunghiului antipodar.

Demonstratie

Triunghiul antipodar al ortocentrului H al triunghiului ABC este triunghiul
anticomplementar al lui ABC; perpendicularele duse din A,, B;, C; pe B'C’,
C'A" si A'B' sunt mediatoarele triunghiului antipodar A'B'C’ si ele sunt
concurente in H ortocentrul triunghiului ABC.

Pe de alta parte, perpendiculara dusa din A’ pe B; C; (A,B,C; este triunghiul
ortic al lui ABC, vezi Figura 43) este razd in cercul circumscris triunghiului
A'B'C' (Propozitia 5), deci trece prin centrul cercului circumscris triunghiului
A'B'C’, care am aratat cd este H.
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Figura 43

Remarca 9

Plecand de la Teorema 6 si referindu-ne la Figura 33 pe care 0 “completdm” cu
triunghiul antipodar al punctului P’, observiam ca triunghiul antipodar al Iui P’ are
laturile paralele cu triunghiul podar al lui P, deci este omotetic cu acesta.

Formulam astfel:

Propozitia 36

Triunghiul antipodar al unui punct P din interiorul unui triunghi dat este
omotetic cu triunghiul podar al conjugatului izogonal P’ al lui P.

Observatia 36

Triunghiul antipodar al unui punct P din interiorul unui triunghi dat si triunghiul
podar al izogonalului sau P’ fiind omotetice sunt triunghiuri ortologice.
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Propozitia 37

Triunghiul antipodar al unui punct P din interiorul triunghiului ABC
ortologic cu triunghiul 0-circumpedal al triunghiului ABC.

c A B'

Figura 44

Demonstratie

Tn Figura 44, am notat cu A’B’C’ antipodarul lui P si cu A, B, C; triunghiul
O-circumpedal al lui ABC.

Deoarece A, By, C; sunt simetricele lui A, B, C fatd de O, vom avea cd
A,B,C,; are laturile paralele cu laturile triunghiului ABC. Cum ABC si
antipodarul sdu sunt ortologice, perpendicularele din A', B, C' pe BC, CA, AB
sunt concurente, dar aceste drepte sunt perpendiculare si pe B;C;, €144, A1 B4,
deci A'B'C’ si A, B;C, sunt triunghiuri ortologice.

Din motive de simetrie, centrul de ortologie al triunghiurilor A;B;C; si
A'B'C' va fi simetricul P’ al punctului P fata de O.

(Intr-adevar, triunghiurile APO si A;P’0 sunt congruente si cu AP || AP,
rezultd cd A,P' L B'C’.)
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Problema 8

Fie ABC un triunghi in care unghiurile au misura mai mica decat 120°;
in acest triunghi existd un punct T (numit centru izogon), astfel Tncéat
m(m) = m(ﬁﬁ) = m(m) =120°. Demonstrati cd triunghiul
antipodar al punctului T este echilateral.

2.16 Un triunghi si un triunghi ciclocevian al sau

Definitia 22

Fie P punctul de concurenti a cevienelor AA’, BB', CC’' din
triunghiulABC. Cercul circumscris triunghiului  A’'B'C’
intersecteazi a doua oari laturile triunghiului ABC n punctele
A", B", C". Triunghiul A"B"C" se numeste triunghiul
ciclocevian al triunghiului ABC corespunzator punctului P.

Observatia 37

Tn Figura 45, triunghiul A"B"C” este triunghiul ciclocevian al triunghiului ABC,
corespunzator punctului P, intersectia cevienelor AA’, BB', CC'. Putem spune ca
cercul circumscris triunghiului P-pedal al unui punct intersecteaza laturile
triunghiului Tn varfurile triunghiului ciclocevian al punctului P — vom numi
triunghiul A" B" C"" triunghiul P-ciclocevian al triunghiului ABC.

Definitia 23

Triunghiurile ABC si A'B'C’se numesc omologice daci dreptele
AA’, BB', CC' sunt concurente. Punctul de concurenti se
numeste centrul omologiei.

Teorema 9 (Terquem — 1892)

Triunghiul ABC si triunghiul sdu P-ciclocevian sunt triunghiuri
omologice.

Demonstratie

VVom folosi Figura 45 pentru expunerea demonstratiei. Cum AA’, BB', CC’
sunt concurente in P, din Teorema lui Ceva avem:
A'B-B'C-C'A=A'C-B'A-C'B. Q)
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Figura 45

Considerand puterile varfurilor triunghiului ABC fata de cercul circumscris
triunghiului A’'B'C’, avem:

AC'-AC" = AB' - AB", )
BC'-BC" = BA'- BA", ©)
CA'-CA" = CB'-CB". ()

Inmultind aceste ultime trei relatii si tinand seama de relatia (1), obtinem:

AC" -BA" - CB" = AB" - BC" - CA", sau echivalent:

e oy g = 1. (5)

A'c B'"A c''B

Relatia (5) si Teorema lui Ceva arata ca cevienele AA", BB", CC" sunt

concurente, in consecintd triunghiurile ABC si A" B”C"' sunt omologice.

Definitia 24

Punctul de concurenti a dreptelor AA"', BB"', CC" se numeste
ciclocevianul punctului P.

Observatia 38

a) Ortocentrul H si centrul de greutate G ale unui triunghi sunt puncte
cicloceviene, deoarece triunghiurile ortic si median sunt inscrise in
cercul celor noud puncte.
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b) Triunghiul median este triunghiul H-ciclocevian al triunghiului ABC.
c) Triunghiul ortic este triunghiul G-ciclocevian.

Teorema 10
In triunghiul ABC, fie A;B;C; triunghiul P-pedal si A,B,C,
triunghiul P-ciclocevian. Daca triunghiurile A; B, C; si ABC sunt
ortologice, iar Q si Q, sunt centrele lor de ortologie, atunci:

i. Q si Q, sunt puncte conjugate izogonal;

ii. Triunghiurile ABC si A,B,C, sunt ortologice;

iii. Centrele de ortologie ale triunghiurilor ABC si A,B,C,

sunt punctele Q, si Q,.

Demonstratie

i. FieQ, — centrul de ortologie al triunghiurilor A;B;C; si ABC (triunghiul
A,B; C; este triunghiul podar al punctului Q;. Notam @, al doilea centru de
ortologie al triunghiurilor A;B,C; si ABC. Conform Teoremei 6, avem ca
punctele Q; si @, sunt izogonale.

A

Figura 46
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ii. Dacd notim A,'B,'C," triunghiul podar al lui Q, si tinem seama de
Teorema 9, rezulti ci punctele 4,, 4,', By, B,', C;, C,' sunt conciclice.
Deoarece, daca doud cercuri au In comun trei puncte, atunci ele coincid, rezulta
ca A, = A,, B,' = B,, C,' = C,, deci triunghiul podar al lui Q, este triunghiul
P-ciclocevian, adica 4,B,C,. Acest triunghi, fiind triunghi podar al lui ABC,
este ortologic cu ABC (Teorema 6), centrul de ortologie fiind Q,.

iii. AplicAnd Teorema 6, avem ca si perpendicularele duse din 4, B, C pe
B,C,, C,A;, A;B, sunt concurente in izogonalul punctului @,, deci in

punctul @, .

Definitia 25

Despre doua triunghiuri care sunt simultan triunghiuri
ortologice sitriunghiuri omologice vom spune ci sunt triunghiuri
bilogice.

Observatia 39

Triunghiurile ABC si A,B,C, din Teorema precedentd sunt triunghiuri bilogice.
Omologia rezulta din Teorema 9.

2.17 Un triunghi si triunghiul celor trei imagini al siu

Definitia 26

Triunghiul care are ca varfuri simetricele varfurilor unui
triunghi dat fatad de laturile sale opuse se numeste triunghiul
celor trei imagini al triunghiului dat.

Observatia 40

a) In Figura 47, triunghiul A”B"'C" este triunghiul celor trei imagini al
triunghiului ABC.

b) Triunghiul celor trei imagini nu este de facut pentru un triunghi
dreptunghic.

Propozitia 28

Un triunghi nedreptunghic dat si triunghiul celor trei imagini al sdu sunt
triunghiuri bilogice.

88 lon Patrascu, Florentin Smarandache
Geometria triunghiurilor ortologice



TRIUNGHIURI ORTOLOGICE REMARCABILE

Figura 47

Demonstratie

Evident, AA", BB", CC" (vezi Figura 43) sunt concurente in H, ortocentrul
triunghiului ABC, punct ce este centrul omologiei triunghiurilor ABC si
A"B"C". Perpendicularele duse din A", B”, C" pe BC, CA, AB sunt “inaltimi”
in ABC, deci ortocentrul este si centru de ortologie al triunghiurilor A”B"'C" si
ABC.

Teorema 11 (V. Thébault — 1947)

Triunghiul celor trei imagini al unui triunghi dat este omotetic cu
triunghiul podar al centrului cercului celor nouad puncte
corespunzator triunghiului dat.
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Demonstratie

Fie H ortocentrul triughiului ABC, A, B,C; triunghiul median al lui ABC si
A, B, C, triunghiul O4-podar in ABC (vezi Figura 48). Notam cu H, simetricul
lui H fatd de BC, adica intersectia semidreptei (HA' cu cercul circumscris
triunghiului ABC. Deoarece Oy este mijlocul segmentului OH, rezulta ca in
trapezul dreptunghic HA' A, 0 avem 044, linie mijlocie, deci 20,4, = 04; +
HA'.

Figura 48

Tinand seama cd 204, = AH, avem: 40,4, = 20A, + 2HA’, adica:
409A2 = HHl + A”Hl = HA”.
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Pe de altd parte, 404G = GH (G-centrul de greutate), obtinem din ultimele
relatii ca: % = % = i Deoarece H, Oq, G sunt coliniare si 044, Il HA’,
avem ca triunghiurile 04GA, si HGA" sunt asemenea, deci punctele G, A,, A”

sunt coliniare.

5 . . GAy 1 C .
In consecinta, avem ca: GA,Z, =7 Analog, gasim c¢a G, B,, B" 51 G, C,, C"

. . . GB, _GC; 1 .. . . e .
sunt coliniare si: i Relatiile obtinute aratd ca triunghiurile

A,B,C, (podarul lui O4) si A”B"'C" triunghiul celor 3 imagini sunt omotetice

prin omotetia h (G; %)

Propozitia 39

Triunghiul celor trei imagini al unui triunghi dat si triunghiul podar al
centrului cercului celor noua puncte sunt triunghiuri ortologice.

Demonstratia acestei propozitii rezulta din Teorema 11 si din faptul cé daca
doua triunghiuri sunt omotetice, ele sunt ortologice.

2.18 Un triunghi si triunghiul Carnot al sau

Definitia 27

Numim cercuri Carnot ale triunghiului ABC, nedreptunghic,
dat, de ortocentru H, cercurile circumscrise triunghiurilor BHC,
CHA, AHB.

Definitia 28

Triunghiul 0,0,0. determinat de centrele cercurilor Carnot ale

triunghiului ABC se numeste triunghiul Carnot al triunghiului
ABC.

Propozitia 40

Un triunghi dat si triunghiul Carnot al sdu sunt triunghiuri ortologice.
Centrele de ortologie sunt ortocentrul si centrul cercului circumscris
triunghiului dat.
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Demonstratie

n Figura 49, am considerat ABC un triunghi ascutitunghic de ortocentru H.
Deoarece 0,0, este mediatoarea segmentului AH (coardda comuna in cercurile
Carnot (0,), (0.)) si AH L BC, rezultd ¢a0,0, || BC. Analog,0,0, Il AB si
0,0, Il AC, prin urmare triunghiurile ABC si 0,0,0, au laturile respectiv
paralele, deci sunt omotetice si, in consecinta, ortologice.

Centrul de ortologie al triunghiului ABC in raport cu 0,0,0, este H,
deoarece perpendicularele duse din 4, B, C pe laturile triunghiului 0,0, 0, sunt
indltimile triunghiului ABC. Perpendicularele din 0,, 0y, O. pe BC, CA, AB
sunt chiar mediatoarele triunghiului ABC, deci al doilea centru de ortologie este
0, centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Figura 49
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Propozitia 41

Cercurile Carnot ale unui triunghi sunt congruente cu cercul circumscris
triunghiului.

Demonstratie

Notam cu H; simetricul lui H fata de BC; conform Propozitiei 8, acesta
apartine cercului circumscris triunghiului ABC, prin urmare simetricul
triunghiului BHC fata de BC este triunghiul BH, C si ca atare simetricul cercului
Carnot (0,) fatd de BC este cercul circumscris triunghiului ABC, deci aceste
cercuri sunt congruente.

Observatia 41

Propozitiile 40, 41 se demonstreaza analog si dacd ABC este triunghi
obtuzunghic.

Propozitia 42

Triunghiul lui Carnot 0,0, 0, este congruent cu triunghiul ABC.

Demonstratie

Fie M; mijlocului lui (BC); avem OM,; = %AH, si cum M; este mijlocul lui
(00,), rezultd ca patrulaterul AHO,0 este paralelogram. Centrul acestui
paralelogram este mijlocul O4 al segmentului OH, in consecinta AO, trece prin
0. Se observad ca A00,0, = AHAB (L.U.L.), prin urmare (AB) = (0,0;),
analog gasim cd (BC) = (0,0,) si (CA) = (0,0,). Triunghiurile 0,0,0, si
ABC sunt congruente; avem de asemenea cd triunghiul lui Carnot este
omoteticul triunghiului ABC prin omotetia h(0q, —1) sau echivalent triunghiul
lui Carnot este simetricul fata de Oq al triunghiului ABC.

Observatia 42

Propozitia 42 se demonstreazad analog si in cazul triunghiului obtuzunghic.

Definitia 29

Un cvartet de puncte (un patrupunct) astfel incat oricare dintre
ele este ortocentrul triunghiului determinat de celelalte trei
puncte se numeste patrupunct ortocentric.
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Remarca 10

Patrupunctul format din varfurile unui triunghi nedreptunghic si din ortocentrul
sdu este un patrupunct ortocentric.

Propozitia 43

Daca ABC este un triunghi nedreptunghic de ortocentru H si centrul
cercului circumscris notat 0, iar 0,0,0, este triunghiul lui Carnot, atunci
triunghiurile BHC si 00,0,., CHA 51 00,0,., AHB si 00,0,sunt ortologice.

Demonstratia propozitiei rezulta din Propozitia 40. Centrele de ortologie
ale fiecdrei perechi de triunghiuri din ipoteza sunt punctele O si H.

Observatia 43

Triunghiurile din perechile care apar in propozitia precedenta sunt simetrice fata
de O, — centrul cercului celor noud puncte ale triunghiului ABC.

2.19 Un triunghi si triunghiul Fuhrmann al siau

Definitia 30

Se numeste triunghiul lui Fuhrmann al triunghiului ABC
triunghiul al cirui varfuri sunt simetricele mijloacelor arcelor
mici BC, CA, AB ale cercului circumscris fata de laturile BC, CA,
respectiv AB.

Observatia 43

Tn Figura 46, triunghiul lui Fuhrmann a fost notat E,F, F.. Cercul circumscris
triunghiului lui Fuhrmann se numeste cercul lui Fuhrmann.

Propozitia 44

Un triunghi dat si triunghiul Fuhrmann al siu sunt triunghiuri
ortologice.

Demonstratie

Tn Figura 50, am notat A4’, B’, C’ mijloacele arcelor mici BC, CA, AB.
Dreptele A'F,, B'F,, C'F. sunt mediatoarele laturilor triunghiului ABC prin
urmare sunt concurente in O centrul cercului circumscris deci triunghiurile
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F,F,F. si ABC sunt ortologice, iar O este centru de ortologie. Celalalt centru de
ortologie Tl vom nota cu P. Demonstram in continuare citeva proprietati care
ne vor ajuta sa definim P plecand de la triunghiul Fuhrmann FE,F,F, al
triunghiului ABC.

Propozitia 45

Tntr-un triunghi ABC dreptele determinate de ortocentrul H si de
varfurile triunghiului Fuhrmann sunt respectiv perpendiculare pe
bisectoarele Al, BI, CI.

Figura 50

Demonstratie

Tn Figura 51, am considerat un triunghi ascutitunghic in care bisectoarea Al
intersecteaza cercul circumscris triunghiului in A, iar AH intersecteazi acelasi
cercin H,. Notam cu A~ diametrul lui A" in cercul circumscris.

Avem ca AH || A'A" (aceasta din urma fiind mediatoarea lui BC), deci
coardele A'A” si H,;A' sunt congruente.
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Pe de alta parte, H; fiind simetricul lui H fatd de BC si A" simetricul lui F,
fatd de BC, avem ca patrulaterul H; AF, A’ este trapez isoscel, in consecintd
HF, = H;A'. Din AA" = H, A’ si relatia precedenta, obtinem cd AA" = HEF, si
aceasta impreund cu AH || A"F, conduc la AHF,A" paralelogram. Deoarece
A"A L AA', rezulta ca HF, 1 Al.

Analog, demonstram celelelate perpendicularitati.

Observatia 44

Paralelismul AA" || HF,se poate deduce, si astfel: AA" este antiparaleld cu H, A’;
HF este antiparaleld cu H;A', prin urmare, AA" si HEF, sunt paralele (vezi
Propozitia 3).

Figura 51

Teorema 12 (Dreapta lui Housel)

Intr-un triunghi, centrul cercului inscris, centrul de greutate si
punctul lui Nagel sunt coliniare, iar GN = 2IG.
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Demonstratie 1

Notam cu C, proiectia lui I pe BC si cu I piciorul cevienei AN. Punctul I,
este proiectia pe BC a centrului cercului A-exinscris I, de asemenea notam A’
piciorul indltimii din A (vezi Figura 52).

Vom demonstra ca triunghiurile AA'l], si IC,A, sunt asemenea (CA, este
mijlocul lui BC).

Deoarece punctele C, si I; sunt izotomice, avem: BC, = Cl, =p — b.
Calculam:

IJA'=a—-BA' —I,C=a—ccosB—(p—b).

24+c2-p? . b—
Deoarece ¢ cosB = % se obtine ILA' = p(TC). Avem: C,A, =

A" aA" _2p
A1Cq  ICq a’

1 s ;28 <

E(b —c),IC,=r= o AA' = — Rezulta:
Triunghiurile evidentiate sunt asemenea si in consecinta: I4; || AH.
AplicandTeorema lui Menelaus in triunghiul Al C pentru transversale B-N-

I}, se giseste ca % = § (I, - piciorul cevienei Nagel BN). Notam {G'} = IN n

!
AA,, avem: é,iN = 1:;1; = % aceasta aratd ca G' imparte mediana AA; Tn raportul
%, prin urmare G' = G — centrul de greutate al triunghiului ABC si 2IG = GN.

A

Figura 52
Demonstratie 2
. N : . : Blg _ p=c .
Fie P un punct in planul triunghiului ABC; deoarece e o avem:
T Z
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PI(’lz—_”c Obtinem: PI, = 2=2-PB + 2=PC. Avand 2% = 2
1+ =D a a NIa p—a
__, PA+*~ -FIZ
rezultd PN = 17”—_ deci vectorul de pozitie al punctului Nagel este:
p—a

W:?-ﬁ+’%’-ﬁ+%w_€.

Considerand in aceasta relatie P = G (centrul de greutate) si tinand seama
cdGA+ GB +GC = 6, obtinem:

W=—%(aﬁ+b§+cﬁ). (1)

Se stie cd vectorul de pozitie al centrului cercului inscris [ este:

Pl = —(aPA + bPE + cPC), luand P = G, avem:

GI = - (aGA + bGB + cGC). )

Relatiile (1) si (2) arata ca I, G, H sunt coliniare si ca 2IG = GH.

Propozitia 46

Cercul lui Fuhrmann al triunghiului ABC are ca diametru segmentul HN
determinat de ortocentru si de punctul lui Nagel.

Demonstratie

Figura 53
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n Figura 53, am considerat un triunghi ascutitunghic de ortocentru H. Din
Teorema 11, rezultd ca IA, Il AN si 21A; = AN (A, mijlocul lui BC).
Construim N' intersectia dreptei NA; cu Al, deoarece in triunghiul N'AN avem
IA; || AN si 2IA, = AN, rezulta ca IA; este linie mijlocie in triunghiul N'NA,
deci N'A; = A;N,avand si A'A; = A,F,, obtinem ca patrulaterul NF,N'A’ este
paralelogram, in consecintd NF, || AI. Am demonstrat cd HF, L Al, rezultd
deci ca m(H’IEa\N ) =909, adica F, apartine cercului de diametru HN. Analog,
se demonstreaza cd Fp, F, sunt pe cercul de diametru HN si analog se
demonstreaza propozitia in cazul triunghiului obtuzunghic.

Propozitia 47

Masurile unghiurilor triunghiului lui Fuhrmann al triunghiului ABC

sunt 900 —2 900 — 2 g0 _ £,
2 2 2

Demonstratie

HEF, este perpendiculara pe bisectoarea Al, iar HF;, este perpendiculard pe
bisectoarea BI. Deoarece m(AIB) = 90° + g jar unghiul F,NF, este

suplementul siu; acesta are misura 90° — % Pe de alta parte, F,HF,, = F,F.F},

deci m(FFFy) = 90° . Analog, rezulta m(FyF,F,) = 90° =2 si
— _ 0o _ E

m(FFyF,) =90 .

Propozitia 48

Al doilea centru de ortologie, P, al triunghiului ABC si al triunghiului
sau Fuhrmann, F, F,F,, este intersectia cercurilor: C(F,; FyB), C(Fy; F,C),
C(F; FA).

Demonstratie

Notam cu T intersectia perpendicularei dusa din C pe F,F, cu dreapta F,F,
(vezi Figura 54). Deoarece m(F,F,F.) = 90° — g, rezultd ca m(F,BC) = g,
cum si m(F,BC) = g, obtinem ca punctul T este pe cercul circumscris
triunghiului ABC.

Daca P este centru de ortologie al triunghiurilor ABC si F, F,,F,, se observa

ca¥BPC = «TFE,F, (unghiuri cu laturile respectiv perpendiculare), de
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asemenea, avem <«TF,B = «BCT (patrulaterul BCF,T este inscriptibil).
Unghiurile BCT si Fj,F;A; sunt de asemenea congruente (au laturile respectiv
perpendiculare); obtinem ca: «TF,B = «F,F, A, si apoi ca <BPC = «BF,A,
sau ca: <BPC = %qBFaC . Aceastd ultima relatie aratd cd punctul P este pe

cercul cu centru F, si care trece prin B si C. in acelasi mod, demonstram ca P
apartine cercurilor: C(Fy, F,C), C(F,, F.A).

Figura 54

Propozitia 49

Simetricele varfurilor unui triunghi ascutitunghic dat fatd de laturile
triunghiului sau H-circumpedal sunt varfurile triunghiului lui Fuhrmann al
triunghiului sdu H-circumpedal.
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Figura 55

Demonstratie

Tn Figura 55, am notat cu A’B’C’ triunghiul H-circumpedal al lui ABC si cu
X, Y, Z simetricele punctelor A, B, C fata de B'C’, C'A’, respectiv A'B’. Am
vazut ca triunghiul H-circumpedal al lui ABC este omotetic cu triunghiul ortic
al lui ABC. De asemenea, triunghiul ABC si triunghiul sdu ortic sunt ortologice
si 0, centrul cercului circumscris, este centru de ortologie.

Deoarece perpendiculara dusi din A pe B'C’ trece prin O, inseamna ca
aceasta este mediatoarea laturii B’C’; prin urmare, A este mijlocul arcului B'C’
si X este varf al triunghiului Fuhrmann al triunghiuluiA’B’C’.

Demonstratie analoaga pentru celelalte varfuri.

Teorema 13 (M. Stevanovic — 2002)

Tntr-un  triunghi ascutitunghic, ortocentrul triunghiului lui
Fuhrmann coincide cu centrul cercului Thscris n triunghiul dat.
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Demonstratie

VVom folosi Figura 51, in care am vazut ca XYZ este triunghiul Fuhrmann
al triunghiului A’B’'C’ (H-circumpedalul lui ABC). Este suficient sa
demonstram ca H, ortocentrul lui ABC si centrul cercului inscris in A'B’C’, este
ortocentrul lui XYZ. Vom demonstra ¢ XH 1 YZ, aratand ca XH -YZ = 0.

Avem:

XH = AH — AX, 1)
YZ=YB +BC + CZ. )

Deoarece Y si Z sunt simetricele lui B, respectiv C, fata de A'C’, respectiv
A'B’, cu regula paralelogramului, avem: BY = BA’ + BC', CZ = CA’ + CB’;
inlocuind in (2) aceste relatii, rezulta:

YZ=BC+CA +CB'—BA —BC'. ©)
DarBC + CA’ + A'B = 0, deci:

YZ=CB'+(B. (4)
Deoarece:

BC+CB +B'C'+C'B =0, (5)

obtinem: YZ =CB + C'B’. Evaluam: XH -YZ = (Ei — ﬁ) . (C_B) — W),
rezulti ca XH -YZ = AH-CB +AH-C'B’ — AX - CB — AX - C'B’.

Dar AH L CB, deci AH - CB = 0 si AX L C'B’, deci AX - C'B’ = 0; astfel:

XH-YZ=4H -C'B' + AX -BC. (6)

Notim {U} = AX N BC si {V}=AHNB'C’, avem AX-BC = AX - BC -
cos AX,BC = AX -BC -cosAUC, AN-C'B'=AN-C'B’-cosAH,B'C' =
AH-C'B'- cos(m’).

Observam cda XAUC = <AYC' (au laturile respectiv perpendiculare).
Punctul B’ este simetricul lui H fatd de AC, deci *HAC = <CAB’; analog, se
obtine *HAB = «BAC’ si din aceste doua relatii: <B'AC’ = 2A.

Teorema sinusurilor n triunghiurile AB'C' si ABC furnizeaza relatiile
B'C'" = 2R sin 24, BC = 2R sin 2A (R - raza cercului circumscris).

Vom ardta ca AX -BC = AH - B'C’' este echivalentd cu AX - 2RsinA =
AH - 2R sin 24, adicd cu AX = 2AH - cos A. Din <B’AC' = 24 siAX L B'C’,
rezulti cd <TAC' = A. Pe de alti parte, AC' = AH (pentru ci AH = AB’ si
AB' = AC"). Cum AT = %AX si AT = AC'cosA = AH - cosA, rezultd cd AX =
2AHcosA. Unghiurile dreptelor «(AH, C'B") si <(AX, BC) sunt suplementare,
deci obtinem din (6) ca XH-YZ=0
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Analog, demonstram ca YH 1 XZ, asadar H este ortocentrul triunghiului lui
FuhrmannXYZ.

Propozitia 50

Triunghiul lui Fuhrmann si triunghiul lui Carnot corespunzatoare unui
triunghi dat sunt ortologice.

Demonstratia acestei proprietati este imediatd dacd observam ca O,si F, apartin
mediatoarei laturii BC. Centrul de ortologie al triunghiului Carnot 0,0, 0, in raport
cu triunghiul Fuhrmann F,F,F. este O — centrul cercului circumscris triunghiului
ABC.
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TRIUNGHIURI ORTOLOGICE
DEGENERATE

In aceastd sectiune a lucririi, vom defini notiunea de ortopol al unei
drepte in raport cu un triunghi i vom stabili conexiuni intre aceastd notiune
si triunghiurile ortologice.

3.1 Triunghiuri degenerate, ortopolul unei drepte

Definitia 31

Un triplet de puncte coliniare distincte, unite ntre ele prin
segmente, vom spune ca este un triunghi degenerat de laturi
(AB), (BC),(CA) side varfuri A, B, C.

Vom admite ca orice doui drepte paralele sunt “concurente” intr-
un punct “aruncat la infinit”; putem formula:

Propozitia 51

Doua triunghiuri degenerate ABC si A, B, C; sunt ortologice.

Un caz important este atunci cand consideram ABC un triunghi oarecare
si triunghiul A, B,C; triunghi degenerat.

Teorema 14 (Teorema ortopolului; Soons — 1886)

Daca ABC este un triunghi dat, d este o dreapta oarecare, iar A,
B1, €4 sunt proiectiile ortogonale ale varfurilor A, B, C pe d,
atunci perpendicularele duse din A4, B1, C1 respectiv pe BC, CA
si AB sunt concurente intr-un punct numit ortopolul drepteid in
raport cu triunghiul ABC.

Ion Patrascu, Florentin Smarandache 105
Geometria triunghiurilor ortologice



TRIUNGHIURI ORTOLOGICE DEGENERATE

Demonstratia 1(Niculae Blaha, 1949)

Considerdam cé A;, By, C; sunt varfurile unui triunghi degenerat. Dreptele
AA;, BB,, CC;, fiind perpendiculare pe d, sunt concurente la infinit,
triunghiurile ABC si A;B;C; sunt deci ortologice. Tn virtutea teoremei
triunghiurilor ortologice, vom avea cé si perpendicularele duse din A4, By, C;
respectiv pe BC, CA si AB sunt concurente.

Demonstratia 2

Notam cu A, B’, C' proiectiile ortogonale ale punctelor A,,B,, C; respectiv
pe BC, CA si AB (vezi Figura 56).

Figura 56

Avem ca:
A'B? — A'C? = A;B? — A,C?* = BB? + B A3 — CC? — C A}
B'C? — B'A? = B,C? — B;A%> = CC} + B,C% — AA? — B, A3
C'A*—C'B? = (,A? — C,B* = AA? + A,C? — BB} — B,C}

Din cele trei relatii anterioare, obtinem ca:

A'B?— A'C?*+ B'C*—B'A*+C'A? - C'B? = 0.

Conform Teoremei lui Carnot, rezultd concurenta dreptelor A’A;, B'By,

C'Cy.
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Demonstratia 3 (Traian Lalescu — 1915)

Punctele B; si C; sunt egal departate de mijlocul M, al laturii BC pentru ca
perpendiculara dusd din M, pe d este mediatoarea segmentului B, C;,.

Analog, A; si C; sunt egal departate de M, - mijlocul lui AC, iar 4, si B,
sunt egal departate de M. (vezi Figura 57).

Figura 57

Considerdam cercurile C(M,, M,B,), C(My, M, C,), C(M., M_A,). Primele
doud cercuri, avand in comun punctul C;, mai au inca un punct comun, iar
coarda lor comuni este perpendiculara pe M,M,, (linia centrelor), cum M, M,
este paralela cu AB, ceea ce inseamna cé coarda comuna este perpendiculara pe
AB.

Analog, cercurile cu centrele M, si M, au In comun 0 coardd ce are
extremitatea A, si fiind perpendiculara pe M, M, este perpendiculari si pe BC.

Tn fine, cercurile cu centrele M, si M, au in comun o coardi ce are
extremitatea B; si este perpendiculari pe AB.

Cele trei cercuri avand doua céate doud o coardd comuna si centrele lor fiind
necoliniare conform unei teoreme rezulta ca aceste coarde sunt concurente.
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Punctul lor de concurenta, adica centrul radical al cercurilor considerate este
ortopolul dreptei d in raport cu triunghiul ABC.

Definitia 32

DacaABC este un triunghi si A1, B4, C; sunt proiectiile varfurilor
sale pe o dreapta d, iar O este ortopolul dreptei d, atunci
cercurile circumscrise triunghiurior 0A;B{, OB{C{, OC{A; Se
numesc cercuri ortopolare ale triunghiului ABC.

Observatia 45

Din aceasta definitie si din Demonstratia 3 a teoremei precedente, rezultd ca
centrele cercurilor ortopolare sunt mijloacele laturilor triunghiului dat.

3.2 Dreapta lui Simson

Teorema 15 (Wallace, 1799)

Proiectiile unui punct ce apartine cercului circumscris unui
triunghi pe laturile triunghiului sunt puncte coliniare.

Demonstratie

FieM punct pe cercul circumscris triunghiului ABC si A;B;C; proiectiile
ortogonale ale lui BC, CA, respectiv AB (vezi Figura 58).

Cl
A
M
B A, C
v._|
Figura 58
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Din patrulaterul inscriptibil ABMC rezultd ca: <MCB = <MAC,, iar din
aceastd relatie obtinem ca:

ICMA,; = «C;MA, (1)
fiind complementele unghiurilor anterioare.

Patrulaterele MB; A, C si MB,AC, sunt inscriptibile, prin urmare:

%A,B,C = <A, MC, 2)

%C,BA = «C,MA. (3)

Relatiile (1), (2) si (3) implica <A,B;C = ¥AB,(;, in consecintd punctele
A4, B, si C; sunt coliniare.

Observatia 46

a) Dreapta punctelor A,, B;, C; se numeste dreapta lui Simson a
punctului M fata de triunghiul ABC.

b) Daca A,B;C, este dreapta lui Simson a triunghiului ABC n raport cu
punctul M, putem considera A;B;C; un triunghi degenerat. Acest
triunghi este ortologic cu triunghiul ABC, punctul M fiind un centru
de ortologie, celalalt centru de ortologie fiind “aruncat la infinit”.

Teorema 16 (Reciproca Teoremei Simson-Wallace)

Fie ABC un triunghi dat si A{B;C; un triunghi degenerat, cu A; €
BC, By € CA, C, € AB. Centrul de ortologie al triunghiului
A{B{Cy in raport cu ABC este un punct ce apartine cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie

Deoarece ABC este ortologic Tn raport cu A, B; C, (centrul de ortologie este
aruncat la infinit), rezultd ca A,B,C, este ortologic n raport cu ABC, fie M
centrul de ortologie (vezi Figura 59).

Deoarece A, B, C; este triunghi degenerat, avem:

%A,B,C = 4C, B, A. (1)

Pe de alta parte, din patrulaterele inscriptibile MB; AC; si MB,A,C, retinem

ca:
%A;B;C = <A, MC, 2
XC,B1A = <AMC,. (3)
Din relatiile (1), (2) si (3), obtinem:
XA MC = <C;MA. 4)
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Figura 59

Unghiurile din relatia (4) sunt complemente ale unghiurilor <MCA; si
AMAC;, In consecinta:

IMCA, = <MAC,. (5)

Relatia (5) aratd ca patrulaterul MABC este inscriptibil, deci M apartine
cercului circumscris triunghiului ABC.

Propozitia 52

Tn triunghiul ABC, punctul M apartine cercului circumscris triunghiului.
Notam cu M’ a doua intersectie a perpendicularei MA; dusa din M pe BC
cu cercul (4, € BC). Atunci dreapta lui Simson a punctului M este paralela
cu AM’.

Demonstratie

Patrulaterul MB,A,C este inscriptibil (B; si C; sunt picioarele
perpendicularelor duse din M pe AC respectiv AB, vezi Figura 60); rezulta ca
<B,A;M = 4B,CM (1).

Dar «B;A{M = <AM’M (2) (au aceeasi masura %m(A/IVI').

Rezulta ca <AM’M = «B,A; M si, prin urmare, A,B; || AM’.
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Figura 60

Observatia 47

Analog se demonstreaza ca dreapta lui Simson a punctului M’ este paralela cu
AM.

Propozitia 53

Dreptele Simson a doud puncte diametral opuse in cercul circumscris
triunghiului ABC sunt perpendiculare.

Demonstratie

Fie M si M’ doua puncte diametral opuse in cercul circumscris triunghiului
ABC (vezi Figura 61). Notdm cu M; a doua intersectie cu cercul a
perpendicularei MA; dusa pe BC si cu M a doua intersectie a perpendicularei
M'Aj dusa pe BC cu cercul.

Din Propozitia 52, rezulta ca dreapta lui Simson a punctului M este paralela
cu dreapta AM,, iar dreapta Simson a lui M’ este paraleld cu dreaptaM A’,
deoarece dreptele AM; si AM; sunt perpendiculare, obtinem ca dreptele Simson
amintite sunt perpendiculare.
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ntr-adevar, patrulaterul MM; M’'M; este un dreptunghi pentru ¢ punctele
M, M' fiind diametral opuse; rezultd ca A; si Aj, proiectiile lor ortogonale, sunt
egal departate de centrul O al cercului circumscris si, prin urmare, coardele
MM, si M{M' sunt paralele si, fiind egal departate de O, sunt congruente.
Punctele M;, O, M; sunt coliniare si ca atare M;A L MjA.

A
M, M
@)
B A M A C
1 1
o : Lo
M M
Figura 61

Observatia 48

Dreptele Simson ale extremitatilor unui diametru sunt transversale izotomice.
Tntr-adevir, punctele A, si A'; si analoagele sunt puncte izotomice.

Teorema 17 (J. Steiner)

Dreapta lui Simson a unui punct M ce apartine cercului
circumscris al triunghiului ABC contine mijlocul segmentului
determinat de M si de ortocentrul H al triunghiului ABC.

Demonstratie

Construim simetricul cercului circumscris triunghiului ABC fata de laturile
BC. Notam cu A; proiectia punctului M pe BC si cu M’ intersectia lui MA; cu
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cercul circumscris triunghiului ABC, de asemenea, notam cu M"' intersectia
coardei (MM") cu cercul simetric cercului circumscris triunghiului ABC (vezi
Figura 62).

A

Figura 62

De asemenea, notdm cu H; a doua intersectie a indltimii AH cu cercul
circumscris triunghiului ABC. Din Propozitia 52, avem ca dreapta lui Simson
a punctului M este paralela dusa prin A, la AM'.

Pe de alta parte, avem cé patrulaterele AH; MM’ si H{MM" H sunt trapeze
isoscele; primul, deoarece AH; || MM', iar al doilea pentru ca HH, || MM"'si
H, este simetricul lui H fata de BC (vezi Propozitia 7) si, de asemenea, M’ este
simetricul lui M fata de BC datorita constructiei efectuate.

Din trapezele isoscele considerate, obtinem ca MM'' || AM’, asa ca dreapta
lui Simson a punctului M este paralela HM'", deoarece A, este mijlocul
segmentului [MM"], rezultd ca dreapta lui Simson a punctului M este linie
mijlocie in triunghiul MM"'H si ca atare trece prin mijlocul segmentului MH.
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Propozitia 54

Mijlocul segmentului determinat de punctul M ce apartine cercului
circumscris triunghiului ABC si de ortocentrul H al triunghiului apartine
cercului celor noud puncte al triunghiului ABC.

Demonstratie

Fie O centrul cercului circumscris si fie Oq centrul cercului celor noud
puncte (adicd mijlocul segmentului (OH), vezi Figura 63). Daca P este

mijlocul segmentului [HM], atunci in triunghiul HOM, PO, este linie mijlocie,

. oM, e R . . .
deci POy = —> In consecinta, POy = 5> ceea ce aratd ca punctul P apartine

cercului celor noud puncte.

M

Figura 63

Remarca 11

Aceasta propozitie aratd cd cercul celor noud puncte este omoteticul cercului

circumscris triunghiului ABC prin omotetia de centru H si raport %
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Teorema 18

Fie ABC un triunghi dat si A{B{C{, A;B,C, triunghiuri
degenerate, cu A; € BC, B; € CA, C; € AB, i€ {1,2}, dar
centrele de ortologie ale acestora din urma in raport cu ABC sunt
M;, M,. Notam {Q} = A;B; N A,B,, atunci Q este ortopolul
dreptei M, M, in raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie

Notam B’ si C' proiectiile punctelor B si C pe dreapta M; M, (vezi Figura
64). Demonstram ca patrulaterul A, B'C' A, este inscriptibil.

A

Figura 64

Tntr-adevar, din patrulaterul inscriptibil M,A,CC’, retinem:
IM,C'A, = <M,CA,. Q)
Din patrulaterul inscriptibil BM; M, C, avem:

<M,CB = <BM,B’. 2
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Patrulaterul inscriptibil B'BA, M, conduce la:

<BM,B’ = «B'A;B. 3)

Din relatiile (1), (2) si (3), obtinem ca: «M,C'A, = <B'A;B, deci punctele
B’, A4, A,, C' sunt conciclice.

Notam Q' ortopolul dreptei MM, in raport cu triunghiul ABC. Avéand
B'Q" L ACsiC'Q" L AB, rezulti cam(B"Q'C’) = 180° — A. Demonstrim ca
Q' este pe cercul punctelorB’, A,, A,, C'. Este suficient si ardtim ca
mB"A,C' = 180° — A. Avem: mB"A,C’ = 180° — [mB"A,B + mC"A,C].

Din patrulaterul inscriptibil BA,M,B’, retinem cia B’A,B = B'"M,B. Pe de
altd parte, M; si M, sunt pe cercul circumscris triunghiului ABC, avem:
<B'M,B = <BAM,, deci %B'A,B = <BAM,. Analog, gisim ci C'A,C =
M,AC. Obtinem ci <B'A,B+<C'A,C=<A i, in consecinti,
m(xB'4,C") = 180° — A.

Sa aratim ca Q' = Q. Este suficient s demonstram ca Q' € A,C; si Q' €
A,B,. Pentru ca Q' € A;C;, este necesar si demonstram ci XQ'A;A, =
%C,A,B. Dar 2Q'A;A, = xC,C'Q'. De asemenea, BM, || A,C' (deoarece
4BM;B' = «BCM, = <€A,C'M;), M,C; || C'Q’ (fiind perpendiculare pe AB).
Rezulta astfel ca «4,C'Q" = «C,MB.

Deoarece patrulaterul BC;M;A, este inscriptibil, «C;MB = «C;4,B.
Astfel, avem ca €Q'A;A, = ¥BA,C;, ca atare Q' este pe dreapta Simson a
punctului M,. Analog, se aratd ca Q' € A,B,, deci Q' = Q.

Remarca 12

1. Teorema arata cd ortopolul dreptei M;M, care intersecteaza cercul
circumscris triunghiului ABC in M; si M, este intersectia dreptelor Simson ale
punctelor M; si M, in raport cu ABC.

2. Din teoremad, rezultd ca, daca o dreapta d se “roteste” in jurul unui punct M
de pe cercul cercului circumscris triunghiului ABC, atunci ortopolul dreptei d
apartine dreptei Simson a punctului M in raport cu triunghiul ABC.

3. De asemenea, din aceastd teorema, obtinem cé:

Ortopolul unui diametru al cercului circumscris unui triunghi in raport cu acest
triunghi apartine cercului celor noud puncte ale triunghiului.

Propozitia 55

Cercurile ortopolare ale unui triunghi relative la o tangentd dusa la cercul
circumscris triunghiului sunt tangente laturilor triunghiului. Punctele de
tangenta sunt coliniare, iar dreapta lor contine ortopolul tangentei.
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Demonstratie

Fie M punctul de tangenta cu cercul al tangentei d (vezi Figura 65). Notam
cu A', B', C' proiectiile varfurilor triunghiului pe dreaptad si cu A;, By, C;
proiectiile lui M pe laturile triunghiului ABC. De asemenea, notam cu Q
ortopolul tangentei d si cu Q, centrul cercului ortopolar circumscris
triunghiului B'QC’.

A

Figura 65
Demonstram ca A, apartine acestui cerc.
Avem m(B7QC’) = 180° — A. 1)
Demonstram ci si m(B"4,C") = 180° — A. 2
Patrulaterul A;MB'B si A{MC'C sunt inscriptibile, retinem de aici ca:
<B'A,B = «<B'MB, (3)
XC'A,C = xC'MC. 4)
Deoarece d este tangenta cercului circumscris triunghiului ABC, avem:
<B'MB = «BAM, (5)
ZC'MB = «CAM. (6)
Dar: «BAM + «CAM = <A. @)
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Si: m(«B'A;C") = 180° — m(«B'A;B) + m(«C'A,C), asa ci obtinem
relatia (2), care, impreund cu (1), demonstreaza conciclicitatea punctelor B', Q,
A, C.

Demonstram cé cercul ortopolar (Q,) este tangent in A, dreptei BC.

Din patrulaterul inscriptibil A;MC'C, avem relatia (4), care, impreuna cu
ACMC' = <MBC (consecintd a faptului cd B'C’ este tangentd la cercul
circumscris) si cu *MBA; = %<A,B'M (patrulaterul A; MB'B este inscriptibil)
conduc la «A;B'M = «C'A,C, ceea ce aratd cd BC este tangentd cercului
ortopolar (Q,). Analog, se aratd cd B; si C; sunt puncte de contact cu AC
respectiv AB ale cercurilor ortopolare (Qp) si (Q.). Punctele A4, B;, C;
apartindreptei Simson a punctului M. Demonstram ca Q apartine acestei drepte
Simson. Este suficient s aratim ca:

¥B;A;C = <QA,B. (8)
Din patrulaterul inscriptibil A; MCB;, retinem:

%B,A,C = «B,MC. 9)
Dreapta d este tangenta cercului circumscris, deci:

IMBC = <MB'A;. (10)
Din (8) si (9), rezulta ca: B'A; || MC. (11)
Cum B'Q si MB, sunt paralele, gasim ca:

ZQB'A, = ¥B,MC. (12)
Dreapta BC este tangentd in A, cercului ortopolar (Q.), in consecinta:
ZQB'A; = «QA;B. (13)

Relatiile (9), (12) si (13) conduc la relatia (8).

Remarca 13

Aceasta propozitie poate fi consideratd un caz particular al Teoremei 18. Tntr-
adevar, daca consideram tangenta in M la pozitia “limita” a unei secante M, M, cu
M, tinzénd sa se confunde cu M,, atunci si proiectiiled,, A, pe BC se vor confunda,
iar cercul circumscris patrulaterului B'A;A,C’ devine tangent in A, la BC, de
asemenea s-a vazut ca Q apartine acestui cerc si, cum Q se gaseste la intersectia
dreptelor Simson ale punctelor M;, M,, el va fi pe dreapta Simson corespunzatoare
punctului de tangentd M.

Propozitia 56

Un triunghi dat si triunghiul format de centrele cercurilor ortopolare
corespunzatoare ortopolului unei secante la cerc sunt triunghiuri ortologice.
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Demonstratie

Centrul cercului (Q,) este centrul cercului circumscris patrulaterului
B'A,A,C’ (vezi Figura 64). Perpendiculara din Q, pe B'C' trece prin mijlocul
lui (B'C"). Aceasta perpendiculara este paraleld cu BB’ si cu CC’ si prin urmare
trece si prin mijlocul M, al laturii (BC). Dacé notam cu P mijlocul coardei
M; M, a cercului circumscris triunghiului ABC, avemQP L M, M,, asa ciQP L
Q.M. Mediatoarea lui (4, 4,) trece prin P si prin Q, (este paraleld cu M; A; si
este linie mijlocie in trapezul M;A,A,M,), prin urmare Q,P este paralela cu
OM,. Patrulaterul Q,POM, este paralelogram. Cum OM, L BC, rezulta ca
perpendiculara dusa din Q, pe BC trece prin P.

Analog, se arata ca perpendicularele din Q,, si din Q. pe AC, respectiv AB,
trec prin mijlocului P al coardei [M;M,], punct ce este centru de ortologie al
triunghiului Q,Q, Q. n raport cu ABC.

Am aratat ca Q,M, este paraleld si congruentd cu OP, analog rezultd ca
QuMy si Q.M. sunt paralele si congruente cu OP si se obtine ca triunghiul
Q.Q,Q. este congruent cu M,MyM, si au laturile paralele cu ale acestuia,
practic triunghiul Q,Q;,Q. este translatatul triunghiului median M, M, M, prin
translatia de vector OP.

Triunghiurile ABC si M,M,M, sunt ortologice si centrul de ortologie este
ortocentrul H al triunghiului ABC; rezultd ca H este si centrul de ortologie al
triunghiului ABC 1in raport cu triunghiul Q,Q,Q..

Observatia 48

Centrele de ortologie ale triunghiurilor Q,Q, Q. si ABC sunt ortocentrele acestor
triunghiuri. Tntr-adevar, perpendicularele duse din Q4, Q,, Q. pe BC, CA respectiv
AB sunt concurente in P, insa BC este paralela cu M, M., iar M, M,. este paralela la
Q»Q., prin urmare perpendiculara din Q, pe BC este perpendiculara si pe Q,Q., asa
ca P apartine indltimii din Q,, a triunghiului Q,Q,Q., analog obtinem ca P apartine
si indltimii din Q;, a aceluiasi triunghi, deci P este ortocentrul triunghiului Q,Q,Q.

Propozitia 57

Fie ABC si A’BC doud triunghiuri inscrise in acelasi cerc astfel incat
punctele A si A’ sunt diametral-opuse. Dreptele lui Simson ale unui punct
N, ce apartine cercului in raport cu triunghiurile ABC si A’BCsunt
ortogonale, iar punctul lor de intersectie este proiectia ortogonald pe BC a
punctului N.
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Demonstratie

Dreapta lui Simson a punctului N, notata A,C; in Figura 66, in raport cu
triunghiul ABC, este paralela cu AN; (Propozitia 52). Cu N; am notat intersectia
perpendicularei dusa din N pe BC cu cercul.De asemenea, dreapta lui Simson
a lui N n raport cu triunghiul A’'BC, notati A,B;’ este paraleli cu A'N;.
Deoarece unghiul AN;A’ este drept, rezulta ca si dreptele Simson sunt
perpendiculare. Ele trec evident prin proiectia A, a lui N pe BC.

A

Figura 66

Propozitia 58

ntr-un triunghi, ortopolul unui diametru al cercului circumscris este
simetricul proiectiei unui varf al triunghiului pe acest diametru, in raport cu
latura triunghiului median opusa acelui varf.

Demonstratie

Fie A" proiectia varfului Ape ABC pe diametrul d (vezi Figura 67). Punctul
A' apartine evident cercului circumscris triunghiului AM,M_. (am notat
M My, M, triunghiul median al lui ABC).

Acest cerc are ca diametru raza AO a cercului circumscris si este simetricul
fatd de M, M, al cercului celor noua puncte al triunghiului ABC.
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Stim cé ortopolul @ al lui d apartine acestui din urma cerc, pe de alta parte
Q apartine perpendicularei dusa din A’ din M, M, asa ca Q este simetricul lui A’
fatd de M, M.

Observatia 49

Propozitia aceasta poate fi formulata si astfel: Proiectiile varfurilor unui triunghi
pe un diametru al cercului circumscris sunt varfurile unui triunghi degenerat
ortologic cu triunghiul median al triunghiului dat si avand ca centru de ortologie
ortopolul diametrului Tn raport cu triunghiul dat.

Figura 67

Propozitia 59

Fie ABC un triunghi Tnscris Tn cercul de centru O si d o dreapta care
trece prin 0. Notam cu A4, By, C; simetricele varfurilor triunghiului ABC
fata de d si cu A,, B,, C,simetricele punctelor A;, B;, C; respectiv fatd de
BC, CA si AB.
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Atunci:

i.  Triunghiul ABC si triunghiul A,B,C, sunt simetrice fatd de
ortopolul @ al dreptei d in raport cu triunghiul ABC.

ii.  Triunghiurile ABC si A,B,C, sunt ortologice. Centrele lor de
ortologie sunt ortocentrele acestor triunghiuri H si H,, iar dreapta
HH, trece prin ortopolul Q al dreptei d.

Demonstratie

Fie A’ proiectia lui A pe dreapta d ce trece prin 0. Acest punct este pe cercul
cu centru in 04, mijlocul lui OA (vezi Figura 68).

Figura 68

Acest cerc este omoteticul cercului circumscris triunghiului ABC prin
omotetia de centru A si raport % Simetricul lui A fata de dreapta d este A, iar

simetricul lui A" fatd de MM, este,dupa cum am demonstrat in Propozitia
anterioard, Q. Simetricul lui A, fatd de BC este A,, iar A’Q Il A;A,, prin urmare
A, Q, A, sunt coliniare si A;, 4, sunt simetrice fata de Q.
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Analog, demonstram ca B;, B, si C;, C, sunt simetrice fatd de Q.

Triunghiurile ABC si A,B,C, au laturile omoloage paralele si congruente.
Este clar ca perpendicularele duse din A, B, C pe BC, CA respectiv AB
(inaltimile triunghiului) vor fi perpendiculare si pe B,C,, C,A, respectiv A, B,si
concurente in H. Analog, H,, ortocentrul triunghiului A, B, C, Tn raport cu ABC,

mai mult, H si H, sunt simetrice in raport cu Q, ortopolul dreptei d in raport cu
triunghiul ABC.
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TRIUNGHIURI § SAU TRIUNGHIURI
ORTOPOLARE

Triunghiurile § au fost introduse in geometrie de cétre ilustrul
matematician roman Traian Lalescu. In cele ce urmeazi, vom prezenta
aceastd notiune, teoreme in legéturd cu ea si vom stabili conexiuni cu
triunghiurile ortologice.

4.1 Triunghiuri S. Definitie, constructie, proprietiti

Definitia 33

Spunem ci triunghiul A;B,C; este triunghi § Tn raport cu
triunghiul ABC daca aceste triunghiuri sunt inscrise in acelasi
cerc si daca dreapta lui Simson a unui varf al triunghiului
A;{B{C; (in raport cu triunghiul ABC) este perpendiculari pe
latura opusa acelui varf al triunghiului A;BC;.

Constructia triunghiurilor §

Ardtam cum putem construi fiind dat un triunghi ABC nscris intr-un
cerc (0) un alt triunghi A; B; C; care sa fie triunghi § n raport cu ABC.
Prezentdm doud moduri de realizare a constructiei (vezi Figura 69).
I 1. Fixdm un punct 4, pe cercul (0).
2. Construim dreapta lui Simson A’-B’-C".
3. Construim coarda (B,C;) in cercul (0), perpendiculard pe
dreapta SimsonA’'B’.
Triunghiul A, B; C,este triunghi § n raport cu triunghiul ABC.
Il. 1. Fixam punctele B; si C; pe cercul circumscris triunghiului
ABC.
2. Construim coarda (AA'"), perpendiculara pe B,C;.
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3. Construim coarda (A"’ A,), perpendiculara pe BC.
Triunghiul A, B, C; este triunghi § n raport cu triunghiulABC.

Figura 69

Figura 69 a fost efectuata pentru a ilustra ambele constructii de mai sus.
Constructia II are la baza rezultatul Propozitiei 52.

Observatia 50

1. Din constructia I, rezultd ca, fiind fixat punctul A pe cercul circumscris
triunghiului ABC, putem construi o infinitate de triunghiuri A,B,C, care sa fie
triunghiuri § n raport cu ABC. Aceste triunghiuri au latura B, C; de directie fixa
(aceea a perpendicularei pe dreapta lui Simson a punctului 4,).

Putem formula:

Propozitia 60

Daca triunghiul A,B,C; este triunghi § n raport cu triunghiul ABC,
atunci orice triunghi A’yB’{C’1, unde B’,C’; este o coarda paralela cu BCin
cercul circumscris triunghiului ABC este triunghi & n raport cu ABC.
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2. Ambele constructii furnizeaza o infinitate de triunghiuri § Tn raport cu ABC.

Teorema 19 (Traian Lalescu, 1915)

Daca triunghiul A{B;C; este triunghi § n raport cu triunghiul
ABC, atunci:

1. Suma algebrica a masurilor arcelor A4, BB;, CC; considerate
pe cercul circumscris triunghiului ABC pe care s-a fixat un sens
pozitiv de parcurgere este egala cu zero.

2. Dreptele Simson ale varfurilor triunghiului A, B;C; in raport cu
triunghiul ABC sunt perpendiculare respectiv pe laturile opuse ale
triunghiului A, B, C;.

3. Dreptele Simson ale varfurilor triunghiului A, B;C; in raport cu
triunghiul ABC sunt concurente.

4. Triunghiul ABC este triunghi$ n raport cu triunghiul A; B, C;.
5. Cele sase drepte Simson ale varfurilor triunghilor A,B;C; si
ABC sunt concurente in mijlocul segmentului determinat de
ortocentrele acestor triunghiuri.

Demonstratie

1) Ne referim la Figura 70. Presupunem ca pe cercul circumscris al
triunghiului ABC a fost fixat sensul trigonometric de parcurgere a arcelor. Stim
cd dreapta lui Simson a punctului 4, este perpendiculara pe B; C;. Notam {X} =
BC N B,C,, avem: CXC, = AA"A, (ca unghiuri cu laturile perpendiculare),
unde A" este intersectia cu cercul a perpendicularei A;A’ pe BC.

Avem:

m(CRT,) = £ [m(5B) + m(GO)],

m(AA7A,) = m(A7A).

Din m(A71A) = m(BB,) + m(CC,), rezulta:

m(4;4) + m(B;B) + m(CC,) = 0.

2) Demonstram ca dreapta Simson a varfului B, n raport cu triunghiul ABC
este perpendiculara pe 4,C;.

Ducem perpendiculara din B pe A, C; si notam cu B"' intersectia acesteia cu
cercul. Unim B" cu B, si notdm {Y} = AC n A,C;. Avem:
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m(AVA,) = [m(47) - m(CT,)],

m(BB"B,) = m(B;B).

Deoarece m(A;A) + m(B;B) + m(C;C) = 0, rezulti ca
<AYA; = ¥BB"B,.

Figura 70

Aceste unghiuri, avand BB"' L A,Y si fiind ascutite, inseamnd ci au si
B;B" 1 AC, deci dreapta lui Simson a varfului B, este paraleld cu BB" si ca
atare este perpendiculard pe A,C;. Analog, se demonstreaza ca dreapta lui
Simson a varfului C; este perpendiculard pe A, B;.

Remarca 14

Practic conditia m(A\Zl) + m(B?l) + m(ffl) = 0(mod 360°) este necesara si
suficientd ca triunghiul A, B;C; s fie triunghi § In raport cu triunghiul ABC.

3. Notam cuM, N, P respectiv mijloacele segmentelor HA,, HB,, HC;, unde H
este ortocentrul lui ABC. Din teorema lui Steiner rezultd ca dreptele Simson ale
varfurilor A,, B,, C;trec respectiv prin M, N respectiv P si, pe de alta parte, aceste
drepte simson sunt perpendiculare pe B,C,, C, A, respectiv A, B, drepte respectiv
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paralele cu NP, PM si MN. Obtinem astfel ca dreptele Simson ale varfurilor 4,, B;,
C; sunt inaltimile triunghiului MNP, deci sunt concurente.

4. Rezulta din m(4;A) + m(B;B) + m(C;C) = 0(mod 360°).

5. Triunghiul MNP este omoteticul triunghiului A, B, C, prin omotetie de centru
H si de raport % Rezulté ca ortocentrul sau va fi mijlocul segmentului determinat de
centrul omotetiei H si de punctul omolog H,, ortocentrul triunghiului A,B;C;. Am
vazut ca prin acest punct trec dreptele Simson ale varfurilor triunghiului A;B;C;.
Relatia intre triunghiurile A;B;C; si ABC fiind simetrica, vom avea ca si dreptele
Simson ale varfurilor triunghiului ABC in raport cu A,B;C; sunt concurente Tn
acelasi punct, mijlocul segmentului [HH, ].

Notam:

1. AA;B{C;SAABC si citim: triunghiul A;B,C; este in relatia “S™ cu
triunghiul ABC.

2. Tz - multimea triunghiurilor inscrise intr-un cerc dat.

4.2 Relatia de echivalenta § in multimea
triunghiurilor inscrise in acelasi cerc

Definitia 34

Vom spune ca triunghiul A{B;C4 este in relatia S cu triunghiul
ABC daca triunghiul A;B,;C; este triunghi § in raport cu
triunghiul ABC.

Propozitia 61

Relatia § in multimea Jjz) este o relatie de echivalenta.

Demonstratie

Trebuie sa demonstram ca relatia § are proprietatile: reflexivitate, simetrie
si tranzitivitate.

Reflexivitatea
Oricare ar fi triunghiul ABC din multimea Tz, avem: AA; B, C; SAABC. Tntr-

adevar, dreapta lui Simson a varfului A n raport cu ABC este chiar inéltimea
din A a triunghiului ABC, aceasta fiind perpendiculara pe BC; obtinem ca ABC
este triunghi § in raport cu el insusi.
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Altd demonstratie: m(A4) + m(BB) + m(CC) = 0 (mod 360°).
Deci: AABCSAABC.

Simetria

Daca AA;B;C;SAABC, s-a demonstrat Tn Teorema T. Lalescu ca si
AABCSAA,B,(Cy, deci relatia “S” este simetrica.

Tranzitivitatea

Considerdm in multimea Jz) triunghiurile ABC, A,B,C,, A;B,C,, astfel
incat: AABCSAA,B;C; si A1B;C;SAA,B,C,.

Sa demonstram ca: AABCSAA,B,C,.

Din AABCSAA,B,C;, avem ca:

m(44,) + m(BB,) + m(CC;) = 0 (mod 360°).

Din A;B,C;SAA;B,(,, avem ca:

m(4;4;) + m(B,B,) + m(C;C;) = 0 (mod 360°).

Adunand membru cu membru cu relatiile precedente, obtinem ca:

m(44,) + m(BB,) + m(CC;) = 0 (mod 360°),
prin urmare: AABCSAA,B,C,.

Daca ABC este un triunghi fixat din 3, definim mulfimea:

SABC = {AA'B'C' € Tz / AABCSAA'B'C'}.

SAABC

Multimea este o clasd de echivalenta modulo “S™ a multimii Jiz).

Propozitia 62

Dreapta lui Simson a unui punct ce apartine cercului circumscris
triunghiurilor dintr-o aceeasi clasa de echivalenta are directia fixa in raport
cu aceste triunghiuri.

Demonstratie

Fie M un punct pe cercul circumscris triunghiului ABC si d o dreapta ce
determind impreund cu M un triunghi § Tn raport cu ABC. Deoarece dreapta lui
Simson a lui M in raport cu ABC sau cu orice alt triunghi din SAABC este
perpendiculara pe d, ea va avea o directie fixa.

Remarca 15

Denumirea triunghiurilor S ale triunghiurilor ortopolare este justificata de faptul
ca doua triunghiuri § in raport cu o dreapta au acelasi ortopol.
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ntr-adevir, fie ABC un triunghi si d o dreapta. Proiectiile varfurilor triunghiului
ABC pe d sunt A,, By, C, ; iar perpendicularele duse din A,, B;, C, pe BC, CA
respectiv AB sunt concurente cu O, ortopolul dreptei d in raport cu ABC. Acest
punct O este intersectia dreptelor Simson ale punctelor de intersectie cu cercul (ale
dreptei d) circumscris triunghiului ABC. Practic, aceste perpendiculare sunt drepte
Simson ale triunghiului § n raport cu triunghiul § ce are una dintre laturi dreapta d.

Propozitia 63

In doua triunghiuri S, ortopolii laturilor unuia in raport cu celalalt
coincid cu mjlocul segmentului determinat de ortocentrele lor.

Demonstratie

Orotopolul O al unei drepte d in raport cu un triunghi oarecare este punctul
de intersectie al dreptelor Simson, ale punctelor de intersectie a dreptei d cu
cercul. Din Teorema lui T. Lalescu, cele sase drepte Simson ale varfurilor unui
triunghi in raport cu celalalt triunghi sunt drepte concurente in mijlocul
segmentului determinat de ortocentrele lor.

4.3 Triunghiuri simultan ortologice si ortopolare

Lema5

Daca triunghiurile ABC si A;B,C; inscrise in acelasi cerc cu A4, |l BC,
BB; |l CA, CC, |l AB, atunci: B;C; si BC sunt antiparalele in raport cu AB
si AC, B; A, si BA sunt antiparalele in raport cu CB si CA; A,C; si AC sunt
antiparalele Tn raport cu BC si BA.

Demonstratie

B; C; si BC formeaza patrulaterul inscris BB, CC, deci ele sunt antiparalele
n raport cu BB, si CCy, cum BB, || CA si CC; || AB, avem ca B,C; si BC sunt
antiparalele in raport cu AB si AC. Analog, se demonstreaza celelalte cerinte.

Teorema 19

Daca triunghiurile ABC si A;B;C; inscrise in acelasi cerc au
AA; | BC, BB; I CA, CCy Il AB, atunci triunghiurile sunt
simultan ortologice si ortopolare.
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Demonstratie

Demonstrdm mai intai ci triunghiurile ABC si A, B, C; sunt ortologice. Tntr-
adeviar, perpendiculara din A pe B, C; care este antiparalela cu B va trece prin
0 - centrul cercului circumscris triunghiului ABC (Propozitia 4). Analog,
perpendicularele din B si C pe C;A; respectiv A;B; trec prin O, deci O este
centru de ortologie. Demonstram ca triunghiurile ABC si A;B;C; sunt
triunghiuri . Vom arita ca:

m(44,) + m(BB, ) + m(CC;) = 0 (mod360°). (1)

A A

Figura 71
Folosim Figura 71; avem ca patrulaterul AA, CB este trapez isoscel, deci:
m(44,) = 360° — 4m(C) — 2m(4). )
Patrulaterul BB, CA este de asemenea trapez isoscel; avem:
m(BB,) = 360° — 4m(C) — 2m(B). ©)
Patrulaterul CC, AB este trapez isoscel; rezulta ca:
m(CC,) = 360° — 4m(4) — 2m(C). 4)

Tinand seama ca in relatia (1) arcele trebuie parcurse in acelasi sens, vom
avea ca:
m(44,) = 4m(C) + 2m(4).
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Atunci:
m(44,) + m(BB,) + m(CC;)
= 4m(C) + 2m(4) + 360° — 4m(C) — 2m(B) + 360°
— 4m(4) — 2m(C).
Rezulta:
m(A4,) + m(BB,) + m(CT,) = 720° — 2[m(A) + m(B) + m(C)].
Deci:
m(44,) + m(BB,) + m(CC,) = 360°,
si, in consecintd, relatia (1) este adevarata, deci triunghiurile ABC si A,B,C;
sunt triunghiuri §.

Propozitia 64

Triunghiul median si triunghiul ortic al unui triunghi nedreptunghic dat
sunt simultan triunghiuri ortopolare si triunghiuri ortologice.

Demonstratia acestei proprietati rezultd ca o consecinta a Teoremei 5.
Faptul ca triunghiul median si cel ortic sunt ortologice a fost stabilit si prin
Propozitia 9.

Propozitia 65

Un triunghi ABC dat si triunghiul AqB,C, determinat de intesectiile
bisectoarelor exterioare ale unghiurilor A, B, C cu cercul circumscris
triunghiului ABC sunt triunghiuri simultan ortopolare si ortologice.

Demonstratia acestei proprietati rezulta din faptul ca triunghiul ABC si
triunghiul AyByC, sunt respectiv triunghi ortic si triunghi median in
triunghiul antisuplementar 1,1, 1. al triunghiului ABC.
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TRIUNGHIURI ORTOLOGICE CU
ACELASI CENTRU DE ORTOLOGIE

Tn acest capitol, vom demonstra cateva teoreme importante relative la
triunghiurile ortologice cu centru comun de ortologie si vom aborda cateva
chestiuni legate de triunghiurile biortologice.

5.1 Teoreme privind triunghiurile ortologice cu acelasi
centru de ortologie

Teorema 20

Douad triunghiuri ortologice cu centrul de ortologie comun sunt
triunghiuri omologice.
in demonstratia acestei teoreme, vom folosi:

Teorema 21 (N. Dergiades, 2003)

Fie C1(01,R1), C2(0,,R,), C3(03,R3) trei cercuri care trec
respectiv prin varfurile B si C, C si A, A si B ale unui triunghi
ABC. Notam cu D, E, F al doilea punct de intersectie respectiv
dintre (C;) si (C3), (C3) si (C1), (Cy) si (Cy). Perpendicularele
duse la punctele D, E, F pe AD, BE respectiv CF intersecteaza
laturile BC, CA, AB in punctele X, Y, Z. Punctele X, Y si Z sunt
coliniare.

Demonstratie (Ion Pitrascu)

Fie A;B,C; triunghiul median al triunghiului ABC (vezi Figura 72). Vom
folosi in demonstratie reciproca Teoremei lui Menelaus.

Avem:
XB _ Aria(XDB) _ DB-sin(XDB) __ DB-cos(ADB)
XC ~ Aria(XDC) ~ DC-sin(XDC) ~ DC-cos(ADC)
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Analog, gasim:

YC EC cos(BEC) ZA FA cos(CFA)

YA = EA cos(BEA)’ 7B = FB cos(CFB)’

Din patrulaterele inscrise ADEB, BEFC si CFDA, retinem ca:
XADB = «BEA, ¥BEC = «CFB, «CFA = <ADC.

Figura 72
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In consecinta:

XB YC ZA _ DB _EC _FA N
XCva z8 " bC EA 7B 1)
Pe de alta parte,

DB = 2R;sin(BAD),
EA = 2R; sin(ABE),
DC = 2R, sin(CAD),
FA = 2R, sin(ACF),
FB = 2R, sin(BCF),
EC = 2R, sin(CBE).
Revenind in relatia (1), obtinem:

_____ )

XC YA ZB sin(CAD) sin(ABE) sin(BCF)’

Conform unei Teoreme a lui Carnot, coardele comune ale cercurilor C;, Cs,
C; sunt concurente, adici AD N BE N CF = {P} (P este centrul radical al
acestor cercuri).

Cevienele AD, BE, CF fiind concurente, putem scrie forma trigonometrica

a Teoremei lui Ceva, de unde gasim:
sin(BAD) . sin(CBE) . sin(ACF) __
sin(CAD) sin(ABE) sin(BCF)
Cu aceasta relatie, din (2) obtinem ca:

Ceea ce aratd coliniaritatea punctelor X, Y, Z.
Pentru demonstrarea Teoremei 20, avem nevoie de:

Lema 6

Fie ABC si A'B'C' doua triunghiuri ortologice avand acelasi centru de
ortologie O. Daca E si F sunt proiectiile ortogonale ale varfurilor Bsi C pe
dreptele suport ale laturilor [A'C'] si respectiv [A’B’], atunci punctele B, C,
E si F sunt patru puncte conciclice.

Demonstratia 1

Fie O centrul de ortologie comun al triunghiurilor date; notim cu E, F
proiectiile lui B si C pe A'C’ respectiv pe A'B’, de asemenea notam: {B"'} =
EONA'B',{C"}=F0 n A'C’ (vezi Figura 73).
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Figura 73

Tn triunghiul A’B”C", O este ortocentrul, rezulta deci cdA’O L B"C".
Deoarece EF este antiparaleld cu B"'C", din Propozitia 4 rezulta ca EF este
antiparalela cu BC, ceea ce arata ca patrulaterul BCFE este inscriptibil.

Observatia 51

Analog, dacd D este proiectia lui A pe B'C’, rezultd ca punctele A,D,F,C si
A, D, E, B sunt conciclice.

Demonstratia 2 (Ion Patrascu)

Notam {A"}=A'0NnBC. Patrulaterele BEA"A’, A'A”FC sunt
inscriptibile. Puterea punctului O fatd de cercurile circumscrise acestor
patrulatere furnizeaza relatiile: 0A" - 0A' = OF - OC si 0A” - OA' = OE - OB.

Obtinem din acestea ca: OF - OB = OF - OC, prin urmare punctele B, C, F,
E sunt conciclice.
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Demonstratia 3 (Mihai Miculita)

Notand {A""} = A'O n BC = pryg:(A") (vezi Figura 73), avem:

BO L A'C"™)  ( OEAF — inscriptibil = <OEF = <0A'F
A'0 LBC (= {A”A’CO — inscriptibil = %0A'F = %BCO
CO LA'B

= «0EF = «BC0 = BCFE — inscriptibil.

Demonstratia Teoremei 20

Vom folosi configuratia din Figura 73. Patrulaterele BCFE, CFDA, ADEB
fiind inscriptibile, observam ca cercurile lor circumscrise satisfac ipotezele din
Teorema 21. Aplicand aceastd teoremd, rezultd ca dreptele B'C’ si BC, C'A’ si
CA, A'B' si ABse intersecteaza respectiv in punctele X, Y, Z, care sunt coliniare.
Folosind Teorema lui Desargues (vezi [24]), rezultd ca AA’, BB’ si CC' sunt
concurente si, prin urmare, triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt omologice.

Remarca 16

a) Triunghiurile 0,0,05; (format de centrele cercurilor circumscrise
patrulaterelor BCFE, CFDA respectiv ADFB) si ABC sunt ortologice.
Centrele de ortologie sunt punctele P — centrul radical al cercurilor de
centre 04, 0,, O5; si O— centrul cercului circumscris lui ABC.

b) Triunghiurile 0,0,0; si DEF format de proiectiile varfurilor
triunghiului ABC pe laturile lui A’B’C’ sunt ortologice. Centrele de
ortologie sunt: centrul cercului circumscris triunghiului DEF si P —
centrul cercului radical al cercurilor de centre 0,, 0,, 0. Intr-adevir,
perpendicularele duse din 0,, 0,, O; pe EF, FD respectiv DE sunt
mediatoare ale acestor segmente, deci sunt concurente Tn centrul
cercului circumscris triunghiului DEF, iar perpendicularele duse din
D, E, F pe laturile triunghiului 0,0,03, fiind coardele comune AD,
BE, CF, vor fi concurente in punctul P.

Teorema 22

Daca 0 este un punct n interiorul triunghiului ABC dat, A,;B,C;
este triunghiul sau podar si punctele A’, B’, C’ sunt astfel incat:

i. 0A;, OA’ sunt vectori coliniari; OB;, OB’ sunt vectori
coliniari; 0Cy, 0C’ sunt vectori coliniari;
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ii. O0A,-OA =0B,-0B =0C,-0C, atunci triunghiurile
ABC si A’B’C’ sunt ortologice cu centru comun de ortologie
0.

Demonstratie

Construim cercul de diametru AC’ si notaim cu D al doilea punct de
intersectie al sau cu A0. Obtinem (vezi Figura 74) caC'D L A0 (1)siOC; -
OC' = 0D - 0A (2). Deoarece OC, - OC' = OB, - OB’ (3), din relatiile i) si ii),
obtinem ca OD - OA = OB, - OB’. Aceasta relatie arata ca punctele B, B', A,
D sunt conciclice.

AI

Figura 74

Unghiul AB;B' este drept, rezultd ca si <ADB’ este drept, prin urmare
B'D 1 AO (4). Relatiile (1) si (4) aratd ca punctele B’, D, C' sunt coliniare si ca
AO L B'C'. Analog, deducem ca BO L A'C' si ca CO L A'B’, deci triunghiul
ABC si triunghiul A'B'C’ sunt ortologice de centru comun O.
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Observatia 52

Este adevarata si teorema reciprocd a Teoremei 22, iar demonstratia acesteia se
face fara dificultate.

Propozitia 66

Daca ABC si A’B’C’ sunt doua triunghiuri ortologice de centru comun de
ortologie O si omologie cu axa de omologie XYZ, atunci 0X, 0Y, 0Z sunt
respectiv perpendiculare pe AA’, BB’, CC'.

Y

Figura 75
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Demonstratie

Notam D', E’, F' proiectiile ortogonaleale lui O pe laturile BC, CA respectiv
AB,sicu D, E, F proiectiile ortogonale ale lui O pe B'C’, C'A’, respectiv A'B’.

Aplicand Lema 6, rezulta ca punctele A', B’, E', D' sunt conciclice (vezi
Figura 75).

Considerand puterea punctului O fata de cercul punctelor anterioare, scriem:

0D'-0A' = OE'-0B'. (1)

Punctele F si E' sunt pe cercul de diametru CB'; considerand puterea lui O
fatd de acest cerc, rezulta ca:

OF -0C = OE'-0B'. 2

Tot din Lema 6, retinem cé punctele A, C, F, D sunt conciclice; puterea lui
O fata de cercul acestor puncte implica:

OF - 0C = 0D - OA. ©)
Din relatiile (1), (2), (3), obtinem:

0D’ - 0A’ = 0D - OA. )
Relatia (4) aratd cd punctele A, A’, D’, D sunt conciclice, deci:

xDD’'0 = xA’A0. (5)
Punctele 0, D, X, D’ apartin cercului de diametru (0X), deci avem:
<DX0 = «D’'DO. (6)
Relatiile (5) si (6) conduc la:

<D'DO = <A’AO. )

Aceastd relatie, impreund cu OA L B'C’ si cu teorema reciprocd a
unghiurilor cu laturile perpendiculare, obtinem ca AA’ L OX. Analog,
demonstram ca BB’ L 0Y si CC’ L OZ.

Propozitia 67

Daca triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt ortologice de centru comun O si
omologice cu P si XY respectiv centrul lor de omologie si axa de omologie,
atunci: OP L XY.

Demonstratie

Din propozitia anterioard, am retinut cd OX L AA’, OY L BB, 0Z 1 CC'.

Notaim {X'} = 0X N AA’, {Y’} = 0Y n BB’, {Z'} = 0Z n CC’ (vezi Figura
75). Patrulaterul XX’0’A’ este inscriptibil; considerand puterea punctului O fata
de cercul sau circumscris, scriem:

0X'-0X = 0D’ 0A'. (1)
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Pe de alta parte:

0A,-0A' = 0B, - 0B’

Punctele B’, By, Y’, Y sunt pe cercul de diametru Y B’; scriind puterea lui O
fata de acest cerc, rezulta:

OB, 0B’ = 0Y’-0Y. (2
Relatiile (1), (2), (3) conduc la:
0X'-0X = 0Y’- 0Y, (3)

relatie ce aratd ca punctele X’, X, Y, Y’ sunt conciclice, prin urmare X'Y” este
antiparalela cu XY in raport cu OX si OY. De asemenea, X'Y’ este antiparalela
cu tangenta dusa in O la cercul de diametru OP. In consecinta, tangenta la cerc
este paraleld cu XY si cum OP este perpendiculara pe tangentd, avem ca OP L
XY.

5.2 Triunghiuri polar reciproce

Definitia 34

Doua triunghiuri se numesc polar reciproce in raport cu un cerc
dat daca laturile unuia sunt polarele varfurilor celuilalt fata de
un cerc.

Cercul fata de care cele doua triunghiuri sunt polare reciproce se
numeste cerc director.

Teorema 23

Doua triunghiuri polar reciproce in raport cu un cerc dat sunt
triunghiuri ortologice, avand drept centru comun de ortologie
centrul cercului.

Demonstratie

Fie ABC si A’B’C’ doua triunghiuri polar reciproce in raport cu cercul
director de centru O (vezi Figura 76).

Deoarece polara lui A, adica B’C’, este perpendiculard pe dreapta
determinatd de punctul A si de centrul cercului O, avem cd 0A L B’C’, analog
OB LACsi0C LAB.

De asemenea, polara lui A’ fata de cerc, adica BC, este perndiculara pe A0
sianalog B'O L ACsi C'O L AB, deci ABC si A’B’C’ sunt triunghiuri ortologice
avand centru de ortologie comun punctul 0.
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Punctele A4,, By, C, sunt inversele punctelor A, B, C — fata de cercul de
inversiune, avand centrul in 0.

Figura 76

Remarca 17

Un triunghi ABC si triunghiul sdu tangential sunt triunghiuri polar reciproce in
raport cu cercul circumscris triunghiului ABC, deci ele sunt triunghiuri ortologice
cu centrul comun de ortologie in cadrul cercului circumscris triunghiului ABC.
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5.3 Alte triunghiuri ortologice remarcabile cu acelasi
centru de ortologie

In capitolul 2, am evidentiat citeva perechi de triunghiuri ortologice cu
un singur centru de ortologie, si anume un triunghi dat si triunghiul sau de
contact; triunghiul dat si triunghiul sau tangential.

in cele ce urmeazi, vom investiga o alti pereche de triunghiuri
ortologice care au acelasi centru de ortologie.

Figura 77

Definitia 35

Fiind dat un triunghi ABC nedreptunghic, se numeste triunghiul
lui Cosnita al sau triunghiul cu varfurile in centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor OBC, OCA, OAB, unde O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
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Observatia 53

n Figura 77, triunghiul Cosnita al triunghiului ABC a fost notat 0,0, 0, .

Propozitia 68

Un triunghi nedreptunghic dat si triunghiul sau Cosnita sunt triunghiuri
ortologice cu centrul comun de ortologie O — centrul cercului circumscris
triunghiului dat.

Demonstratie

Evident, perpendicularele duse din 0,, 0,, O. pe BC, CA, AB sunt
mediatoarele triunghiului ABC, deci sunt concurente in O. Pe de alta parte, AO
este coardd comuna in cercurile circumscrise triunghiurilor AOB si AOC, prin
urmare AO L 0,0,. Analog, rezultd ca perpendicularele din B si C respectiv pe
0,0, si 0,0, trec prin punctul 0.

Remarca 18

1. Tn[24], am demonstrat ci triunghiurile ABC si 0,0, 0, sunt omologice
(cu ajutorul teoremei lui Ceva); acest rezultat se poate obtine acum cu
ajutorul Teoremei 20. Amintim cad centrul de omologie se numeste
punctul lui Cosnitd si ca acesta este conjugatul izogonal al centrului
cercului celor noud puncte; de asemenea, axa de omologie este numita
dreapta lui Cognita.

2. Daca triunghiul ABC este ascutitunghic si A;B;C; este triunghiul
podar al centrului cercului circumscris 0, iar 0,00, este triunghiul
lui Cosnita, se poate arita ca:

04,00, = 0B, - 00, = 0C, - 00, =~ R?.

Dacé consideram A’, B’, C’ apartinand respectiv dreptelor A,0,, B;0,, C,0,,
astfel incat 04, - 04’ = 0B, - OB’ = 0C, - 0C’, atunci, din Teorema 22, obtinem
ca triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt ortologice. Din Teorema 20, obtinem despre
aceste triunghiuri ci sunt omologice. in [21], am denumit centrul de omologie al
acestor triunghiuri — punctul generalizat al lui Cosnitd, iar axa de omologie a
acestor triunghiuri am numit-o dreapta generalizatd a lui Cosnitd. Yom denumi
triunghiul A’B’C’ triunghiul generalizat al lui Cosnita.

Avand in vedere Propozitia 68, putem enunta: Dreapta determinatad de centrul
cercului circumscris unui triunghi §i punctul generalizat al lui Cogsnita este
perpendiculard pe dreapta generalizata a lui Cosnitd.
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5.4. Triunghiuri biortologice

Definitia 36

Daci triunghiul ABC este ortologic cu triunghiul A{B{C si cu
triunghiul B;C{A4, spunem ca triunghiurile ABC si A;B{C4 sunt
biortologice.

Observatia 54

Tn Figura 78, triunghiurile ABC si A,B,C, sunt biortologice. Am notat cu 0,
centrul de ortologie al triunghiului ABC in raport cu triunghiul A,B;C; si cu O,
centrul de ortologie al triunghiului ABC in raport cu triunghiul B;C; A;.

Teorema 24 (A. Pantazi, 1896 — 1948)

Daca triunghiul ABC este simultan ortologic in raport cu
triunghiurile A;B;C; si B,C;A;, atunci triunghiul ABC este
ortologic in triunghiul C;A;B;.

Demonstratia 1

Triunghiurile ABC si A, B,C; fiind ortologice, avem:

AB? — AC? + BC} — BA? + CA? — CB? = 0. (1)
Triunghiurile ABC si B,C, A, fiind ortologice, putem scrie:

ACE — AA? + BA? — BB? + CB? — CC% = 0. (2)
Adunand membru cu membru relatiile (1) si (2), obtinem:

AB? — AA} + BC} — BB} + CA3 —CC? = 0. (3)

Relatia (3) exprima conditia necesara si suficienta ca triunghiurile ABC si
C, A, B, sa fie ortologice.

Demonstratia 2

Fie triunghiul ABC simultan ortologic cu triunghiurile A;B,C; si B;C;4;.
Utilizand Teorema 3, avem:

WIBICI +W'C1A1+W'A1B1 =0, (4)
MA - C,A, + MB - AB, + MC - B,C, = 0, (5)

Adunand membru cu membru relatiile (4) si (5) obtinem:
m " (B]_C]_ + ClAl) + M—B) " (ClAl + AlBl) +
+MC - (AB, + B.C;) = 0, (6)
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oricare ar fi M un punct din plan.

Deoarece B,C; + C1A; = B;A;, C1A, + A,B, = C,B, si A{B, + B,(C; =
m (relatia lui Chasles), avem:

MA - B,A; + MB - C,B, + MC - 4,C; = 0, @)
oricare ar fi M un punct in plan.

Aceasta relatie arata ca triunghiurile ABC si C; A, B; sunt ortologice.

Figura 78

Remarca 18

Teorema Pantazi poate fi formulata astfel:
Dacd doua triunghiuri sunt biortologice, atunci ele sunt triortologice.
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Teorema 25 (C. Cocea, 1992)

(1) Doua triunghiuri echilaterale ABC si A;B;Cy, invers
orientate sunt de trei ori ortologice si anume in ordinele:
A B C\.(A B (C\.(A B ¢
(A1 B, C1)’ (31 Gy A1>' (C1 Ay B1>'
(i) Daca notam cu 0';, 0',, 0’5 centrele de ortologie

corespunzatoare ternelorde mai sus, atunci triunghiul

0',0',0'; este echilateral si congruent cu triunghiul
ABC.

Demonstratie

|) NOtand cu A = prBlcl(A), B' = pTAlcl(B) §1 cu {01} =AA"'N BB’,
pentru a arata cd AABC este ortologic cu AA, B, C,, este suficient s aratam ca:

0,C L1 A;B;|(vezi Figura 79).

Avem:
AA’ 1 B,C, o
BB’ L Alcl} = 0,A’C,B’- inscriptibil
BCA = A,C.B;
- ALCiB, = BO,A L BCA= B0 (1)
[AA'1n[BB'] ={0,} > Bm/ = m

N 0, € ABC
= ABO,C- inscriptibil= {Aolc — ABC (2,3)

Tn fine, mai notand acum cu: {C'} = 0,C N A, B;, obtinem ci:
m(B80,4)" = m(BCA) = 60°
m(40,¢)® = m(4BC) = 60°

= 180° — [m(B0,4) + m(40,C)| =
= 180° — (60° + 60°) = 60° = m(B,4,C,) =
0,B'A,C’ — inscriptibil
BB' 1 A,C,
= [CC'(0,C) L A,B,|

} => m(C'0,B") =

= ('0,B' = BjA,C; =

in mod analog, se arati ca triunghiurile ABC si B;C,A; sunt ortologice de
centru O,, si O, apartine cercului circumscris triunghiului ABC, precum si ca
triunghiurile ABC si C; A, B; sunt ortologice de centru de ortologie 05, punct ce
apartine cercului circumscris triunghiului ABC.
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Figura 79

ii) Deoarece CO; |l AO, (sunt perpendiculare pe A,C;) si 4;0,C,05 este
patrulater inscriptibil (aceste puncte apartin cercului circumscris triunghiului
ABC), avem cd A0, C 05 este trapez isoscel, deci 0,0; = AC. Analog, AO;BO;
este trapez isoscel, prin urmare 0,05 = AB, si BO,C0; este trapez isoscel si,
prin urmare 0,0, = BC. Dar triunghiul ABC este echilateral, in consecintd
0, 0,05 este un triunghi echilateral congruent cu ABC.

Observatia 55

in mod analog, se poate ardta ci, daci notim cu 0'y, 0',, 0’5 centrele de
ortologie corespunzatoare ternelor de mai jos:
(A1B1C1). (B1C1A1). (C1A1B1)
ABC /'\ ABC /’\ ABC /'
atunci triunghiul 0';0’,0'; este echilateral si congruent cu triunghiul A;B;C;.
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Se poate justifica fara dificultate ca triunghiul 0, 0,05 este biortologic in raport
cu triunghiul 0',0',0'5.

Teorema 26 (Mihai Miculita)

Douad triunghiuri oarecare asemenea: ABC si A;B;C;, invers
orientate, sunt ortologice.

Consecinte

1). Pe parcursul demonstratiei, am ardtat ca patrulaterul PB;A,C; este
inscriptibil, rezulta ca P € A;B;C,. Asa ca centrul de ortologie P al
triunghiului A;B,C, fata de triunghiul ABC se gaseste pe cercul
circumscris triunghiului A, B,C, .

2). Daca ABC si A1B1(C, sunt doua triunghiuri echilaterale invers
orientate, atunci avem: AABC~AA,B,C;~AB,C{A;~AC;A;B;, asa ci
subpunctul i) al Teoremei 25 este un caz particular al teoremei de mai sus.

Demonstratia

Notand cu A’ = prgc(4;), C' = prap(Cy) si {P}=AA'nCC’, iar cu
{B'} = AC n B, P, demonstratia se reduce acum la a arita doar ca:
B' = pryc(By) (vezi Figura 80).
Avem:
A" =prgc(A) © AA" L BC
C' =pry(4,) © C,C' L AB
{P} = AA'nCC' = A,PC, = C'PA’
= A'BC'P — inscriptibil = C'PA’ = ABC } =
AABC~AA,B,C, = ABC = A{B;C,
= A,PC, = A{B,C, =
A PC, = A{B,C, = PB,A,C, — inscriptibil = A,C,B, = A,PB,
= [AA'] n[BB'] = {P} = A,PB, = A'PB’ =
AABC~AA,B,C;, = ACB = A,C, B,
= A'PB' = ACB =
= A'PB’'C — inscriptibil = PB’C = PA'B
PA' L BC = m(PA'B) = 90°
= B’ = prac(By)

}:ng’a"p:,

}:m(m)=9oo=>
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Figura 80

Teorema 27 (Lemoine)

Locul geometric al punctelor M din planul unui triunghi ABC, ale
caror triunghiuri podare Tn raport cu acesta sunt triortologice cu
ABC este dreapta lui Lemoine a triunghiului ABC.
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Demonstratie

Consideram triunghiul ABC astfel Tncét in reperul cartezian xOY sd avem
A(0,a), B(b,0), C(c,0).

Se stie cd ecuatia unui cerc determinat de trei puncte A,, A,, A; necoliniare
A;(x;,y1), i €{1,2,3}, este data de:

x*+y? x y 1

x2+y2 % ¥1 1

xX3+y5 X Y2 1
x2+y: X3 Y3 1

Pentru punctele A, B, C cu coordonatele de mai sus, aceastd ecuatie, dupa
dezvoltarea determinantului, este:

a(x? +vy?) —a(b + c)x — (a® + bc)y + abc = 0.

Scriem ecuatia dreptei Lemoine a triunghiului ABC. Aceasta este
determinata de intersectia tangentelor la cercul circumscris cu laturile opuse ale
triunghiului.

Ecuatia tangentei Th A(0, a) la cercul circumscris este:

a(b + c)x — y(a? — bc) + a(a? — bc) = 0.

R - - . bc—a?
Intersectand aceasta tangenta cu Ox, gasim punctul D, cu D (%; 0).

Ecuatia tangentei in B (b, 0) la cercul circumscris triunghiului ABC este:
a(b —c)x — (a? + bc)y —ab(b —c) = 0.
Intersectam aceasta tangenta cu dreapta AC:
ax+cy—ac=0.
Obtinem:
E( c(a®+b?) = -a(b—c)? )

a?-c2+2bc’ a2-c%+2bc)’
Panta dreptei lui Lemoine a triunghiului ABC este:

a(b+c)(b—c)?

—a*-2a2bc—bc3-b3c—b2c?’

Ecuatia dreptei lui Lemoine a triunghiului ABC este:

|a(b +¢)(b —c)%x + (a* + 2a®bc + bc® + b3c — b?c?)y — a(bc — a?)(b — ¢)? = 0|.

Sa considerdam acum un punct M(x,,y,) care are proprietatea din enunt,
adica triunghiul sdu podar, pe care il vom nota A,B;C;, este triortologic cu

triunghiul ABC. Avem ca A, (x,, 0). Ecuatia perpendiculara dusa din M pe AB
este:y —yo = i(x — Xp).
Intersectia acesteia cu AB: ax + by — ab = 0 este:

C b(a?+bxg—ayo) a(b?-bxg+ayo)
1 az+b? g aZ+b? '

Mpg =
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Perpendiculara dusa din M pe AC are ecuatia:
cx —ay —cxg +ay, = 0.
Intersectand aceasta dreaptd cu AC: ax + cy — ac = 0, obtinem:
B (c(a2+cx0—ay0) . a(cz—cx0+ay0))-
1 aZ+c? ! a2+c?
Ecuatia perpendicularei dusa din A; pe AC este:
cx —ay—cxg=0.

Ecuatia perpendicularei dusa din B, pe AB este:
b(a? + c®)x — a(a® + c?)y — xo(bc? + a®c) + y, - a(a? + bc)
—a?(c® - bc) = 0.
Ecuatia perpendicularei dusa din C; pe BC este:
(a® + c®)x — b(a? + cxy — ay,) = 0.
Aceste perpendiculare sunt concurente daca si numai daca:

c —a —cx,
b(a? +c?) —a(a®?+c?) —xo(bc? + ac?) + yy(a® + abc + a®c? — a?bc)| = 0.
a? + b? 0 —b(a? + bxy — ay,)

Dezvoltand acest determinant, efectuand reduceri, se obtine:
a(b+ c)(b —c)?xy + (a* + 2a?bc + bc® + b3c — b?c?)y,
—albc—a®)(b—-c)?=0.
Aceasta arata ca punctul M apartine dreptei Lemoine a triunghiului ABC.
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TRIUNGHIURI BILOGICE

Tn anul 1922, J. Neuberg propune denumirea de triunghiuri bilogice
pentru triunghiurile care sunt simultan omologice si ortologice.

6.1 Teorema lui Sondat. Demonstratii

Teorema 28 (P. Sondat, 1894)

Daca doua triunghiuri ABC si A,B;C; sunt bilogice cu centrul
omologiei P si centrele de ortologie Q4 si Q, atunci P, Q si Q;
sunt pe aceeasi dreapta perpendiculard pe axa de omologie.

Demonstratia 1 (V. Thébault, 1952)

Notam cu d axa de omologie a triunghiurilor date. Pe aceasta dreaptd, exista
punctele: {A'} = BCnB,C,,{B'} = ACn A,C,,{C'} = ABn A,B,.

Centrul de ortologie Q, este intersectia perpendicularelor duse din 4, B, C
respectiv pe B;C;; A1C; si A{B,. Ideea demonstrarii coliniaritatii punctelor P,
Q,Q estedeaarataca PQ LdsiciPQ, Ld.

Pentru a demonstra cd PQ L d, este necesar si suficient sd demonstram
relatia:

B'P?2 —B'Q%? = A'P? — A'Q%. (1)
Folosim Teorema lui Stewart in triunghiul PAC; B’ € AC; avem:
B'P?-AC+ CP?-B'A—PA?-B'C=B'A-AC-B'C. 2
Punctul P fiind centrul omologiei, avem:

PA; = a-AA;{ PB, = BBy, PC; =y - CC}, ®

a, B,y numere reale (in cazul Figurii 81, a, B8, y sunt strict pozitive).
Teorema lui Menelaus aplicata in triunghiul PAC pentru transversala B’ —
C; — A; implica:
B'C M4 CiP _
B'A AP CiCc 0 4)
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Figura 81
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Tinand seama de (3), obtinem din (4) ca:
B'C a

B'A v (%)

Teorema lui Stewart aplicati in triunghiul QAC, B’ € AC, conduce la:

B'Q?-AC+CQ?-B'A—QA?-B'C=B'A-AC-B'C. (6)

Egalam relatiile (2) si (6), obtinem:

B'P?-AC +CP?-B'A—PA?-B'C
=B'Q*-AC+CQ*-B'A—QA*-B'C

Sau:
(B'P*~BQ?)-4ac = (cQ* - cP?) B A+ (PA*~QA%)-B'c. (7)

Notam:

PA?2 — QA? =u, PB2 — QB%2 =v, PC2 - QC? =t. (8)
Gasim:

P2 _ pIn2 — au—yt
B'P?—B'Q*="—". 9)

Aplicam Teorema lui Stewart in triunghiurile PBC si QBC, A’ € BC,
obtinem:

A'P?2-BC—PB?-A'C+PC?>-AB=A'B-BC-A'C, (10)

A'Q?-BC—QB?-A'C+QC?-AB=A'B-BC-A'C. (11)

Teorema lui Menelaus n triunghiul PBC pentru transversala A" — C; —

B;, conduce la:
AB_vy

Tc 5 (12)

Egaland relatiile (10) si (11), si tinand seama de (8) si (12), obtinem:

A'P? — A1Q? =BT 13
¢ B-v (13)

Relatia (1) este echivalenta cu:

afu—v)+ Bylv—1t) +ya(t—u) =0. (14)

Pentru a demonstra (14), aplicim Teorema lui Stewart in triunghiurile PAC
si PAB, A, € AP; obtinem:

CA?-PA, — CP?-AA, + CA?-PA = PA-PA, - AA,, (15)

BA?-PA, — BP? - AA, + BA? - PA = PA- PA, - AA,. (16)

Egaland aceste relatii, obtinem:

(BA? — CA®)PA, + (PC? — PBY)AA, + (BA2 — CA))PA=0. (17)

Deoarece A;Q L BC, avem ci: BA? — CA? = QB? — QC?2.

Substituind aceasta relatie n (17) si tinand seama ca Z—: = @, precum si de

relatiile (8), obtinem:
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BA? — CA?+ QC%?—(QB% = ”T‘t (18)
Analog, obtinem relatiile:

CB% — AB? + QA% — QC?% = “7”, (19)
AC? — BC? + QB? — QA% = % (20)
Sumand ultimele trei relatii membru cu membru, obtinem:

=+ %” +E=0. (21)

Relatiile (14) si (21) sunt echivalente prin PQ L d. Analog, se demonstreaza
ca PQq 1 d, ceea ce incheie demonstratia Teoremei lui P. Sondat.

Demonstratia 2 (adaptatii dupi cea dati de Jean-Louis Aymé)

Fie A, intersectia perpendicularei dusé din Q, pe BC cu AA,, B, intersectia
paralelei, dusa prin A, la A, B, cu BBy, si C, intersectia paralelei dusa prin B,
la B;C; cu CC; (vezi Figura 82).

Figura 82

158 Ion Patrascu, Florentin Smarandache
Geometria triunghiurilor ortologice



TRIUNGHIURI BILOGICE

Triunghiurile A4, B, C; si A,B,C, sunt omotetice printr-o omotetie de centru
P (ele au laturile respectiv paralele).

Deoarece AQ, L B,C; si B;C; L B,C,, rezulta ca AQ, L B,C,; analog,
BQ, L A,C, si CQ; L A,B,, deci Q, este centrul comun de ortologie pentru
triunghiurile A,B,C, si ABC.

Triunghiul A,B,C, fiind omotetic cu A; B, C;, si A,B,C, fiind omologic cu
ABC (de centru P), notam A" B"'C"" axa de omologie a triunghiurilor A,B,C, si
ABC, avem ca A”B" || A'B' (A'B’' este axa de omologie a triunghiurilor ABC
si A;B,C,). Aplicand acum Propozitia 67, rezulta ca PQ, L A" B", deci:

PQ, L A'B'. (1)

Notam Aj; intersectia perpendicularei dusd din Q pe B;C; cu AA4; fie B,
intersectia paralelei dusa din A; la AB; cu BBjy; si fie C5 intersectia paralelei
dusd din B3 la BC cu CC,. Triunghiurile ABC si A;B;C; sunt omotetice de
centru P (au laturile respectiv paralele).

Avand B;Q L AC si A;C; || AC, rezultd c¢a B;Q L A;Cs; din A;Q L BC si
B;C, || BC, obtinem c¢i A,Q 1 B;C,. In concluzie, triunghiurile A;B,C; si
A3 B;C5 sunt ortologice, cu centrul comun de ortologie punctul Q, si omologice,
de centru P. Aplicand Propozitia 67, rezulta ca PQ || A"'B"" (unde A"'B'""" este
axa de omologie a triunghiurilor A; B, C; si A;B;C5. Cum A3 B;C; este omotetic
cu ABC, rezultd ca A" B"" este paralelda cu A'B’; in consecinta:

PQ L A'B'. (2)

Relatiile (1) si (2) conduc la concluzie.

6.2 Triunghiuri bilogice remarcabile

6.2.1 Un triunghi si primul sau triunghi Brocard

Definitia 37

Numim primul triunghi Brocard al unui triunghi dat, triunghiul
determinat de proiectiile centrului simedian pe mediatoarele
triunghiului dat.

Observatia 56

n Figura 83, K este intersectia simedianelor triunghiului ABC, OA’, OB', OC’
sunt mediatoarele acestuia, iar A, B,C; este primul triunghi al lui Brocard.
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Figura 83

Propozitia 69

Primul triunghi al lui Brocard este asemenea cu triunghiul dat.

Demonstratie

Observam ca m(KA;0) = 90°, deci 4, apartine cercului de diametru OK,
analog B;, C; apartin acestui cerc. Avem: B;A,C; = B;0C; (subintind acelasi
arc 1n cercul circumscris primului triunghi Brocard). Pe de alta parte,«B;0C; =
¥BAC (au laturile respectiv perpendiculare). Obtinem ca «B;A4,C; = <BAC.
Analog, rezulta cad €A,B;C; = <ABC si, in consecintd, triunghiul ABC dat si
primul sau triunghi Brocard A, B;C; sunt asemenea.

Observatia 57

1. Cercul circumscris primului triunghi Brocard se numeste cercul lui
Brocard.

2. Propozitia anterioarda se demonstreazd In acelasi mod si in cazul
triunghiului ABC obtuzunghic (sau dreptunghic).

Teorema 29

Triunghiul ABC si primul sau triunghi Brocard, A;B;C;, sunt
triunghiuri bilogice.
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Vom demonstra aceasta teorema in doua etape:

I. Demonstram ca triunghiurile A, B; C; si ABC sunt ortologice.

Intr-adevar, perpendicularele duse din A,, B;, C; pe BC, CA, AB sunt
chiar mediatoarele triunghiului ABC si, in consecinta, O — centrul cercului
circumscris triunghiului ABC este centru de ortologie al triunghiului
A{B{C; n raport cu triunghiul ABC. Conform teoremei triunghiurilor
ortologice si perpendicularele duse din A;, By, C; respectiv pe laturile
primului triunghi al lui Brocard A, B;C; sunt concurente.

Deoarece acest punct este important Tn geometria triunghiului, 71 vom
defini si vom demonstra concurenta dreptelor anterioare.

Figura 84

Definitia 38

Se numeste punct Tarry al triunghiului ABC centrul de ortologie
al triunghiului ABC in raport cu primul triunghi Brocard.
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Propozitia 70

Centrul de ortologie al triunghiului ABC 1in raport cu A;B,C; - primul
sau triunghi Brocard este punctul Tarry, T, si acest punct apartine cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie

Notim {B}} = BT n A,C,, {C1} = CT n A,B, (vezi Figura 84). Avem:
%C14,B, = %A, rezultd ca m (BiAlCi) = 180° — A, in consecintd <BTC =

XA, ceea ce arata ca T apartine cercului circumscris triunghiului ABC.

I1. Pentru a demonstra ci triunghiurile ABC si A;B;C; sunt omologice
avem nevoie de cateva rezultate ajutatoare:

Definitia 39

Punctele 2 si 2’ din interiorul triunghiului ABC, cu
proprietatile:

m(x02A4AB) = m(x02BC) = m(x02CA) = w,

m(<2'BA) = m(x2'AC) = m(x2'CB) = w,

se numesc punctele lui Brocard, iar w se numeste unghiul lui
Brocard.

Lema7

Tn triunghiul ABC, in care Q este primul punct al lui Brocard si AQ N

w2
BC = {A""}, avem % = %
Demonstratie
AriaAABA" =~ AB - AA" - sinw, 1)
AriadACA" = %AC CAA" - sin(A — ). )
Din (1) si (2), rezulta:
AriaAABA" _ csinw

AriaAACA!! T bsin(A-w) (3)
Pe de alta parte, triunghiurile mentionate au aceeasi inaltime dusa din 4,
prin urmare:
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AriaAABA! _ BA"

Ariadaca’ — ca'” (4)
Relatiile (3) si (4) conduc la:

BA"! c sinw

A7 = 3 Simta—ay ®)

Figura 85

Aplicand Teorema sinusurilor in triunghiurile AQC si B2C, obtinem:

cn AC
sin(A-—w) _ sin(40c)’ (6)
cn BC
sinw  sin(BRC) (7)

Deoarece m(AQNC) = 180° — A si m(BAC) = 180° — C, din relatiile (6)

si (7) rezulta:
sinw b .sinC

sin(A-w)  a sind’ (8)
Teorema sinusurilor in triunghiul ABC furnizeaza:

sinC — < 9)
sinA  a (
Relatiile (5), (8) si (9) conduc la:

BA” _ CZ

cal” T a2
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Observatia 58

1. Notand {B"} =BN2 N AC si {C"} =C2 N AB, se obtin in mod analog
relatiile:
cB" _a® ac" _p*

B"A _ p2'c'B 2
2. Notand {A""}=A0'nBC{B"'}=BN'nAC, {C"'}=C0" nAB;
procedand analog, gasim:

BA""" a? c¢B"" _ b% aAc' 2
cal T b2 A T 2’ Bc a2
Lema 8

Tntr-un triunghi ABC este adevirata relatie:
cotw = cotA + cotB + cotC. (10)

Demonstratie

Din relatia (8), rezulta:

. a sinA .
sin(A — w) = --—-sinw. (11)
b sinC
sin A a . A - .
Dar — = —, inlocuim in (11), gésim:
sin B b
. sin2 A-sin w
sin(4 — w) = ——.
sin B'sin C
Dezvoltam: sin(A — w) = sinA * sinw — sinw - cos A.

Lo
Avem: sin4 - cosw — sinw - cos 4 = 245N (12)
sinB-sinC

Impartim relatia (12) prin sinA-sinw si tindnd cont cd sinA =
sin(B + C), iar sin(B + C) =sinB - cosC + sinC - cos B, obtinem relatia

(10).

Observatia 59

Din (10), se obtine ca:
tanw = —o— (13)

a?+b?%+c?

Lema 9

Daca in triunghiul ABC, K este centru simedian si K; este proiectia lui
K pe BC, atunci:

KK, = %a-tana).
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Demonstratie

Daca AA, si CC, sunt simediane aplicand in Teorema lui Menelaus in

. . c A BA 2 .CA _ b? . . AK _ b%+c?
triunghiulAA4, B si tindnd cont de =2 = = ¢i =22 = 2 se obtine cd — = ——,
> CAy  b2% B a? ; KAjp a?
. . . AA;  a®+b3%+c?
iar de aici —= = ———.
KA, a?
Ady _ hg s . . L
Dar —= = —* (h,, este indltimea din A4 a triunghiului ABC).
KAy KKy ;
. h 24b2%+c? 28 .y 1
Din —% = 2% cum h, = =, rezulti KK; = -a - tan w.
KKq a a 2
Observatia 60

Daci K,, K5 sunt proiectiile Iui K pe AC si AB, atunci are loc relatia:

KK KK, KK 1
—=—t=—"=-tanw.
a b c 2
Lema 10

Tn triunghiul ABC cevienele lui Brocard B2 si C2' se intersecteazi in
punctul A, (varf al primului triunghi Brocard).

Demonstratie

Figura 86
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Fie {A1} = B2 n CN' (vezi Figura 86). Deoarece «A;BC = <A;CB = w,
rezultd ca triunghiul BA|C este isoscel daca A7A" L BC (A’ este mijlocul lui
BC). Mai mult, avand: A{A' = ~-a - tan w, deci A4’ = KK, , rezulta ca Af =
Al-

Lema 11

Fie ABC un triunghi si A; B; C; primul triunghi Brocard al sdu. Dreptele
AA,, BB;, CC; sunt izotomicele simedianelor AA,, BB,, CC,.

Demonstratie

Notam B2 N AC = {B"}, CQ' N AB = {C"""} si AA; = {A%}.
Cum B2, CN' si AA, sunt concurente, aplicand Teorema lui Ceva, avem ca:
cB'" ¢'""a ALB cB"” _a?. c'""a _c? AYB b2

B7A C''B Ay Lodar Zm =0l G =@ ahc oz

obtinem ca:

. . . . A;B 2 < .
Deoarece AA, este simediana si AZ—C = %, rezultd ca punctele 4, si A} sunt
2

simetrice fatd de mijlocului Iuid’ al lui BC, deci AA) este izotomica
simedianeidA,, analog avem ca BB si CC, sunt izotomicele simedianelor BB,
respectiv CC,.

Finalizam acum etapa a 2-a a demonstratiei. Se stie ca izotomicele unor
ceviene concurente intr-un triunghi sunt ceviene concurente si, cum A4;, BB;,
CC; sunt izotomicele simedianelor, rezulta ca ele sunt concurente si, in
consecintd, triunghiul ABC si primul sdu triunghi Brocard A,B;C; sunt
triunghiuri omologice. Centrul acestor omologii este notat, in unele lucrari, 2",
si este denumit al treilea punct al lui Brocard.

Remarca 20

Teorema lui Sondat implica coliniaritatea punctelor: O — centrul cercului
circumscris triunghiului ABC, T — punctul lui Tary si Q" — al treilea punct Brocard
al triunghiului ABC.

6.2.2 Un triunghi si triunghiul lui Neuberg al siu

Definitia 40

Doua triunghiuri care au acelasi unghi al lui Brocard se numesc
triunghiuri echibrocardiene.
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Observatia 61

a) Doud triunghiuri asemenea sunt triunghiuri echibrocardiene.
b) Un triunghi dat si primul triunghi Brocard al sdu sunt triunghiuri
echibrocardiene.

Teorema 30

Locul geometric al punctelor M din plan situate de aceeasi parte
a laturii BC a unui triunghi ABC dat, care are proprietatea ca
triunghiul MBC este echibrocardian cu ABC este un cerc cu centru
N, situat pe mediatoarea laturii BC, astfel incat m(«BN,C) =
2w si de raza n, = % a-Vcot? w — 3 (cercul lui Neuberg —
1882).

Demonstratie

Fie ABC triunghiul dat (vezi Figura 87). incepem demonstratia construind
cateva puncte ale locului geometric in ideea de a “identifica” forma locului.
Este clar ca punctul lui Brocard al unui triunghi echibrocardian cu ABC poate
fi considerat pe semidreapta (B£2. Alegem Q' intersectia dintre (B si
mediatoarea laturii BC.

Construim locul geometric al punctelor M din semiplanul de frontiera BC si
care contine punctul 4, din care segmentul B2’ “se vede”sub un unghi de
masurd w. Acest loc geometric este cercul de centru O’ - intersectia mediatoarei
segmentului B2’ cu perpendiculard in B pe BC si avand ca raza O'B.

Construim acum o secanta la acest cerc, C M, astfel incat m(.()T(‘,T/Il) = w,
fie M, al doilea punct de intersectie al acestei secante cu cercul C(0'; 0'B).
Triunghiurile M;BC si M,BC au acelasi punct Brocard Q' si acelasi unghi w,
deci sunt echibrocardiene cu ABC, asa cid punctele M;, M, apartin locului
geometric cautat. Avem acum trei puncte ale locului geometric cautat, 4, M;,
M,. Evident, putem construi simetrica acestei figuri fatd de mediatoarea
segmentului BC si mai obtinem alte trei puncte, A’, M';, M',. Este posibil ca
locul geometric cautat sa fie un cerc si centrul sdu sa fie, din motive de simetrie
situat pe mediatoarea segmentului BC. Notam cu N, intersectia acestei
mediatoare cu cercul C(0'; 0'B). Vom demonstra ca N, este centrul cercului —
loc geometric — cercul lui Neuberg. Avem <«BN,1' = w, de asemenea
*0'BN, =w (0'B Il N,2"). Triunghiul O'BN, este isoscel, prin urmare
X0'N,B = w.
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Din motive de simetrie, avem ca si <CN,2' = w, in consecintd N, este un
punct fix situat pe mediatoarea N2' a lui BC, deoarece m(BN,C) = 2w.
Aratim cd N,M; = N,M,.

Br

Figura 87

Notam cu | intersectia dintre CM, si2'N, si cu J intersectia dintre CM; si
0'N,; deoarece m(NCI) = 2w si NIC = <N, 1], iar m(JN,N) = 2w, rezulta
ca N,0' L MM, si, in consecinta: N,M; = N, M,.

Demonstram acum ca N, A = %a -vcot?2w — 3. Notdm P proiectia lui A pe
NN, si avem:

N A? = AN? + NN,* — 2NN, - PN(Teorema [ui Pitagora generalizatd).

Din Teorema medianei in triunghiul ABC, avem:

4AN? = 2(b* + c?) — a?, apoiNN, = 5~ a- cot .

S a?+b?+c?
Am stabilit ca: cotw = s

AriaAMBC =~-a - MN - cos(MNN,).
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Din Teorema cosinusului aplicata in triunghiul MN N, avem:
MZ = MN? + N,N* — 2MNNN,, - cos(MNN,,).
Am stabilit ca: N,N = %a - cotw.

Inlocuind in formula precedents, avem:

3

1 2MN?+=a?
n2 =NM? +-a%-cot? w — a-cotw - ——2—.

4 2a-cotw

. 1
Raza cercului Neuberg: n, = Sa Veot?w — 3.
Avem:
1 3 1 3 cot cotw
~a?-cot?w —>a? = MN? +-a? - cot?w — - a? - —— — ==+ MN?,
4 4 4 4 cotw cotw
Rezulta:

cotw’—cotw

cotw (MN2 + %az) =0.

Din aceasta relatie, obtinem cot w’ = cot w, ceea ce implicd w' = w.

Remarca 21

Dacid reformulam enuntul Teoremei 30 astfel: Aflati locul geometric al
punctelor M din planul triunghiului ABC cu proprietatea ca triunghiurile cu un varf
in M si celelalte doud sa fie varfuri ale triunghiului dat si sd aiba acelasi unghi
Brocard ca si ABC; raspunsul va fi dat pe aceeasi cale ca mai inainte, insd exista 6
cercuri Neuberg (cate doud simetrice fatd de fiecare latura a triunghiului dat).

< - . A . 3a%+4m2
Observam ca 2S = a - PN, deci notand AN = m, avem: cotw = =N
1 3a%+4m3
NgA?2 =m2 +-a% cot? w — a - cotw - ——2,
4 4a-cotw

Obtinem: N;A = %a V- cot?w — 3.

Am demonstrat ca orice varf de triunghi echibrocardian cu ABC si care are
latura BC comuna cu ABC apartine cercului Neuberg C(N,; ng).

Demonstram reciproc, adica orice punct M ce apartine cercului C(N,; ng)
este varful unui triunghi MBC echibrocardian cu triunghiul dat ABC.

Notam ' unghiul Brocard al triunghiului MBC (vezi Figura 88), M €
MB2+MC?+BC?

4-AriaAMBC
Din Teorema medianei aplicata in triunghiul MBC, retinem:

2
MB? + MC? = 2MN? + “7

C(N,; ng), atunci cotw’ =
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Figura 88

Definitia 41

Numim triunghiul lui Neuberg al unui triunghi ABC dat,
triunghiul N ,N,N. format de centrele cercurilor Neuberg
(situate in semiplanele determinate de o latura si de un varf al
triunghiuluiABC).

Teorema 31

Triunghiul ABC si triunghiul sdau Neuberg N N,N_. sunt
triunghiuri bilogice. Centrul omologiei este punctul lui Tarry al
triunghiului ABC, iar un centrul de ortologie este O — centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.
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Demonstratie

Perpendicularele duse din N,, N, N, pe laturile triunghiului ABC sunt
mediatoarele acestuia, prin urmare O — centrul cercului circumscris triunghiului
ABC este centru de ortologie al triunghiului lui Neuberg Tn raport cu triunghiul
ABC. Tn Propozitia 70, am demonstrat ca perpendicularele duse din A, B, C pe
laturile primului triunghi al lui Brocard sunt concurente in punctul lui Tarry, T,
al triunghiului ABC. Pentru a demonstra ca T este centru de omologie al
triunghiurilor N,N, N, si ABC, este suficient sd demonstram ca punctele N, 4,
T;Ny, B, T;N,, C, T sunt coliniare.

Figura 89
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Conditia N, A4, T coliniare este echivalentd cu N,A L BC,, adica cu AN, -

—_—

B,C,=0; AN, = AA' + AN,;B,C, = B,B' + B'C' + C'C,; AA’ = i(ﬁ +

AC); B'C'=-1BC; AN, B;C; = (44 + A'N,) (B,B +BC +Cc,) =
“AB-B\B +-AB-B'C +5AB-CC,+5AC BB +;AC-B'C +-AC-
CC,+AN, BB +AN,BC +AN,-CcC,.

DarAB - C'C, = 0; AC -B,B’ = 0;A'N, -B'C’ = 0.

-AB- BB’ = —%bc ‘tan w -+ sin 4,

EAC-C’C1 = %bc-tanw-sinA,

lﬁ-B’C’ = lac-cosB,

2 4

lR-B’C’ = —lab -cosC,
2 4

A'Na . BlB’ = iab - cos C,

A’Na : C’Cl = %ac - cos B.

Obtinem astfel ca AN, - B;C; = 0. Similar, aratam ca punctele Ny, B, T; N,
C, T sunt coliniare.

Remarca 22

Triunghiul lui Neuberg si primul triunghi Brocard ale unui triunghi dat sunt
triunghiuri bilogice. Centrul omologiei este centrul cercului circumscris
triunghiului dat, iar unul dintre centrele de ortologie este punctul lui Tarry al
triunghiului dat.

Teorema 32

Dacd ABC este un triunghi dat, N,NyN. este triunghiul sau
Neuberg, iar A;B,C; este primul sau triunghi Brocard, atunci:
aceste triunghiuri sunt doud cate doua bilogice, au aceeasi axa de
ortologie si aceeasi axd de omologie.

Demonstratie

Am remarcat ca punctele 0, T, Q" sunt coliniare; aplicand Teorema 19 din
[24], rezulta ca triunghiurile ABC, A,B;C;, N,N, N, au doui cate doua aceeasi
axa de omologie. Daca notam cu U centrul de ortologie al triunghiului ABC in
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raport cu N, N, N, si cu V centrul de ortologie al triunghiului A,B;C; in raport
cu NN, N, atunci, conform Teoremei lui Sondat, rezulta ca axa de ortologie a
triunghiurilor ABC si A,B,C;, adici OT, este perpendiculard pe axa de
omologie a lor.

Deoarece O este centru de ortologie al triunghiurilor N,N,N, si ABC,
inseamna cd axa de ortologie a acestora este perpendiculara din O pe axa lor de
omologie, prin urmare coincide cu OT, iar axa de ortologie a triunghiurilor
N N, N, si A;B;Cy, trecand prin T si fiind perpendiculard pe axa de omologie,
este tot OT. Teorema lui Sondat implica coliniaritatea punctelor T, 0, Q", U si
V.

6.2.3 Un triunghi si triunghiul ce determina pe laturile sale trei
antiparalele congruente

Teorema 33 (R. Tucker)

Trei antiparalele congruente in raport cu laturile unui triunghi
determind pe aceste laturi sase puncte conciclice.

Demonstratie

Fie (A14,), (B1B,), (C,C,) cele trei antiparalele respectiv la laturile BC,
CA, AB, congruente (vezi Figura 90).

Notdm Az, Bs, C; intersectia perechilor de antiparalele (B;B,; C,C5),
(C,Cy; A1A3) si (A1A,; BiB,). Triunghiurile A;B,C,; B3C,A,; C3B,A, sunt
isoscele. Tntr-adevar, <BB;B, = <A si %C,C,C = <A, deci %C,C,C =
<BB, B,. Aceste unghiuri fiind opuse la varf cu A;C,B; si A3B;C,, obtinem ca
triunghiul A;B;C, este isoscel. Analog, se demonstreazd ca triunghiurile
B;C1 A, si C3B,A, sunt isoscele. Obtinem cé bisectoarele triunghiului A;B;C5
sunt mediatoarele segmentelor (B, C,); (C;A4,); (A1 B,).

Fie T intersectia acestor bisectoare (centrul cercului inscris in triunghiul
A3B3Cs3), avem relatiile TB, = TC,; TC, = TA,; TB, = TA;. Triunghiurile
TB,A3 si TC,A; sunt congruente (L.L.L.), rezultd cad «TB,A43 = «TC,A3, CU
consecinta T BB, = «TC(,(;. Aceasta relatie, impreund cu B,B, = C;C, si
TB; = TC,, conduc la ATB;B, = ATC,C,, prin urmare TB, = TC,.

Analog, rezultd ca ATA,A, = ATC,C,, cu consecinta TA; = TC,.

Asfel obtinemca: TA; =TA, =TB; =TB, = TC, = TC,, ceeace arata ca
punctele 4,, A,, By, B,, C;, C, sunt pe un cerc cu centrul T. Acest cerc se
numeste cercul Iui Tucker.

Ion Patrascu, Florentin Smarandache 173
Geometria triunghiurilor ortologice



TRIUNGHIURI BILOGICE

A
A2
Al
C3
@)
K T
B, L C
B B, \ - C, C
AS
S
Figura 90
Teorema 34

Triunghiurile ABC si A3B3C5 sunt bilogice. Centrul omologiei
este centrul simedian K al triunghiului ABC, iar centrele de
ortologie sunt centrul cercului Tucker, T, si centrul O al cercului
circumscris triunghiului ABC.

174 Ion Patrascu, Florentin Smarandache
Geometria triunghiurilor ortologice



TRIUNGHIURI BILOGICE

Demonstratie

Construim tangentele in B si C la cercul circumscris triunghiului ABC si
notdm cu S intersectia lor. Se stie cd AS este simediand in triunghiul ABC.
Demonstram ci punctele A, A3, S sunt coliniare (vezi Figura 91). Intr-adevir,
deoarece B,C,C, B, este trapez isoscel avem ci B,C; || BC, pe de alti parte BS
este antiparalela la AC, deci BS || B,A;, analog CS |l C,A5. Triunghiurile
A3C; B, si SCB au laturile respectiv paralele, prin urmare ele sunt omotetice,
deoarece {A} = BB, N CCy, rezulta ca centrul omotetiei este 4, in consecinta
punctele A4, A3, S sunt coliniare, adica AA5 este simediand in triunghiul ABC,
analog rezultd cd BB5 si CC; sunt celelalte simediane, deci ele sunt concurente
in K centrul simedian.

Figura 91

Acest punct este centrul omologiei triunghiurilor ABC si A;B;C5;. Am
observat ca perpendicularele din A3, B3, C5 pe BC, CA, AB sunt bisectoarele
triunghiului A;B3C5, deci acestea sunt concurente in T — centrul cercului
Tucker. Acest punct este centru de ortologie al triunghiului A; B;C5 in raport cu
ABC. Perpendicularele din A, B, C pe antiparalelele B;C5, C3A5, A3B5 vor fi de
asemenea concurente.
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Deoarece aceste antiparalele sunt paralele cu tangentele duse din A, B
respectiv C la cercul circumscris inseamna ca perpendicularele duse in A4, B, C
pe tangente trec prin O centrul cercului circumscris si acest punct este in
consecintd centrul de ortologie al triunghiului ABC in raport cu triunghiul
A3B5Cs.

Remarca 23

1. Omologia triunghiurilor ABC si A3B;C5 se poate demonstra si cu ajutorul
Teoremei lui Pascal relativa la un hexagon inscris (vezi [24]). Intr-adevar,
aplicand aceasta teorema in hexagonul inscris A;4,C; C,B,B,, obtinem ca
laturile opuse acestuia, adica A4, si BC; BB, si AC; C,C, si AB se
intersecteaza respectiv In punctele M, N, P, si acestea sunt puncte coliniare.
Ele determina axa de omologie a triunghiurilor ABC si A;B;C5; conform
Teoremei lui Desargues, rezulta ca dreptele AA;, BB3, CC;suntconcurente.

2. Din Teorema lui Sondat, obtinem ca punctele K, O, T sunt coliniare. Tot
din aceastd teoremd, obtinem ca OK este perpendiculard pe axa de
omologie a triunghiurilor ABC si A;B5Cs5.

Propozitia 71

Triunghiul A3B3;C; si triunghiul A,B,C, format de intersectiile
diagonalelor trapezelor B, C,C;B,; C,CA,A ; A;B,B;A, sunt omologice.
Centrul lor de omologie este T, centrul cercului Tucker, iar dreapta
determinata de T si de centrul cercului circumscris triunghiului 4,B,C, este
perpendiculara pe axa de omologie a triunghiurilor.

Demonstratie

Patrulaterul A;A,B;B, este trapez isoscel, iar triunghiul C;A;A, este
isoscel; rezultd ca C;C, este mediatoarea segmentului A,B,, prin urmare ea
trece prin T, centrul cercului Tucker al triunghiului ABC (vezi Figura 92).

Analog, A;A, si B3B, trec prin T, prin urmare centrul cercului Tucker al
triunghiului ABC este centru de omologie al triunghiurilorA; B;C5siA,B,C,.

Notam:

{L} = A3B; N A,B,,

{M} = B3C3 N B,Cy,

{N} = A5C; N A,C,.
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Conform Teoremei lui Desargues, punctele M, N, P sunt coliniare si ele
apartin axei de omologiei a triunghiurilor anterior evidentiate.

Figura 92

Deoarece C,A,B, = C,A,B, (subintind arce congruente in cercul lui
Tucker), rezulta ca patrulaterul A, A4,B,C, este inscriptibil, avem MA, - MA, =
MC, - MB,, deci punctul M are puteri egale fata de cercului lui Tucker si fata
de cercul circumscris triunghiului A,B,C,, asa ci el apartine axei radicale a

acestor cercuri. Analog, se aratd cd punctele L si N apartin aceleiasi axe
radicale.

6.2.4 Un triunghi si triunghiul proiectiilor centrului cercului inscris pe
mediatoarele sale

Teorema 35

Fie ABC un triunghi oarecare si fie A’B'C’ triunghiul determinat
de proiectiile centrului cercului inscris I in triunghiul ABC pe

mediatoarele sale. Atunci, triunghiurile ABC si A'B'C'sunt
bilogice.
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Demonstratie

Vom demonstra pe cale vectoriala ca centrul de omologie al triunghiurilor
ABC si A'B'C' este punctul N al lui Nagel. Avem:

AA =Al+TA =2 4B +<-BC -5 4B + <. 4C.
2p 2p 2a 2a

Am considerat triunghiul ABC cu AB < AC si am tinut seama ca:Al = %-

AB + é -AC,iarIA’ = aBC, BC = AC — ﬁ, si daca C, este proiectia lui I pe
BC.

M, mijlocul lui (BC), avand BC, = p — b si BM, = =, gisim C,M, = bz_aC’
- b—c
decia = —.
2a
A4 = (2 2=\ 4B + (£ + =5\ a¢
A4 = (Zp =) 4B + (2,,+ <) AC.

Fie {D,} = AA’ n BC, avem:

AD, = AP0 YR | 2t COYE
a 2ap 2ap

Pe de alta parte, T‘C) = M(R - E)

Scalarii 4 si u sunt astfel incat:

D,C = AC — 4D, deci:

u(AC — AB) = AC — 2 L2=0 4B — A 2O,
Rezulta:
( —1+AM)AC+(AM—M)E=O.
2ap 2ap
Vectorii AB si AC fiind necoliniari, rezulta ca:
ac+p(b c)

ab—p(b—c) _
—u+ AT =0.
Gasim: A = — 51 u= M in consecmtaD C= -BC, deci D,C=p—

b
b, iar iar punctul Da este |zotom|cul lui C, (contactul cerculm inscris cu BC),

prin urmare AD, trece prin punctul N al lui Nagel.

Analog, se aratd cd BB’ si CC’ trec prin N. Evident, triunghiurile A’B'C’ si
ABC sunt ortologice, si centrul de ortologie este O — centrul cercului
circumscris triunghiului ABC. Conform teoremei triunghiurilor ortologice,
rezultd cd si perpendicularele duse din A, B, C respectiv pe B'C’, C'A’ si A'B’
sunt concurente. Notam acest centru de ortologie cu @ si aritam cd @ apartine
cercului circumscris triunghiului ABC.
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Figura 93

Avem «B®PA = 180° — <A'C'B’. Pe de alti parte, punctele A’, B', C’
apartin cercului de diametru OI, deci: «A'C’'B’ = —<A’IB’, iar acesta din urma
are laturile perpendiculare pe mediatoarele laturilor BC si AC si, prin urmare,
este congruent cu <BCA.

Avand m (B(DA =180° — m(C’ )), inseamna ca patrulaterul AQBC este

inscriptibil, deci @ apartine cercului circumscris triunghiului ABC.
Teorema lui Sondat implica coliniaritatea punctelor N, 0, .

Remarca 24

Tn triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC, cercul circumscris
triughiului ABC este cercul celor 9 puncte, iar N — punctul lui Nagel, este centrul
cercului Tnscris Tn triunghiul anticomplementar.

Din Teorema lui Feuerbach (vezi [15]), aceste cercuri sunt tangente, punctul de
tangenta fiind chiar punctul @ (centrul de ortologie al triunghiului ABC Tn raport cu
triunghiul A'B’C") — numit si punctul lui Feuerbach.

Coliniaritatea punctelor N, 0, ® evidentiatd mai inainte si faptul ca cercurile
mentionate sunt tangente interioare conduc la ON = R — 2r.
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6.2.5 Un triunghi si triunghiul proiectiilor centrelor cercurilor exinscrise
pe mediatoarele sale

Propozitia 72

Fie ABC un triunghi dat si A’B'C’ triunghiul ale carui varfuri sunt
proiectiile centrelor I,, I,, I, ale cercurilor exinscrise respectiv pe
mediatoarele laturilor(BC), (CA) si(AB).

Atunci triunghiurile ABC si A’B'C’sunt bilogice. Centrul de ortologie
al triunghiului ABC 1n raport cu A'B'C’apartine dreptei 'O (' este
punctul lui Gergonne al triunghiului ABC si O centrul cercului sau
circumscris).

Demonstratie

Fie C, si D, proiectiile centrelor I si I, pe BC (vezi Figura 94).

Figura 94

180 lon Patrascu, Florentin Smarandache
Geometria triunghiurilor ortologice



TRIUNGHIURI BILOGICE

Aceste puncte sunt izotomice. Cercul inscris si cercul A-exinscris sunt

. . . . IC, - . R

omotetice prin omotetie de centru A si de raport IT". Notam cu D" diametrul lui
a

D, n cercul A-exinscris; avem ca C, si D' sunt puncte omotetice, deci 4, C,,
D" sunt coliniare. Punctul A’, proiectia lui I, pe mediatoarea laturii BC, este
chiar mijlocul segmentului C,D" pentru cd OA’ contine linia mijlocie a
triunghiului dreptunghic C,D,D", prin urmare A’ apartine cevienei Gergonne
AC,, analog B' si C' apartin cevienelor Gergonne BB,, CC,. Cum aceste
ceviene sunt concurente in I'(punctul lui Gergonne), rezulta cé acest punct de
centrul de omologie al triunghiurilor ABC si A'B'C".

Figura 95

Evident, triunghiul A’B’C’ este ortologic Tn raport cu ABC si centrul de
ortologie este 0. Din Teorema lui Sondat, rezulta ci centrul de ortologie al
triunghiului ABC n raport cu A'B'C' apartine dreptei I'O.
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6.2.6 Un triunghi si triunghiul lui Napoleon al siu

Definitia 42

Daca ABC este un triunghi si in exteriorul siu construim
triunghiurile echilaterale BCAj, CAB}, ABC; spunem despre
triunghiul 0,0,0; care are ca varfuri centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor echilaterale construite ca este
triunghiul exterior al lui Napoleon corespunzitor triunghiului
ABC.

Observatia 62

Tn Figura 95, triunghiul exterior al lui Napoleon este 0,0,05.

Definitia 43

Cercurile circumscrise triunghiurilor echilaterale BCA,, CAB4,
ABC4 se numesc cercurile lui Toricelli.

Definitia 44

Triunghiul 070,03 determinat de centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor echilaterale BCA;, CAB;, ABC;
construite pe laturile triunghiului ABC spre interiorul acestuia
se numeste triunghiul interior al lui Napoleon.

Teorema 36

Pe laturile triunghiului ABC se construiesc Tn exteriorul acestuia
triunghiurile echilaterale BCA,, CAB;, ABC;; atunci:
i) Cercurile lui Toricelli se intersecteaza intr-un punct T';
i) Triunghiul exterior al lui Napoleon este echilateral;
iii) AA{ = BB, = CCy;
iv) Triunghiurile ABC si A1BC sunt bilogice.

Demonstratie

i) Notam T al doilea punct de intersectie a cercurilor Toricelli circumscrise
triunghiurilor  ABC, si ACB;. Avem m(ATB) = m(ATC) = 120°;
presupunand cd T se afld in interiorul triunghiului ABC, rezultd cid si
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m(BTC) = 1200, in consecinta patrulaterul BT C A, este inscriptibil si, ca atare,
T apartine cercului circumscris triunghiului echilateral BCA,.

Observatia 63

a) Dacém(m) > 1209, atunci T este in exterioriul triunghiului si
m(BTA) = m(CTA) = 60°; rezulta cd m(BTC) = 120°, deci T
apartine cercului Toricelli circumscris lui BCA;.

b) Tn cazul in care m(BAC) = 120°, punctul T coincide cu varful A.

c) Punctul T se numeste punctul Toricelli-Fermat al triunghiului ABC.

ii) Dacd masurile unghiurilor triunghiului ABC sunt mai mici decat 120°,
atunci:  m(B,AC,) = 120° + 4, m(4;BC,) = 120° + B, m(B,CA;) =
120° + C.

De asemenea: m(0,40;) =60°+ A, m(0;B0;)=60°+B si
m(0,C0,) = 60° + C.

Vom calcula laturile triunghiului lui Napoleon cu ajutorul teoremei
cosinusului.

Avem: 0,03% = 0342 + 0,A4% — 2054 - 0,A - cos(60° + A).

Deoarece 034 = ¢ -2, 0,4 = b+ 2 s5i cos(60° + A) = >cos A — Csin 4,

2 2
avem 0,05° =%+%—%cosA+%-x/§sinA.
Insa 2bc cos A = b? + ¢? — a? si bc - sin A = 2S.

2 2 2
. a?+b%+c?+45V3
Obtinem: 02032 =

Analog, 0;0,% si 0,0,% sunt date de aceeasi expresie, prin urmare
triunghiul 0, 0,05 este echilateral.

iii) Consideram T Tn interiorul triunghiului ABC, deciniciun unghi al
triunghiului ABCnu are masura mai mare sau egald cu 120°. Avem m(ATB) =
m(fﬁ"\C) = m(m) = 120° (aceasti proprietate face ca punctul T Tn acest caz
sa fie numit centru izogon al triunghiului ABC). Pe de altd parte, m(gﬂl) =
60°, prin urmarem(ATB; ) = 120° + 60° = 180°, deci punctele A, T, A, sunt
coliniare (analog B, T, A; si C, T, A; sunt coliniare). Din relatia Van Schooten,
avemca TB + TC = TA;, cum A, T, A, sunt coliniare, rezultd ca AA; =TA +
TB + TC, analog BB, = CC; =TA+TB +TC.
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Observatia 64

Se poate demonstra ca AA; = BB, = CC; prin calcul direct cu Teorema
2 2 2
cosinusului; se gaseste ci AA,* = M

iv) Am demonstrat mai inainte ca A, T, A;; B, T, By; C, T, C, sunt coliniare;
prin urmare, triunghiurile ABC si A, B;C; sunt omologice, iar centrul omologiei
este punctul lui Toricelli-Fermat, T.

Perpendicularele duse din A;, B;, C;pe BC, CA respectiv AB sunt
mediatoarele acestor laturi, in consecintd O — centrul cercului circumscris
triunghiului ABC este centrul de ortologie al triunghiului A;B;C; in raport cu
ABC.

Teorema 37

Triunghiul ABC in care niciun unghi nu are masura mai mare

decat 120° si triunghiul sdu exterior al lui Napoleon sunt

triunghiuri bilogice.

i) Centrele de ortologie sunt centrul O al cercului circumscris
triunghiului ABC si centrul izogon T al triunghiului ABC;

i) Centrul de omologie apartine axei de ortologie si axa de
ortologie este perpendicularad pe axa de omologie.

Demonstratie

i) Perpendicularele duse din 0, 0,, 0; pe BC, CA respectiv AB sunt
mediatoarele acestor laturi; prin urmare, O este centrul de ortologie al
triunghiului lui Napoleon 0,0,05 in raport cu ABC.

Segmentele TA, TB, TC sunt coarde comune in cercurile Toricelli si, ca
atare, 0,05 este mediatoarea lui [TA], 0;0; este mediatoarea lui [TB] si
0,0, este mediatoarea lui [TC].

Rezulta cd T este al doilea centru de ortologie al triunghiurilor
evidentiate In enunt.
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Figura 96

ii) Fie A’, B', C' intersectiile cevienelor AO,, BO,, C05 respectiv cu BC,
CA, AB. Avem:

BA" _ AriaA(ABA") _ AriaA(B0O1A") _ AriaA(ABO;)

cA’  Ariaa(Aca’) T Ariaa(co;4") T Arian(Acoq)’

Obtinem:

BA' _ AB-BOy'sin(4B0y) _ ¢ sin(B+30°)

cA’ ~ Ac-coqsin(Aco,) ~ b sin(c+30°)

Analog:

8’ _ c sin(C+30")
B'A " a sin(4+30°)
c'A _ b sin(4+30")
¢'B" a sin(B+30°)
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Din—; - —; - — = 1sireciproca Teoremei lui Ceva, obtinem ca A0, BO,,
€03 sunt concurente, prin urmare triunghiul ABC si triunghiul exterior al lui
Napoleon, 010,03, sunt omologice. Notam cu P centrul acestei omologii.

Din Teorema lui Sondat, rezulta ca punctele T, O, P sunt coliniare si cd axa
de ortologie OT este perpendiculard pe axa de omologie a triunghiurilor
bilogice ABC si 0,0,0;.

Teorema 38

Pe laturile triunghiului dat ABC se construiesc triunghiurile
echilaterale BCA,, CAB,, ABC, (ale caror interioare intersecteaza
interiorul triunghiului ABC). Atunci:

i) Cercurile circumscrise acestor triunghiuri echilaterale au
un punct comun T".

ii) Triunghiul interior al lui Napoleon, 010503, este
echilateral.

iv) Triunghiurile ABC si A, B, C, sunt triunghiuri bilogice.

Demonstratie

i) Fie T’ cel de-al doilea punct de intersectie a cercurilor circumscrise
triunghiurilor ACB, si ABC, (vezi Figura 97).

Avem: m (BT'C) = 60° sim (AT'C) = m (AT'C,) = 60°.

Din ultima relatie, rezulta coliniaritatea punctelor T, C,, C.

Deoarece m (BT'C) = m(BAZC) = 60°, obtinem ci T apartine cercului
circumscris triunghiului echilateral BCA,.

ii) Calculam lungimea laturilor cu ajutorul teoremei cosinusului, tinand
seama de faptul ca, in general, unghiurile €0;A05, €0;B03;, €05C0; au
misurile egale cu: A —60° B —60° sau C — 60° (sau 60° — 4, 60° — B,
60° — €) In cazul in care m(4) < 30° sau m(B) < 30° sau m(C) < 60°.

Se obtine:

0,04% = 0504% = 0,04% =

a?+b%+c%-45\3
6
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Figura 97

Remarca 25

Din expresia precedentd, se obtine cd intr-un triunghi ABC este adevarata

inegalitatea a + b* + ¢* > 45+/3. Egalitatea are loc daci si numai dacd ABC este
echilateral.

iii) ABAB, = AC,AC (LUL), BA=C,A, AB,=AC sim(BAB,) =
m(C,AC) = A—60° (in cazul Figurii 97), rezultd ca BB, = CC,. Analog,
AABA, = AC,BC, rezulti ci AA, = CC,.

iv). Analog cum a fost demonstrata coliniaritatea T', A4, A,, se demonstreaza
si coliniaritatea punctelor T', B, B, si T', C, C,. Aceasta coliniaritate implica
faptul ca ABC si A,B,C, sunt omologice.
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Centrul omologiei este punctul T’ care se numeste al doilea punct Torricelli-
Fermat. Perpendicularele duse din A,, B,, C, respectiv pe BC, CA si AB sunt
mediatoarele acestor laturi; in consecintd, centrul cercului circumscris
triunghiului ABC, O este centrul de ortologie al acestor triunghiuri.

Teorema 39

Triunghiul ABC dat si triunghiul sdu interior al lui Napoleon
010505 sunt bilogice.

Demonstratie

Perpendicularele duse din 05, 03, 05 pe BC, CA respectiv AB sunt
mediatoarele acestor trei laturi si, prin urmare, sunt concurente in O — centrul
cercului circumscris triunghiului ABC, punct ce este centru de ortologie al
triunghiurilor 0; 0504 si ABC. Deoarece T'A este coardd comuna in cercurile
Toricelli de centre 0} si 05, rezultd ci 0505 este mediatoarea segmentului T’ A4,
deci perpendiculara din A pe 030, trece prin T'; analog, rezulti ci
perpendicularele duse din B pe 0105 si din C pe 010 trec prin punctul al
doilea Toricelli-Fermat, T’ - punct ce este centru de ortologie al triunghiurilor
ABC si 070505, Fie A’, B', C' intersectiile cevienelor A0;, BOj;, CO}
respectiv cu BC, CA si AB.

Avem:

BA' _ ArieAABA’ _ ArieABOjA’ _ ArieAABO;

cA’  ArieAACA’  ArieACOjA’  ArieAAcoy’

Obtinem:

BA' _ AB-BO}-sinABO] _ c-sin(B—30°)

cA’ = Ac-col-sinAco] — b-sin(C-300)

Analog, rezulta ca:

CB' _ a sin(C-30%)

B'A ¢ sin(A-30°)
c'a _ b sin(A-30°)
C'B~ a sin(B-309)
BA' cB' Aac’' . . . . .
Deoarece J'E'H:L reciproca Teoremei lui Ceva implica

concurenta dreptelor A0y, BOj, COj si, In consecintd, omologia triunghiurilor
ABC si 010505. Notam cu P’'centrul de omologie. Teorema lui Sondat arata ca
punctele T’, O, P’ sunt coliniare si OT' este perpendiculara pe axa de omologie
a triunghiurilor bilogice ABC si 0;0505.
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TRIUNGHIURI ORTOOMOLOGICE

7.1. Triunghiuri ortogonale

Definitia 42

Doua triunghiuri ABC si A{B{C, se numesc ortogonale daca au
laturile respectiv perpendiculare.

A

Figura 98

Tn Figura 98, triunghiurile ABC si A, B,C, sunt ortogonale. Avem:
AB 1 A{B;,BC 1 B;C,si CA 1 C,A,.

Observatia 62

Daca triunghiurile ABC si A;B;C; sunt ortogonale, iar varfurile triunghiului
A, B, C; sunt respectiv pe laturile triunghiului ABC, spunem ca triunghiurile sunt
ortogonale, iar A; B; C; este inscris in ABC.
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Problema 9

Fiind dat un triunghi A;B;C;, construiti un triunghi ABC astfel incat
ABC si A;B;C; sa fie triunghiuri ortogonale si A;B;C; sa fie Inscris in
triunghiul ABC.

Solutie

Daca construim perpendiculara d, Tn A; pe A,C;, perpendiculara d, in B,
pe B;A; si perpendiculara d; in C; pe C;B,, atunci, notand {A} = d, N ds,
{B} =d, nd; si {C} =d, nd,, triunghiul ABC este ortogonal cu A;B,C; si
acesta din urma este inscris in ABC (vezi Figura 99).

Figura 99

Daca construim perpendiculara d; Tn 4; pe A,B,, perpendiculara d,in B,
pe B;C, si perpendiculara d5 in C; pe C;A4, si notam {A} = d; Nnds, {B} =
d, Nnd; si {C} =d, Nnds, triunghiul ABC este, de asemenea, solutie pentru
problema propusa.
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Problema 10

Sa se construiasca triunghiul A;B;C; nscris in triunghiul ABC dat si
ortogonal Cu acesta.

Solutie

Presupunem problema rezolvata si rationdm pe configuratia din Figura 100,
unde triunghiul A,B,C; este inscris in triunghiul dat ABC si ortogonal cu
acesta.

Construim perpendicularele in A, B, C respectiv pe AC, AB si BC; obtinem
astfel triunghiul A4,B,C, ortogonal cu ABC. In continuare, construim
perpendicularele in 4,, B,, C, respectiv pe A,C,, B,A, si C,B,, obtinand
la intersectiile lor triunghiul A;B5C5 ortogonal 4,B,C,.

Figura 100
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Observam ca AC || A;C5, BC || B3C5, AB || A3Bs; prin urmare, triunghiurile
ABC si A3B5;C5; sunt omotetice. Centrul omotetiei este {0} = AA; N BBs.
Observam ca A,B, Il A,B,, A,C; 1| A,C, si B1C; || B,C,, deci si triunghiurile
A,B,C, si A;B;C; sunt omotetice.

Deoarece omoteticul segmentului A;C5 este segmentul AC prin omotetie de
centru O si raport %, cum A, € A3;Cs, dacd ducem A,0 si notam cu Aj
intersectia cu AC, avem:

042 _ 043

04," ~ oa’

Analog gasim ca

OB, O0Bs . 0C,

77— —— S1 7
0B, OB ° 0C;

0C: . . . R
= 0—C3, prin urmare triunghiul 4,’B,’C," este omoteticul

triunghiului A,B,C, prin omotetia de centru O si de raport %. Deoarece

omotetia este o transformare care pastreazd masura unghiurilor si transforma
dreptele in drepte, iar triunghiul A,B,C, este ortogonal cu triunghiul A;B5C;,
inseamna cd si triunghiul A;'B;'C;" va fi ortogonal cu ABC si prin urmare
A/ =A,,B, =B, ¢,/ =C;.

Putem construi triunghiul A, B, C; astfel:

1. Construim triunghiul A,B,C, ortogonal cu triunghiul dat ABC si ABC
inscris in A,B,C, (construim efectiv perpendicularele in A, B, C,
respectiv pe AC, AB si BC).

2. Construim triunghiul A;B5C5 ortogonal cu A,B,C,, astfel incat A,B,C,
sa fie inscris in A3B3Cs.

3. Unim A cu A3, B cu By sinotdim {0} = AA; N BBs.

4. Unim A, cu 0, B, cu 0, C, cu 0. La intersectia acestor drepte cu AC,
AB, BC giasim punctele A,, By, C; varfurile triunghiului cerut.

Observatia 63

Deoarece triunghiul A,B,C;poate fi construit in doud moduri, rezultd ca putem
obtine cel putin doua solutii la problema propusa.

Problema 11

Fiind dat un triunghi ABC sa se construiasca un triunghi A, B, C;, astfel
incat triunghiurile sa fie ortogonale.
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Solutie

Considerdm un punct C, Tn planul triunghiului ABC (vezi Figura 101).
Ducem proiectiile ortogonale ale lui C; pe BC, CA, AB fie acestea A', B', C'.
Consideram B; € (A'C,); ducem din B, perpendiculara pe AB si notam cu A,
intersectia ei cu (C;B"). Triunghiurile A, B;C; si ABC sunt ortogonale.

A

Figura 101

7.2. Triunghiuri simultan ortogonale si ortologice

Propozitia 73 (Ion Patrascu)

Daca se dau triunghiurile ABC si A,B;C; ortogonale, si ele sunt si
ortologice, atunci ortologia este in sensul cd ABC este ortologic cu B; A, C;,
centrele de ortologie sunt varfurile C si Cy, iar triunghiurile ABC si A{B,C;
sunt asemenea.
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Demonstratie

Deoarece ABC si A,B;C; ortogonale, avem AB 1 A;B;, BC 1 B,C;,CA L
C;A; (vezi Figura 102).

Sa consideram cd ABC si A, B, C; sunt ortologice in sensul ca perpendiculara
dusa din A pe B;C;, perpendiculara dusa din B pe A, C; si perpendiculara dusa
din C pe A; B, sunt concurente Tntr-un punct 0. Atunci, perpendiculara din B
pe A;C; va fi paralela cu AC, perpendiculara din A pe B,C; va fi paraleld cu
BC; aceasta conduce la concluzia cd punctul O este astfel incéat patrulaterul
ACBO este paralelogram. Pe de altd parte, perpendiculara dusa din C pe 4, B;
trebuie s fie paraleld cu AB si trebuie si treacd prin O, ceea ce este absurd,
deoarece nu este posibil ca In paralelogramul ACBO diagonala CO sa fie
paralela cu diagonala AB.

Sa consideram ca ABC si A; B, C; sunt ortologice 1n sensul ca perpendiculara
din A pe A,B,, perpendiculara dusd din B pe B,C;, perpendiculara dusé din C
pe C; A; sunt concurente intr-un punct 0. Atunci, perpendiculara din A pe A; B;
va fi chiar AB, perpendiculara din B pe B, C; este chiar BC; in acest moment,
punctul O coincide cu B; perpendiculara din C pe 4, C,, adica AC, ar trebui s3
treaca prin B, ceea ce este imposibil.

Ay

Figura 102
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In fine, si consideram ca ABC si A,B;C; sunt triunghiuri ortologice in
sensul cd perpendiculara dusa din A pe C, A, perpendiculara dusa din B pe B, C;
si perpendiculara dusa din C pe A; B; sunt concurente intr-un punct 0. Deoarece
perpendiculara din A pe A;C;trebuie sa fie paraleld cu AC, rezultd ca aceasta
perpendiculara este chiar AC. Perpendiculara din B pe C; B, este chiar BC, prin
urmare punctul O coincide cu C. Perpendiculara din C pe A, B, va fi paralela cu
AB ea se poate construi si, prin urmare, varful C este centru de ortologie al
triunghiului ABC n raport cu triunghiul B;A,C;.

Conform teoremei triunghiurilor ortologice, si triunghiul B;A;C; este
ortologic in raport cu ABC. Se gaseste ca centrul de ortologie este varful C;.

Tn Figura 102, se observa ca unghiurile ACB si AC; B, au laturile respectiv
perpendiculare, prin urmare ele sunt congruente. La fel, unghiul BAC si unghiul
B1A,C,; au laturile perpendiculare, deci sunt congruente. Rezultd astfel ca:
AABC~AA; B, (.

Propozitia 74 (Ion Patrascu)

Dacd ABC este un triunghi dreptunghic in A si A;B,C; un triunghi
ortogonal cu el, atunci:

i) Triunghiul A;B;C; este dreptunghic in Ay;

i) Triunghiurile ABC si A;B,C, sunt triortologice.

Demonstratie

i) Din A,C, L AC, A;B, L AB si m(4) = 90°, rezulta ca m(4;) = 90°
(vezi Figura 103).

ii) Perpendiculara dusa din A pe A, C, este AC, iar perpendiculara dusa din B pe
C,B, este CB. Acestea sunt concurente Tn punctul C prin care trece, evident,
perpendiculara dusa din C pe A, B;. In consecintd, triunghiurile ABC si B, A, C, sunt
ortologice, iar centrul de ortologie este varful C.

Perpendiculara dusa din A pe A, B, este AB, iar perpendiculara dusa din C
pe B;C;, este CB. Aceste perpendiculare se intersecteaza in punctul B;
perpendiculara dusa din B pe A,C, trece, evident, prin B, prin urmare punctul
B este centrul de ortologie al triunghiului ABC 1n raport cu triunghiul C; B, A;.

Putem afirma ca triunghiul ABC este biortologic cu triunghiul A;B,C; si,
aplicand Teorema Pantazi, avem ca ABC si A;B,C; sunt triortologice. Faptul
ca triunghiul ABC si A;C, B; sunt ortologice se poate demonstra ca mai inainte.
Centrul de ortologie este A.
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Figura 103

Observatia 64

Evident, si triunghiul A,B;C; este triortologic Tn raport cu triunghiul ABC;
centrele de ortologie sunt varfurile triunghiului A, B, C;.

7.3. Triunghiuri ortoomologice

Definitia 43

Dous triunghiuri care sunt simultan ortologice si omologice se
numesc triunghiuri ortoomologice (J. Neuberg).

Problema 12

Fiind dat triunghiul ABC, sa se construiascd triunghiul 4;B;C, astfel
inclt ABC si A1B1C sa fie triunghiuri ortoomologice.

Pentru rezolvarea acestei probleme, demonstram:
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Lema 12

Fie ¢(0,r) si (04, 1,) doud cercuri secante cu punctele M si N comune.
Ducem prin M secantele A, M, A, si B, M, B;. Unghiul coardelor AB si
A1 B, este congruent cu unghiul cercurilor date.

Definitia 44

Unghiul a doui cercuri secante este unghiul ficut de tangentele
duse la cercuri intr-unul din punctele comune.

Demonstratia lemei

Notam {P} = AB n A;B; si MT, MT, tangentele duse in M la cele doua
cercuri (vezi Figura 104). Avem: <PAM = «BMT, <PA,M = <B,MT,.

Figura 104

Adunand aceste relatii si tinand seama ca suplementele masurilor gasite prin
aceastd adunare sunt egale, obtinem: XAPA; = «TMT;.
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Definitia 45

Doua cercuri se numesc ortogonale daca unghiul lor este drept.

Observatia 65

Daci consideram doua cercuri, C(0, 1) si C(04, 1), ortogonale, si doud coarde,
AB si A,B;, In aceste cercuri, astfel incat A, M, A, si B, M, B; sa fie coliniare (M
este punct comun cercurilor date), atunci, Tn baza Lemei 12, va rezulta ca AB L
A,B;.

Rezolvarea Problemei 12

Construim cercul circumscris triunghiului ABC si apoi construim un cerc
ortogonal acestui cerc. Notdam cu M unul dintre punctele comune cercurilor
(vezi Figura 105).

Ducem dreptele AM, BM, CM si notdam cu A,, By, C; al doilea punct de
intersectie al lor cu cercul ortogonal cercului circumscris triunghiului ABC.

Figura 105

Conform Lemei 12, va rezulta ca triunghiurile ABC si A;B;C; au laturile
respectiv perpendiculare, deci vor fi triunghiuri ortogonale. Pe de alta parte,
AA,, BB, CC; sunt concurente in M, deci triunghiurile sunt omologice.
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Remarca 24

Pentru a construi doud cercuriC(0,r) si C(0,,1,) ortogonale, tinem cont de:

Teorema 40

Doua cercuri C(0, 1) si C(04,1;) sunt ortogonale daca si numai
dacir? +r?2 = 002

Demonstratie

Daca cercurile sunt ortogonale si M este unul dintre punctele lor comune,
atunci MO si MO, sunt tangente cercurilor, triunghiul OMO, este dreptunghic
si, in consecintd, r? + r2 = 00%.

Reciproc, dacd cercurile sunt astfel incat 72 + r2 = 007, rezulti cd unghiul
OMO; este drept si, de asemenea, unghiul TMM,, facut de tangentele in M la
cercuri, este drept, prin urmare, cercurile sunt ortogonale.

T1 T

Figura 106

Teorema 41

Dacé ABC si A1 B, C; sunt doua triunghiuri ortoomologice, atunci:
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i.  Cercurile lor circumscrise sunt secante, iar unul dintre
punctele lor comune este centrul omologiei;

ii.  Cercurile circumscrise triunghiurilor date sunt ortogonale.

iii.  Celalalt punct comun al cercurilor circumscrise
triunghiurilor date este centrul de asemanare al acestor
triunghiuri;

iv.  Dreptele lui Simson ale centrului omologiei Tn raport cu
triunghiurile date sunt paralele cu axa de omologie a lor.

v. Dreptele lui Simson ale centrului de aseméanare a
triunghiurilor in raport cu triunghiurile date sunt ortogonale
ntr-un punct ce apartine axei de omologie.

Demonstratie

i) Notdm cu M centrul de omologie a triunghiurilor date, deci {M} = A4, N
BB; n CC,, de asemenea, notam P, Q, R axa de omologie (vezi Figura 107):

{P} = A,B, n AB,

{@} =B,C, N BC,

{R} = C,A, N AC.

P, Q, R sunt coliniare si datoritd ortogonalitatii triunghiurilor date, avem ca
unghiurile din P, Q si R sunt drepte.

ii) Deoarece coardele AB si A, B, din cele doua cercuri sunt perpendiculare,
tinand seama de Lema 12, rezulta ca cercurile circumscrise triunghiurilor ABC
si A;B;C; sunt ortogonale.

iii) Rezulta din Teoria figurilor asemenea, vezi Anexa nr. 2.

iv)
1\1\:’121 i gg} = MCR,Q, — inscriptibil = Q;R;A = Q;MC
1
MQ.,C,Q L BC = MQ, Il C;1Q = Q,;MC = QC,C =
C;Q L BC . s R —
C,R L AC = (,CRQ — inscriptibil = QC,C = QRA
= Q;R,A=QRA = |Q,R, Il QR|
(Mihai Miculita; vezi Figura 108)
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Figura 107

v) Notdm cu N al doilea punct de intersectic a cercurilor circumscrise
triunghiurilor date, patrulaterul ARN A, este inscriptibil (din R, AA; se vede sub
un unghi drept, iar din N, de asemenea, AA; se vede sub un unghi drept, N fiind
propriul sdu punct omolog). Din aceleasi considerente, patrulaterul APA; N este
inscriptibil, obtinem ca punctele A4, P, A;, N, R sunt pe cercul de diametru AA4,.
Considerand triunghiurile APR si A, PR si aplicand Propozitia 53, obtinem ca
dreptele Simson ale punctului N in raport cu triunghiurile ABC siA; B;C; sunt
perpendiculare si se intersecteaza intr-un punct situat pe dreapta PQ.
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Figura 108

Teorema 42 (P. Sondat)

Axa de omologie a doud triunghiuri ortoomologice ABC si
A,B,C; trece prin mijlocul segmentului HH; determinat de
ortocentrele acestor triunghiuri.
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A
H
Ml Rl
G
R
Bl Q Q c
P
1 JA Cl
N
M Q, M,
X D
P
PZ
1 H1
Bl
Figura 109
Demonstratie

Fie P,Q.R;, P,Q,R, dreptele Simson ale centrului M de omologie al
triunghiurilor ABC si A{B,Cy, iar PQR axa de omologie a lor (vezi Figura 109).
Notam cu M, respectiv M, simetricele lui M fatd de Q, respectiv Q.,, deoarece
dreapta lui Simson P, Q, R, trece prin mijlocul segmentului MH (Teorema 17)
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avem ca M; H este paralela cu P;Q,, deci cu PQ, analog M, H, este paraleld cu
PQ. Patrulaterul MQ, Q, Q5 este dreptunghi, daca notdm cu X centrul sau, avem
evident Q; - X - Q, coliniare si M - X - Q coliniare. Dreapta M; M, este
omotetica dreptei Q;Q, prin omotetia de centru M si raport 2 in consecintd
punctul Q este mijlocul segmentului M; M,. Patrulaterul M, HM,H, este trapez
(bazele sale sunt paralele cu axa de omologie PQ), deoarece Q este mijlocul lui
MM, si paralela dusa prin Q la M;H este axa de omologie PQ, conform unei
teoreme din trapez, PQ va contine si mijlocul diagonalei HH;.

A

Figura 110

204 lon Patrascu, Florentin Smarandache
Geometria triunghiurilor ortologice



TRIUNGHIURI ORTOOMOLOGICE

Propozitia 75 (Ion Patrascu)

Fie A;B;C; si A,B,C, doud triunghiuri ortoomologice. Dreptele lui
Simson ale centrului de omologie a triunghiurilor fatd de cercurile
circumscrise sunt P;, Q,, Ry, respectiv P,, Q,, R,. Atunci mijloacele
segmentelor P, P,, Q,Q,, R{R, sunt coliniare.

Demonstratie

Fie M centrul de omologie si P — Q — R axa de omologie a triunghiurilor
date (vezi Figura 110).

Notam P; — Q; — Ry si P, — Q, — R, dreptele lui Simson ale lui M n raport
cu triunghiurile A, B, C; respectiv A,B,C,.

Patrulaterul MP; PP, este dreptunghi, deci mijlocul lui P;P, este centrul
acestui dreptunghi; il notam cu X; analog, fie Y mijlocul lui Q,Q, (deci centrul
dreptunghiului MQ,QQ,) si Z mijlocul lui R, R,.

Deoarece X, Y, Z sunt mijloacele segmentelor MP, MQ, respectiv MQ si P,
@, R sunt puncte coliniare, rezultd ca si X, Y, Z sunt coliniare, ele apartin

omoteticei dreptei PQ prin omotetia de centru M si raport %

Remarca 25

in acelasi mod putem demonstra ci mijloacele segmentelor determinate de
picioarele naltimilor triunghiurilor ortoomologice A4,B,C; si A,B,C, sunt puncte
coliniare.

Teorema 43

Fie ABC si A{B{C; doua triunghiuri ortoomologice avand ca axa
de omologie dreapta d. Atunci:

)] Patrulaterele complete (ABC, d) si (A1B1Cq, d) au
acelasi punct Miquel si acelasi cerc Miquel;
i) Centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC si

A{B{C;{ sunt extremitatile unui diametru al cercului
Miquel, iar centrul de omologie al acestor triunghiuri
apartine acestui cerc Miquel.
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Demonstratie

i) Fie P, Q, R punctele Tn care axa de omologie d intersecteaza laturile AB,
BC, respectiv CA (vezi Figura 111). Triunghiurile ABC si A;B,C; fiind
ortogonale, avem cid <APA; = <ARA; = 90°, deci triunghiurile APR si
A, PR au acelasi cerc circumscris cu centrul O,.

Figura 111

Patrulaterele PBQB, si QRCC; sunt inscriptibile, deci:
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4BQP = 4BB; A, @
ZCQR = 4RC,C. )
Avem si:

IBQP = «xCQR(opuse la varf), 3)
IMC;A; = ¥R, C (opuse la varf). 4)
Din aceste relatii, obtinem ca:

IMB A; = <MC,A,. (5)

Aceastd relatie aratd ca cercul circumscris triunghiului 4;B,C; contine
punctul M.

Conditia de ortogonalitate a triunghiurilor ABC si A;B;C; implica
asemanarea lor, directd (unghiurile triunghiurior au laturile respective
perpendiculare).Din conciclicitatea punctelor M, A, By, C;, rezulta:

*A,MB; = <¥A,C,B,. (6)
Dar: ¥A,C;B; = <ACB. (7
Pe de alta parte:

<A;MB; = ¥<BMA (opuse la varf). (8)

Obtinem astfel ca <BMA = XACB, conditie care aratd apartenenta
punctului M, centrul omologiei triunghiurilor la cercul crcumscris triunghiului
ABC.

Analog, triunghiurile CQR si C; QR au acelasi cerc circumscris de centru O,
iar triunghiurile BPQ si B;PQ au acelasi cerc circumscris cu centrul 0, —
mijlocul segmentului BB;. Daca notam cu M si N punctele de intersectie a
cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC si A,B;C, (de centre O, respectiv
0,), atunci, datorita faptului ci cercurile circumscrise triughiurilor APR si CQR
coincid cu cercurile circumscrise triunghiurilor A, PR si C; QR, inseamni ci al
doilea punct de intersectic al lor este N, punctul comun al cercurilor
patrulaterelor complete (ABC,d), (A1B1C1,d), prin urmare N este punctul
lui Miquel al acestor patrulatere (vezi Anexa nr. 3). De asemenea, cercul lui
Miquel al patrulaterului complet (ABC, d), adica cercul care contine punctele
0,4, 0,, 03, 0,4 si punctul N coincide cu cercul lui Miquel al patrulaterului
(A1B1C4, d)care contine puncteleN, 0y, 0,, O3, O,.

ii) Cercurile circumscrise triunghiurilor ABC si A{B;C; sunt ortogonale;
deoarece N este unul dintre punctele comune lor, avem cém(ml) =90°, si
deoarece O, N si O, sunt pe cercul Miquel, inseamna ca O si 0, sunt diametral-
opuse Tn acest cerc.
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Daca notam cu M centrul de omologie al triunghiurilor ABC si A;B,Cy,
atunci M va fi al doilea punct de intersectie a acestor cercuri; deoarece N se afla
pe cercul lui Miquel si M este simetricul sau fata de diametrul 00,, rezulta ca
si M apartine cercului Miquel — comun patrulaterele complete (ABC;d),
(A1B,Cy; dy).

Definitia 46

Daci ABC este un triunghi si P — Q — R o transversali (P € AB,
Q € BC, R € AC), iar perpendicularele ridicate in P, Q, R
respectiv pe AB, AC si CA determini un triunghi A;B4C, acesta
este numit triunghiul paralogic al triunghiului ABC.

Observatia 66

Tn Figura 112, A, B, C, este triunghiul paralogic al lui ABC.

A

Figura 112
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7.4. Triunghiuri metaparalele sau triunghiuri paralelogice

Definitie 47

Doui triunghiuri ABC si A'B'C’, cu proprietatea ci paralelele
duse prin A4, B, C respectivla B'C’, C'A’, A'B' sunt concurente
intr-un punct P, se numesc triunghiuri metaparalele sau
paralelogice. Punctul P se numeste centru de paralelogie.

Teorema 44

Daca triunghiul ABC si triunghiul A’B’C’ sunt paralelogice, atunci
si triunghiul A'B’C’este paralelogic in raport cu ABC (paralelele
duse prin varfurileA’, B', C’ respectiv la BC, CA, AB sunt
concurente Tntr-un punct P’ - centrul de paralelogie al triunghiului
A'B'C' in raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie

Fie ABC si A'B'C’ doua triunghiuri paralelogice si P centrul de paralelogie
al triunghiului ABC n raport cu A'B’C’ (vezi Figura 113).Notim cu 4,, By, C;
intersectiile paralelelor duse prin 4, B, C la B'C’, C'A’, A'B’, respectiv cu BC,
CA, AB. Deci AA; N BB, N CC, = {P}.

Conform Teoremei lui Ceva, avem ca:

AB BiC G4 1)

A1C B1A (4B

Notam cu A’y, B'4, C'; intersectiile paralelor duse prin A’, B', C’, respectiv
laBC, CA, AB cu laturile B'C', C'A’ siA’B’, si observiam ca AA';A'B'~AA,CP
(au laturile respectiv paralele); rezulta ca:

Al,a' Al B

e T e @

De asemenea, avem AA'; A'C'~AA,BP de unde:

Au e

= : 3
A.B AP
Din relatiile (2) si (3), obtinem:
A'4B" _ A4B
Alyc! - A1C' (4)
Analog, se obtin relatiile:
B'y¢' By C
=k ®)
B' A" BjA
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¢4 A
c'yB' - ClB. (6)

Relatiile (4), (5), (6) si (1) arata cu Teorema lui Cevaca A'A'y, B'B,,C'C',
sunt concurente in centrul P’ de paralelogie al triunghiului A’B'C’ in raport cu
triunghiul ABC.

Figura 113

Observatia 67

Doua triunghiuri ortogonale sunt paralelogice. Centrele lor de paralelogie sunt
ortocentrele.

Remarca 26

Daca ABC si A;B,C, sunt triunghiuri paralelogice, atunci, evident, ele sunt
triunghiuri ortogonale. Din reciproca Teoremei lui Desargues (vezi [24]), rezulta ca
ABC si A;B;C; sunt si triunghiuri omologice; prin urmare, doua triunghiurile
paralelogice sunt triunghiuri ortoomologice.
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Se poate formula pentru triunghiurile paralelogice Teorema 40. in acelasi mod,
se poate demonstra:

Teorema 45

Dacd ABC si A'B'C’ sunt doud triunghiuri in acelasi plan; prin
varfurile A, B, C se duc drepte ce faccu B'C’, C'A’ si A'B" unghiuri
demasura ¢ si aceste drepte sunt concurente, atunci si dreptele
care trec prinA’, B’, C'si fac cu BC, CA, AB unghiuri de misura
180° — ¢ sunt concurente. (Triunghiurile ABC si A'B'C’ se
numesc izologice).

Aceasta teoremd generalizeaza teorema triunghiurilor ortologice.
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ANEXE

ANEXE

8.1 Anexal: Coordonate baricentrice

8.1.1 Coordonate baricentrice ale unui punct in plan

Consideram un triunghi oarecare ABC pe care il vom numi triunghi de
referintd si un punct M arbitrar in planul triunghiului. Notdam cu A'B'C’
intersectiile dreptelor AM, BM, CM cu laturile BC, CA, AB (vezi Figura
113).

VIL.

Figura 113

Punctul M determina cu cate doua varfuri ale triunghiului, in general,
trei triunghiuri MBC, MCA, MAB. Ariile acestor triunghiuri se considera
pozitive sau negative dupa urmatoarea regula:
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Daca un triunghi are o laturd comuna cu triunghiul de referinta si celalalt
varf al sdu este de aceeasi parte a laturii comune cu varful “ramas” al
triunghiului de referinta, atunci aria este pozitivd, iar dacd latura comuna
separa varful sau cu celalalt varf al triunghiului de referinta, aria este
negativa.

Daca punctul M se afla pe o latura a triunghiului de referintd, atunci aria
triunghiului “degenerat” determinat de el cu varfurile triunghiului de
referintd ce determind respectiva laturd este zero. Notand S, S;,,S. ariile
celor trei triunghiuri MBC, MAC, MAB, se observa ca semnele acestor arii
sunt corespunzatoare cu cele din tabloul urmator.

Regiunea | Sa | Spb | Sc
1 + + +

I + | -1+

Il + - -

AV + + -

\Y - + -

VI - + +
VIl - - +

Definitia 48

Trei numere reale «, B, y proportionale cu cele trei arii S,, Sp,, S,
considerate algebric, se numesc coordonate baricentrice ale
punctului M in raport cu triunghiul ABC.

Notam M (e, 8,y). Dacé a, B, y sunt astfel incat « + § + y = 1, atunci
a, 8,y sunt coordonate baricentrice absolute ale punctului M.

Daca notdam cu S aria triunghiului ABC, atunci coordonatele baricentrice
absolute ale punctului M suntss—“, SS—” %
De exemplu, daca G este centrul de greutate a triunghiului ABC, atunci

. . . 111
coordonatele baricentrice absolute ale lui G sunt (5,5,5).
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Teorema 46

Dacéa ABC este un triunghi dat si M este un punct in planul sau,
atunci exista si este unic tripletul ordonat (@, 8,y) € R3, a + 8 +

y = 1, astfel incat aMA + BMB + yMC = 0.
Reciproc

Pentru orice triplet (a, 8,7) € R3, a + B + y = 1, existi si este unic un
punct M in planul triunghiului ABC, astfel incat «MA + BMB + yMC = 0.

Observatia 68

Din teorema rezulta ca punctul M satisface conditia vox
T AM B+y
Observam ca «a este negativ atunci cdnd BC separa punctele A si M, si negativ

daca A si M sunt de aceeasi parte a lui BC.

MA’
sal = = a.
AA

< MA _Sq . . - Lo
Pe de alta parte, == ?“, in conventia de semn pentru S,; Tn concluzie, tripletul

(a, B,v) din teorema constituie coordonatele baricentrice absolute ale punctului M.

Teorema 47 (Vectorul de pozitie al unui punct)

Fie O un punct oarecare n planul triunghiului ABC si M(a, B,v),
a+pB+y= 1. Atunci: OM = am+ﬁ5§+y0_5.

Observatia 69

1. Putemnotar, = ar, + Brg + y7¢.
2. Din teorema precedenta, rezulta ca AM = ﬁﬁ + yﬁ, BM = aBA +
yﬁ, CM = aCA + BE’).

Teorema 48

Dacd Q,(ay, B1,v1), Q2(az, Ba,v2). cua; + Bi+y; = 1,i=1,2
sunt doua puncte date in planul triunghiului ABC, atunci Q,Q, =
(az — a)rg + (B2 — PTE + (2 — v)7C-
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Teorema 49 (Coordonatele baricentrice ale unui vector)

Fie ABC un triunghi dat si O un punct in planul sdu considerat ca
origine a planului. Notdim 7, 75, 77 vectorii de pozitie ai
punctelor A, B, C si cu @ un vector din plan.

Atunci exista si sunt unice trei numere reale o, 5,y cu a + 8 +
y = 0, astfel incat u = ar, + Brg + y7,.

Reciproc

Pentru orice triplet (a, 8,y) € R® cu a + f + y — 0, existi si este unic
un vector U care verifica relatia U = a7, + Brg + Y7o

Definitia 49

Tripletul (a,B,¥) € R3, a+ B+ 7y = 0, cu proprietatea ci « -
T4+ B T+ Yy 7T, =1u constituie coordonatele baricentrice ale
vectorului u. Notaim u(a, B, 7).

Observatia 70

Coordonatele baricentrice ale vectorului % nu depind de alegerea originii 0.

Consecinta
Daci i(a, §,7), atunci:
i = BAB + yAC;

% = aBA + yBC;
i =aCA+BCB.

Teorema 50 (Vectorul de pozitie al unui punct ce imparte un segment
intr-un raport dat)

Fie Qi(aq,B1,71), Q2(az, Bz v2)ai +Bi+yi=1, i=12 si

punctul P care Tmparte segmentul Q; Q. astfel: 29— k.

PQ;
Atunci P (‘h‘kaz B1—kBs Y1—kV2)
1-k ' 1-k ' 1-k J°

el
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Consecinte

1. Coordonatele baricentrice ale mijlocului segmentului [Q, Q,],
Qi(ai, ﬁl’,]/i) cu a; + ﬁi +vy; = 1, i= ﬁ sunt date de
M (0‘1"’0-’2 ) B1t+B2 ) V1+Y2)'
2 2 2
2. Daca Qi(a’i,ﬁi, ]/L'),(Zi + ﬂi + Yi = 1, i= 1,_3 sunt varfurile unui
triunghi, atunci centrul de greutate G al triunghiului are
coordonatele baricentrice:
G(a1+“2+“3 Bi+tB+ Bz v1itve +V3)
3 ’ 3 ’ 3 '

Teorema 51 (Conditia de coliniaritate a doi vectori)

Fie vectorii u7(ay, By, V1), Uz(0z, Bz, ¥2),00 +B1+v1 =0,
a + B2, +vy2,=0.
B1 Y

. o . . - . . o
Vectorii uy, U, sunt coliniari dacd si numai dacd = = 5=
a2 2 Y2

Teorema 52 (Conditia de perpendicularitate a doi vectori)

Fie ABC un triunghi dat BC =a, AC=b, AB=c si

ug (g, Br, Y1), Uz (0, B2, ¥2), CU @, By, vy = 0,0 = 1,2,
Atunci: u; Lu; & (Bryz + Bzy)a® + (agyz + azy)b* +
(a1B; + azBy)c? = 0.
Consecinta
Dacd Q;(a;, Bi,vi), Cu a; + i +v; =1, i = 1,2 si Qo(ao, Bo, Vo), CU
ay + By +vo = 0, atunci:
m(Q;Q\on) =90° & [(By = Bo) (1 —¥o) + (B2 — Bo) (y1 —
yola® + [(a; — ap)(v2 — vo) + (a2 — ap) (y1 — vo)1b? + [(a; —
ao) (B, — Bo) + (az — ap)(By — Bo)]c* = 0.

Teorema 53

Daci iu(a,f,y), a+f+y =0, atunci |i|? =—(Bya?+
yab? + afc?).

Consecinta

Fie Qi(a'i,ﬁi,yi), CU «a; +.Bl + Yi = 1,i=1,2.
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Distanta dintre Q; si Q, este datd de Q,0Q,° = —[[(B2 = B2 —
]/1)](12 +[(v2 —v)(ay — a1)]b2 + [(az — a)) (B, — ﬁ1)]C2]-

Teorema 54

Fie %; (a;, B;, v;) cua; + B; +v; = 0, i = 1,2; atunci:

— — 1

Uy Uy — = [(Bry2 + B2y)a® + (niaz + azy2)b? + (a1 Bz +
azB)c?].

Teorema 55

Punctele Q,(a;, B, v )cu a; + B; +v; = 1,1 = 1,3 sunt coliniare

daca si numai daca:

ay—ay — B2—PB1 — Y2—V"1

az—ay B3—PB1 Y3=V1

Dacéa un numitor este 0, atunci se convine ca si numaratorul corespunzator sa
fie zero.

Teorema 56 (Conditia de coliniaritate a trei puncte)

Punctele Q,,Q,, Q5 cu Q(a;,B,v), ai+pB;+y;, =1, i=13
sunt coliniare, daca si numai daca:

a P1 7

a, P vz2|=0.

as Pz V3
Consecinta

Punctul P(x,y,z), x+y+z=1 este situat pe dreapta Q;0Q,,
Qi(a;, By cua; + B; +v; =1,i =1,2, daci si numai daci

x y z

a; B vi|=0.
a; B2 72
Observatia 71

Din cele stabilite anterior, rezultd cd ecuatia unei drepte Tn coordonate
baricetrice este mx + ny + pz = 0, m,n,p € R.

Vectorul director al dreptei d: mx + ny + p = 0 este dat de u; = (n — p)7, +
(p —m)rg + (m —n)7e.
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Observatia 72

Coordonatele baricentrice ale vectorului director al dreptei d: mx + ny + pz =
0sunt: (n —p,p —m,m —n).

Teorema 57 (Conditia de paralelism a doua drepte)

Dreptele di:myx+ny+pz=0, dymyx+n,y+pz=
0 sunt paralele daca si numai daca:
Mi—My _ M=P1 _ P1ma

L
mz—n; L /] D2—m3

Ssau:
1 1 1
dilld, ®|m;y n; pif=0.
m; Ny P2

Teorema 55 (Conditia de perpendicularitate a doua drepte)

Dreptele diy:myx +nyy +p1z=0si dy:myx +n,y +pz =

0 sunt perpendiculare daca si numai daca:

[(p1 — M)z — 1p) + (Mg — 1y) (P2 — Mp)]a® + [(ny — 1) (M
—ny) + (g — ny)(my — p2] b + [(ny — p1) (P2
—my) + (pr —my) (nz — p2)]c® = 0.

Teorema 59

Ecuatia dreptei determinate de punctul P(xq, Yo, Z), Xo + Yo +
zg = 1 si de vectorul director U(e, B,y), @ + B +y = 0 este:

X y z

Xo Yo Zo|=0.

a B vy
Consecinta

Ecuatia dreptei care trece prin P(xg, Yo, Z0), Xo + Vo + 2o = 1 si este
paralela cu dreapta d +~ mx + ny + pz = 0 este:
x y z
X0 Yo Zg
n—-p p—m m-—-n

=0.
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Teorema 60 (Coordonatele baricentrice ale unui vector perpendicular
pe un vector dat)

Daca u(a,B,y), @ + B +y = 0 este un vector dat, iar u; este
vectorul perpendicular pe i, atunci:

u, ((y — B)a? — ab? + ac?, fa? — Bc? + (a — y)b%,yb? — ya?
+ (B —d)c?).

Teorema 61

Tn planul triunghiului ABC, consideram punctul Q(a,B,y), @ + f +
y=1. Notim {M}=AQnNBC, {N}=BQNCA, {P}=CQnAB.
Coordonatele baricentrice ale punctelor M, N, P sunt:

M (0,55 )N (5 0,5) P (5 255.0).

Remarca

Daci coordonatele punctului Q(«, 8,y) nu sunt absolute, atunci coordonatele
baricentrice (neabsolute) ale punctelor M,N,P sunt M(0,8,y), N(«,0,y),
P(a,B,0).

Teorema 62 (Conditia de concurenti a trei drepte)

Fie dreapta d; de ecuatii:

mix+nx +piz=0,1 =1,3.

Dreptele d4, d,, d3 sunt concurente, daca si numai daca:
m; Ny Pr
m; Ny P2
mz Nz pP3

=0.

Consecinta (Conditia de concurentd a trei ceviene)

Daca punctele Q;, Q,, Q5 situate Tn planul triunghiului ABC au

coordonatele Q;(a;, B;,v:), i = 1,3, atunci dreptele AQ;, BQ,, CQ; sunt
concurente daca si numai daca: a; 3y, = a,f3Y1-

Teorema 63

Fie Q4, Q, Tn planul triunghiului ABC astfel incat:
“1@ + 31@) + V1W =0,
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@;,Q2A + $,Q2B +¥,Q0,C = 0
atunci dreptele Q,, Q, intersecteaza laturile triunghiului ABC n
punctele M € BC, N € CA, P € BA care verifica relatiile:

., Y1 “1 |“1 51‘ . B1 Y1|
MB — Y2 NC a, Pl PA - _ B2 Vo
Mc |1 ‘7‘1‘ NA Y1 ﬁ1|’ﬁf 1 Y1|'

B2 az V2 B 2 V2
Teorema 64

Fie ABC un triunghi si Q un punct in planul sau astfel incat aQA +
ﬁQ_B5’+yW =0, unde a,B,y#0 si a+ B +y+#0. Notam
AQ NBC ={M},BQ nAC ={N},CQ nAB = {P}.

Atunci: X8 _ _y Nc _ _aPA_ B
MC B’ NA y'PB a
Teorema 65
Fie triunghiul ABC si M € BC, N € AC, P € AB, astfel incét:
ME _ -y NC_-a PA

— = ==—, == i. Atunci dreptele AM, BM, CP sunt
MC  B'NA y’'PB  «
concurente in punctul Q ale carui coordonate baricentrice sunt

Q@ B,7).

Consecinta

h>

Daca AA', BB', CC’ sunt trei ceviene concurente in punctul X si — =

A'c
. 1 1 1
B’A =B, C’_B =, atunci X (1—y+ya' 1-a+af’ 1- ﬁ+ﬁy)'

Teorema 66

Fie P(aBy), P'(a'B'y") doud puncte izotomice in triunghiul ABC;
atunci aa’ = BB’ =yy'.

Teorema 67

Fie P(a,B,v), P'(a'B'y") doua puncte izogonale in triunghiul

ABC cu BC = a,CA = b, AB = c; atunci: %% = 2 = 1©
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8.1.2 Coordonate baricentrice ale unor puncte importante
din geometria triunghiului

— CENTRUL DE GREUTATE
. 111
AG-(§'§'§)
— CENTRUL CERCULUI INSCRIS
a b c
(z52572p)
— ORTOCENTRUL

H(cotB cotC,cotAcotC,cotAcotB)
— CENTRUL CERCULUI CIRCUMSCRIS
0 <R2 sin2A R?sin2B R?sin ZC)

28 28 728
— CENTRUL CERCULUI A-EXINSCRIS

I ( —a b c )
20 -a)'2(p-a)'2(p—a)
— PUNCTUL LUI NAGEL
—_ —_ b —
N(p a’P ‘P C)
p p p
— PUNCTUL LUI GERGONNE
r ((p —b)p—c) p—a)(p—c) p—a)(p— b))
r(4R+r) ' r(4R+7r) °~ r(4R+71)
— PUNCTUL LUI LEMOINE

K a? b? c?
a2+ b2+c?2’a2+b2+c2’ a2+ b%+c?

Observatia 73

Coordonatele baricentrice de mai sus sunt absolute, coordonatele baricentrice

relative sunt: G(1,1,1), I(a, b, c), O(sin24,sin 2B ,sin 2C), I,(—a,b,c), N(p —
1 1

- _ 1 1 2 B2 .2
a,p—b,p C),F(p_a,p_b.p_c), K(a? b? c?).

8.1.3 Alte coordonate baricentrice si ecuatii utile

— Coordonatele varfurilor triunghiului de referintd ABC sunt:
A(1,0,0),B(0,1,0),€(0,0,1)
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— Coordonatele mijloacelor M, N, P ale laturilor triunghiului ABC de

referintd sunt:
M(O 1 1) N(l 01> P(l 1 0)
)212 ) 2) 12 ) 2121

— Coordonatele punctului M € BC, % = k sunt:

1 —k
Ot
— Coordonatele unui punct arbitrar M € BC sunt M(0, b, ¢)
— Coordonatele unui punct arbitrar N € CA sunt N(a, 0, ¢)
— Coordonatele unui punct arbitrar P € AB sunt P(a, b, 0)
— Ecuatia dreptei BC este x = 0
— Ecuatia dreptei AC este y = 0
— Ecuatia dreptei AB este z = 0
— Ecuatia unei drepte care trece prin A este ny + pz = 0
— Ecuatia unei drepte care trece prin B este mx +pz = 0
— Ecuatia unei drepte care trece prin C este mx +ny = 0
— Coordonatele unui vector de directie BC sunt:
Ugs(0,—1,1)
— Coordonatele unui vector de directie CA sunt:
Ug5(1,0,—1)
— Coordonatele unui vector de directie AB sunt:
z5(—=1,1,0)
— Coordonatele unui vector perpendicular pe BC sunt:
U, pc(2a?,—a? — b% + ¢%,—a? + b? — ¢?)
— Coordonatele unui vector perpendicular pe CA sunt:
U, ca(—a% — b? + c?,2b?,a% — b? — ¢?)
— Coordonatele unui vector perpendicular pe AB sunt:
U ap(—a? + b? — c?,a%? — b? — ¢?,2¢?)
— Ecuatia mediatoarei laturii BC este:
(b2 —c®)x+a’y—a?z=0
— Ecuatia mediatoarei laturii CA este:
—b?x+ (c? —a?®)y +b?z=0
— Ecuatia mediatoarei laturii AB este:
cx—c’y+ (@ -b¥)z=0
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8.1.4 Aplicatii
1. Tntr-un triunghi ABC, centrul de greutate G, centrul cercului tnscris I
si punctul lui Nagel, N, sunt puncte coliniare.

Solutie

1 1 1 1 1 1 1 1 1

a b c |=la b c a b c|=0.
p—a p—b p—c p P PD a b c

2. Demonstrati ca intr-un triunghi ABC, punctul lui Gergonne, T,
punctul lui Nagel, N, si punctul R, izotomicul ortocentrului H sunt puncte
coliniare.

Solutie

Coordonatele baricentrice ale lui H sunt:
(cot B cotC,cotC cotA,cotAcotB).
Coordonatele baricentrice ale izotomicului sdu H' sunt:

( 1 1 1 )
cotBcotC’ cotCcotA’ cotAcotB/’

deci H'(tanBtanC,tanCtanA,AtanB).
Avem51F( — plb - C) siN(p—a,p—Db,p—c).
Coliniaritatea punctelor H', I" si N este echivalentd cu:
tanBtanC tanCtanA tanAtanB

p—a p—>b p—c -0,
1 1 1
p-a p-b p-c
Conditia precedenta este echivalenta cu:
cot4 cotB cotC
D=| p-a p—b p—c [=0.

-7 -7 @-o!
b +c?—a? _ P(p-a)-(p-b)(p—c)

Se stie cd cot4 = si analoagele.

28 28
S = AriaAABC.
pl P—a —-b p—c
D=2— p—a -b p—c |-

p-a)? (p )7 (p-ot

@ -@-nHE-o|P 07 @b koo
— o5 p—a p—>b p—c |=0.
-7 -0 -0t
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Observatia 74

Punctul R, izotomicul ortocentrului unui triunghi se numeste si retrocentrul
unui triunghi.

3. Dacd Q, Q, sunt puncte in planul triunghiului ABC, Q;(«;, B;, v;) cu
a;+ B +y; =1,i=1,2, deduceti formula:

QlQZZ = aZQlAZ + lngle + ylecZ - Z azﬁZYZ'

Solutie
Fie A(1,0,0), B(0,1,0), €(0, 0, 1) coordonatele baricentrice ale varfurilor.
Avem:
Q1QZ2 = _az(ﬁz - 51)(]/2 - }/1) - bz(yz - Vl)(O‘Z - ay)
- CZ(aZ - al)(ﬁz - ﬁl)
Efectuand calculele, se obtine:
Q,03 = =Y a’Bry, — XL a’Biys + X a*Biy, + X a*Bayy 1)
Calculam:
QA% = —a*Byys + Py1(1 — ) + 2B (1 —ay)
= a’Byys — b’y1ay — ay By + bPyy + PPy
Deci:

Q4% = =Y a®Byy; + b?yy + 2Py
Analog:

QlBZ ==X a2ﬁ1y1 + Czal + a2Y1-
Q:C* = =Y a®Byyy + a®By + b?y;.
Evaluam:

Q4% + ,Q1B% +,Q:C%.
Avem:
a;Q1A% + B,Q,B* +y,Q,C?
= g2 (—Z a’y, +b*y, + czﬁl)
+ B, (— Z a’fy, +ctag + azyl)
+72(= ) @By, + 2B, +b7,)
= _Z azﬁﬂ/l + z azﬁlyZ + Z a2ﬂ2y1 -(2)
Comparand relatiile (1) si (2), gésim ca:

QlQZZ = a2Q1A2 + ﬂleBz + ylecz - Zazﬁ2y2 | (3)
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4. Dacd ABC este un triunghi oarecare dat, O si I sunt respectiv centrele
cercurilor sale circumscris si inscris; demonstrati relatia: 012 = R? — 2Rr.

Solutie

Folosim formula (3) din aplicatia precedentd, in care Q; = Q si Q, = 1.

[
3

. . . b
Coordonatele baricentrice ale lui I sunt 21

' 2p’ 2p
b b b
Avem OI* = R? — 3 a? - ~=R*-2Z¥a=R?*-25
4p 2p
Tinand cont de formulele cunoscute S = pr siabc = 4RS, obtinem:

0I? =R2—42—’f=R2—2Rr.

Observatia 75

Relatia obtinuta se numeste relatia lui Fuler. Din ea rezulta ca, intr-un triunghi,
R = 2r (inegalitatea lui Euler).

5. Fie ABC un triunghi oarecare, O centrul sau circumscris, iar N punctul
lui Nagel. Aratati ca ON = R — 2r (R este raza cercului circumscris, iar r
este raza cercului Tnscris n triunghiul ABC).

Solutie
Folosim formula (3) din aplicatia 3, in care Q; = Q si Q, = N. Coordonatele
baricentrice ale punctului lui Nagel sunt N (”Ta pT TC) Avem:

(p-b )
R

1
0N2=R2—— E a’(a—b+c)la+b—-c)=R?>-— E a?la? — (b —¢)?]
4p? 4p?
1
_2__§22_2_2 _p2
=R yP a’(a* — b* —c*+ 2bc) =R

1
§ 2 z_§ 4 _
+4p2 [2 b a 2abc(a+b+c)]

1
=R? +4—pz(a652 — 4pabc) = R? + —(16p2r — 16p2R - 1)
= R%? + 4r%? — 4pr — (R — 2r)?
S-au folosit formulele:
1652 = 2(a?b? + b%c? + c?a?) —a* — b* — c*
abc =4R-SsiS=p-r.
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8.2 Anexa 2: Asemanarea a doua figuri

Stadiul proprietatilor geometrice ale figurilor plane face adesea apel la
transformarile planului care maresc (sau micsoreaza) distanta dintre puncte,
dar care pastreaza forma figurilor.

8.2.1 Proprietitile aseméanarii in plan

Definitia 50

O aplicatie a;: P —» P, unde k € R} se numeste aseminare de
raport k daca a;(A)a,(B) = k- AB, (V)A,B € P.

VVom nota a; (4) = A’, ap(B) = B' si vom spune despre A’ si B’
ca sunt omoloagele sau similarele punctelor 4, B.

Raportul constant k se numeste raport de aseminare sau de
similitudine.

Din definitie rezulti cii, daci ABC este un triunghi dat si A'B'C’

este triunghiul obtinut din ABC, aplicind acestuia aseméinarea
AB _ AC _ BC _
A'B' - aA'c - c'c -
cu triunghiul ABC.

Notim AA'B'C'~AABC.

in plus, daci considerim triunghiul ABC orientat in sensul ci

a,, avand k, triunghiul A'B’C' este asemenea

varfurile A, B, C sunt citite in sens trigonometric si daci A’, B’,
C' au aceeasi orientare, se spune ci aseminarea este directa.
Daci aseminarea este inversi, ABC si A'B'C’ sunt invers
orientate.

Pe parcursul acestei prezentari, vom spune ca doua figuri sunt
asemenea in loc de direct asemenea si vom face mentiunea special
n cazul figurilor invers asemenea.

Propozitia 76

O asemanare transforma trei puncte coliniare n alte trei puncte coliniare
pastrand ordinea punctelor.
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Demonstratie

Fie A, B, C trei puncte coliniare si fie A’ = a;(A), B = a,(B) si € =
a, (C) similarele lor.

Punctele 4, B, C sunt in ordinea in care au fost scrise, deci AB + BC = AC,
avand A'B' = a,(A)a,(B) = KAB, B'C' = a;(B)a,(C) = KBC si A'C' =
a,(A)a,(C) = KAC, rezultd cda A'B'+ B'C’' = A'C' daca A', B, C' sunt
coliniare Tn ordinea A’ - B' - C'.

Remarca 27

Din proprietatea precedenta, rezulta ca o asemanare transforma un segment intr-
un alt segment, o semidreapta Intr-o altd semidreaptd, o dreapta intr-o altd dreaptd
(pastrandu-se ordinea punctelor).

Proprietatea 77

O asemanare transforma doud drepte paralele in alte doud drepte
paralele.

o

/.

Figura 114

Demonstratie

Fie d, Il d; si d; = a,(d,), d, = a,(d,) (vezi Figura 114). Dacid A,B €
d,, C,D € d, astfel incat ABCD este paralelogram, atunci avem A’ = a; (4),
B' = a,(B), C' = a;(C), D' = ax(D). Cum A'B' = k- AB, C'D' = k- CD si
AB = CD,rezultaca A'B' = C'D' (1).
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De asemenea, A'D' =k-AD, B'C' =k-BC si AD = BC, rezultd ca
A'D" = B'C' (2). Relatiile (1) si (2) aratd cu A'B'C'D' este un paralelogram,
decid;’ Il d;,’.

Remarca 28

Imaginea unui unghi AOB printr-o asemanare a;, este un unghi A’0O’B’ si
AOB = A'0'B’.

Definitia 51

Douai figuri F si F' ale planului 2 se numesc figuri asemenea cu
raportul de asemianare k daca exista o asemanare a,: P —> P
astfel incat a, (F) = F'. Vom nota F~F' si citim F este asemenea
CUF'.

Observatia 76

Dacd F~F', atunci orice triunghi ABC cu varfurile apartinand figurii F are ca
imagine un triunghi asemenea A'B’C’ cu varfurile apartinand figurii F'.

in doui figuri asemenea, segmentele omoloage sunt proportionale cu raportul
de asemanare, iar unghiurile omoloage sunt congruente.

Definitia 52

Se numeste centru de similitudine (sau de aseminare sau punct
dublu) pentru doua figuri asemenea punctul unei figuri care
coincide cu omologul (similarul) sau din cealalta figura.

Remarca 29

Din definitia precedentd, rezultd ci, daca doua figuri F si F' sunt asemenea si
daca O este centrul lor de similitudine, iar AB si A'B’ sunt doud segmente omoloage
din figurile F respectiv F', atunci triunghiurile O0AB si 0A’B’ sunt asemenea.

Propozitia 78

Daca AB si A'B’ sunt doua segmente omoloage din figurile asemenea F
si F', astfel incat dreptele AB si A'B’ se intersecteaza intr-un punct M,
atunci intersectia cercurilor circumscrise triunghiurilor AA'M si BB'M
contine centrul asemanarii.
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Demonstratie

Notam cu O al doilea punct comun cercurilor circumscrise triunghiurilor
AA'M si BB'M (vezi Figura 115).

Patrulaterul MBB'O este inscris, deci xMBO = <MB’'0 (1). De asemenea,
avem cd <BMB' = «BOB' (1). Patrulaterul MAA’O este Tnscris prin urmare
rezultd cd ¥AMA’ = ¥A0A’ (2). Din relatiile (2) si (3), retinem ca <BOB’ =
JAOA' (4).

Figura 115

Deoarece AOA’ = AOB + BOA'si BOB’' = BOA' + A'OB’, obtinem ci
ZAOB = 2A'0B’ (5).

Relatiile (1) si (5) aratd ca AOAB~AOA'B’ i, in consecinta, O este punctul
dublu al aseménarii.

Remarca 30

i) Omotetia este un caz particular de asemanare.
i) Tn cazul omotetiei, centrul de similitudine este centrul omotetiei.

Teorema68

Doua figuri asemenea pot fi facute omotetice printr-o rotatie in
jurul centrului lor de similitudine.
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Demonstratie

Daca figurile F si F' sunt asemenea si au centrul de similitudine O si
raportul de aseménare este k, rotim figura F' in jurul punctului O cu un unghi
Q= més(m’) unde A si A" sunt puncte omoloage ce apartin figurilor F si
F'. Atunci punctul A" va ocupa pozitia A" pe raza OA, de asemenea din cauza

asemandrii AAOB~AA'OB', punctul B' va ocupa pozitia B" pe raza OB si vom

n
OBB = k. Rationamentul aplicat lui B’ este valabil pentru orice punct X’ €

avea —-
o

n
F', aceasta va trece dupad rotatie in X’ pe raza omoloagd OX si vom avea o=

k. Figura F' ocupd dupd rotatie o noud pozitie F'' si F'' este omotetica figurii
F prin omotetia de centru O si de raport k.

Remarca 31

i) Doua drepte omoloage AB si A'B’ formeaza intre ele un unghi de
masura ¢ egald cu masura unghiului de rotatie care transforma figurile
asemenea in figuri omotetice.

i) Raportul distantelor centrului de similitudine, la doua drepte omoloage
AB si A'B’ este constant si egal cu raportul de asemanare.

Teorema69

Locul geometric al centrelor de similitudine a doud cercuri
neconcentrice si necongruente date este cercul cu diametrul
determinat de centrele de omotetie a celor doua cercuri.

Demonstratie

Fie C(04, 1) $1 C(0,,13), 11 < 13, cercurile date (vezi Figura 116).
NotamA si B centrele lor de omotetie directd si inversad. Daca M este un
MOy
Mo,
si B apartin locului geometric deoarece ele sunt centre de similitudine).
. BO Mo . . . e .
Din =2 = = =71 rezulti ¢i MB este bisectoare interioard in triunghiul
BO, T2 MO,
MO0,0,, iar din % = %, obtinem cd MA este bisectoare exterioard in
2

triunghiul M0, 0,.

Deoarece bisectoarele interioard si exterioara corespunzitoare aceluiasi

centru de similitudine a celor doud cercuri, atunci = :—1 (evident punctele A
2

unghi al unui triunghi sunt perpendiculare, avem ca m(AMB) =90° si in
consecintd punctul M apartine cercului de diametru [AB].
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Figura 116

Remarca 32

i) Daca cercurile C(04,1,) si C(0,,13) sunt secante Tn punctele M si N,
atunci evident aceste puncte sunt centre de similitudine pentru
cercurile date.

i) Daci ABC este un triunghi oarecare dat, locul geometric al punctelor
M din panul triunghiului ABC pentru care % = % este un cerc, numit

cercul A-Apollonius al triunghiului ABC.

8.2.2 Aplicatii

1. Fie 0A,B,C; si 0A,B,C, doua pitrate in plan cu aceeasi orientare.
Demonstrati ca A;4,, B1B,, C;C, sunt concurente.

Solutie

AOA,B,~AOA,B,. Deoarece [A,B,] si [A,B;] sunt segmente analoage in
patratele direct asemenea date si O este punctul de similitudine al lor, rezulta ca
A, A, si BB, se intersecteaza in al doilea punct de intersectie a cercurilor
circumscrise patratelor, punct ce a fost notat cu M in Figura 117. Acelasi
rationament se aplica si segmentelor omoloage B, C; si B,C,, deci si B;B, se
intersecteazd cu C;C, in M.
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Figura 117

2. Fie ABC un triunghi si A; - By - C; o transversala (4; € BC, B; € AC,
C; € AB). Demonstrati ca cercurile circumscrise triunghiurilor AB,Cj,
ABC, BA,Cy si A;CB; au un punct comun (cercurile lui Miquel).

Figura 118
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Solutie

Fie O al doilea punct comun al cercurilor circumscrise triunghiurilor AB, C;
si ABC. Acest punct este centru de similitudine al segmentelor omoloage (C, B)
si (B,C) (vezi Figura 118).

Deci existd o asemanare a astfel incat a(0) = 0, a(C,) = B;, a(B) = C.
Existd de asemenea o asemanare a’ astfel incat a'(0) =0, a'(C,) = By,
a'(B) = C, atunci cercurile circumscrise triunghiurilor B;A,C si C;A,B trec
prin punctul 0.
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8.3 Anexa 3: Punctul, triunghiul si
cercurile lui Miquel

8.3.1 Definitii si teoreme

Teorema 70 (J. Steiner, 1827)

Cele patru cercuri circumscrise triunghiurilor formate de patru
drepte care se intersecteazd doua cate doua trec printr-un acelasi
punct (punctul lui Miquel).

Demonstratie

Fie 4, B, C si A4, B1,C; punctele de intersectie a celor patru drepte din enunt
(patrulaterul BCB,C, A, A este patrulater complet, vezi Figura 119). Notam cu
M al doilea punct de intersectie a cercurilor circumscrise triunghiurilor AB; C;
si CByA,.

Figura 119
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Patrulaterele MAC, B, si MB,CA; fiind inscriptibile obtinem relatia:

IMC,A = EMBA = <MA,C = ¢. (1)
Din (1), retinem ca:
IMC,A = <MA,B, )

relatie care arata cd patrulaterul MC; BA, este inscriptibil, prin urmare cercul
circumscris BA; C; trece prin punctul M. Tot din inscriptibilitatea patrulaterelor
anterioare, obtinem ca:
IMAC, = <MB, A, = <MCA,. ©)
Retindnd din aceasta relatie ca: «<MAC; = <MCA;, conchidem ca
patrulaterul MABC este inscriptibil, in consecintd cercul circumscris
triunghiului ABC trece prin M si teorema este demonstrata.

Observatia 77

a) Punctul M de concurentd a celor 4 cercuri se numeste punctul lui
Miquel al patrulaterului complet BCB,C,A,A.

b) Teorema precedentd poate fi reformulatd si astfel: Cercurile
circumscrise celor patru triunghiuri ale unui patrulater complet au un
punct comun.

Teorema 71 (J. Steiner, 1827)

Centrele cercurilor circumscrise celor patru triunghiuri ale unui
patrulater complet si punctul lui Miquel al acestui patrulater sunt
cinci puncte conciclice (cercul lui Miquel).

Demonstratie

Fie 0, 04, 0,, 05 respectiv centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor
ABC, AB,Cy, BC, A, CB,A; (vezi Figura 119). Am notat m(MC,A) = o,
atunci m(M0,4) = 2¢.

Deoarece 00, L AM rezultd ¢a m(MO0,0) = 180° — ¢. Pe de alti parte,
m(MA.B) = ¢ si m(MO,B) = 2¢, iar 0,0 L MM conduce lam(M0,0) =
. Din m(IVI/él\O) =180 — ¢ si m(m;O) = ¢, reiese ca patrulaterul
M0;00, este inscriptibil, daca punctele M, 04, O, O, sunt conciclice.

Un rationament analog conduce la m(M’(j;O) = ¢ si cum m(IVT(jl\O) =
180° — ¢, avem ci punctele M, 04, 0, O5. Obtinem ca punctele M, 0, 0, 0,,
05 sunt conciclice.

Cercul lor se numeste cercul lui Miquel.
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Remarca 33

a) Din Teorema 70, se observa cd punctele coliniare A; - B; - C; sunt
proiectiile punctului M (ce apartine cercului circumscris triunghiului ABC),
sub unghiul de masura ¢ si in acelasi sens (masurat) pe laturile triunghiului
ABC. Are loc astfel Teorema Simson generalizata (de unghi ¢).

Teorema Simson generalizatd a fost demonstrata de L. Carnot si se enunta astfel:

Proiectiile unui punct al cercului circumscris sub acelasi unghi si sens pe laturile
triunghiului sunt coliniare.

Tn cazul Figurii 119, avem:

m(MA,,BC) = m(MA,,CA) = m(MC,,AB) = ¢.

Se poate demonstra cd Teorema 70 si Teorema Simson generalizatd sunt
echivalente.

b) Echivalenta teoremelor precedente conduce la:

Teorema 72

Cercurile descrise pe coardele MA, MB, MC ale cercului
circumscris triunghiului ABC dat capabile de acelasi unghi ¢ se
intersecteaza doua céte doud in punctele coliniare 4;, By, C;
situate pe laturile triunghiului ABC.

Aceasta teorema pentru cazul unghiului drept este datoratd matematicianului
irlandez G. Salmon (1819-1904).

Tn Teorema 70, punctele A, - B, - C; ce apartin laturilor triunghiului ABC sunt
coliniare; ardtam in continuare ca si in ipoteza cand A,, B;, C; nu sunt coliniare
putem defini punctul lui Miquel.

Teorema 73

Daca punctele A, B4, Cy apartin repectiv laturilor BC, CA si AB
ale triunghiului ABC, atunci cercurile circumscrise triunghiurilor
AB;Cy, BCyA; si CAqB; trec printr-un acelasi punct (punctul lui
Miquel).

Demonstratie

Consideram A;, B;, C; pe laturile (BC), (CA), (AB) (vezi Figura 120).
Notdm cu M punctul al doilea de intersectie a cercurilor circumscrise
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triunghiurilor AC,B; si BC;A,. Patrulaterul AC;MB; si BC;MA; sunt
inscriptibile, prin urmare:

IMB,A = <MC;B, (1)
IMC,B = <MA,C. (2
Relatiile precedente implica:
IMB A = <MA,C, (3)
iar aceasta relatie arata ca punctele M, A,, C, B; sunt pe un cerc.
A

Figura 120

Observatia 78

a) Teorema se demonstreaza in acelasi mod si dacd unul dintre punctele
A4, By, C; sunt pe o latura, iar celelalte doua pe prelungirile celorlalte
doua laturi.

b) Triunghiul A,B,C; a fost numit triunghiul lui Miquel corespunzator
punctului M al lui Miquel, iar cercurile circumscrise triunghiurilor
AC,B,, BC A, si CA,B, cercurile lui Miquel.

Propozitia 79

Daca M este un punct fixat in planul triunghiului ABC, atunci putem
construi oricate triunghiuri Miquel dorim, corespunzétoare punctului M.

Tntr-adevar, putem construi din M drepte MA,, MB,, MC, care fac cu
BC, CA, AB acelasi unghi masurat in acelasi sens, sau putem proceda astfel:
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Ducem prin M si A un cerc oarecare care taie AB si AC In C; si B;.
Construim cercul circumscris triunghiului BMC;; acesta va intersecta BC a
doua oard in punctul A;. Triunghiul A,B,C; este un triunghi Miquel
corespunzdtor punctului M.

Teorema 71

Toate triunghiurile lui Miquel corespunzatoare unui punct M dat
n planul triunghiului ABC sunt direct asemenea, iar punctul M

este punctul dublu (centrul de asemanare al lor):
A

Figura 121

Demonstratie

Fie M un punct Miquel pentru triunghiul ABC si A, B;C, triunghiul Miquel
corespunzator acestui punct M presupus fixat. Atunci cunoastem coordonatele
unghiulare ale lui M, deci unghiurile BMC, CMA, AMB (vezi Figura 121). Nu
este dificil de stabilit ca:
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¥B,A,C; = ¥«BMC — ¥BAC,

%AB,C;, = <AMC — ¥ABC,

¥B,CA, = <AMB — < ACB.

Dupa cum se observa, masurile acestor unghiuri sunt bine determinate cand
punctul M este fixat. Daca vom considera triunghiul A4, B, C, — triunghi Miquel
corespunzitor punctului M, unghiurile «B;A,C,, <A,B,C, si <B,C,A, vor fi
date de aceleasi formule, prin urmare AA; B, C;~AA,B,C,.

Apoi,  «A;MB; = «A,MB, =180° —m(C),  «MA,B, = «<MCA,
IMA,B, = «MCA, in consecinta AMA,B,~AMA,B,, ceea ce aratd ca punctul
M este centru de asemanare al celor duoa triunghiuri Miquel.

8.3.2 Aplicatii

1. Fie M un punct Miquel in interiorul triunghiului ABC si fie A;B;C;
triunghiul Miquel corespunzator lui. Notam cu A,, B,, C, intersectiile
semidreptelor (AM,(BM, (CM cu cercul circumscris triunghiului ABC.
Demonstrati ca AA,B,C,~AA, B, C;.

A

Figura 122
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Solutie
AB,BA si «B,BA = «MAC;, ¥AA,C, = XACC, si <ACC, = <MA,B;.
Obtinem ca «B,A,C, = «B,A,C;. Analog se arata ca <4,B,C, = <A;B,(;.

2. Fie M punctul lui Miquel corespunzator triunghiului Miquel A;B;C;,
cu varfurile pe laturile triunghiului ABC. Trei ceviene concurente Tn punctul
P din interiorul triunghiului ABC intersecteaza a doua oara cercurile Miquel
in punctele A,, B,, C,. Demonstrati ca punctele A4,, B,, C,, M sunt
conciclice.

Figura 123

Solutie

Tn Figura 123, fie A, intersectia cevienei AP cu cercul Miquel (AB;C;).
Notim  MA,C = MB;A=MC,B=¢. Avem <MA,P =180°— ¢,
4MB,P = 180° — «<BB,M = 180° — . Rezulti ci <MC,P = ¢, deci
punctele M, A,, B,, C,, P sunt conciclice.
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3. Trei cercuri trec respectiv prin varfurile A, B, C ale triunghiului ABC
se intersecteaza toate intr-un punct S din interiorul triunghiului si a doua
oard in punctele D, E, F ce apartin laturilor (BC), (CA), (AB).Prin 4, B, C
se duc trei paralele cu o directie datd ce intersecteaza a doua oara fiecare
cerc respectiv in punctele P, Q si R. Demonstrati ca punctele P, Q, R sunt
coliniare.

Van Khea - Peru, Geometrico 2017

Figura 124

Solutie

Patrulaterul APFS este inscris, deci <PAF = «FSP. 1)

Din paralelismul dreptelor AP si BQ, retinem ca <PAF = «<FBQ. (2)

Patrulaterul FBSQ este inscris, prin urmare <FBQ = «FSQ. (3)

Relatiile (1) — (3) conduc la «PSF = <FSQ. @)

Aceastd relatie aratd cd punctele P, Q, S sunt coliniare. Deoarece
patrulaterul BQSD este inscris, avem ca <@QBD = «DSR’. (5)
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Am notat cu R’ intersectia dreptei @S cu cercul ce trece prin C si S(vezi

Figura 124).
Patrulaterul DSCR' este Inscris, prin urmare <DSR' = <DCR’'.  (6)
Relatiile (5) si (6) conduc la «QBD = «DCR'. (7

Pe de alta parte, BQ este paraleld cu CR, deci: «QBD = «DCR. (8)
Relatiile (7) si (8) arata ca R'=R. Avand P, Q, S coliniare si Q, S, R coliniare
rezultid ca P, Q, R coliniare.

Figura 125

4. Fie ABC un triunghi oarecare si punctele D € (BC), E € (AC), F €
(AB). Cercurile circumscrise triunghiurilor AEF, BDF si CDE se
intersecteaza intr-un punct P. O dreapta arbitrara ce trece prin punctul P
intersecteaza a doua oara cercurile circumscrise triunghiurilor AEF, BDF si
CDE respectiv Tn punctele A’, B si C'. Aratati ca dreptele AA’, BB', CC’
sunt paralele.

Mihai Miculita — O reciproca a unei probleme de Van Khea
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ANEXE

Solutie (Mihai Miculita)

Patrulaterul AA’ FP este inscris, atunci <FAA’ = «<FPA'. (1)

Patrulaterul BPB'F este Tnscris, deci <FPA' = <FBB'. (2)

Din relatiile (1) si (2), obtinem cid <FAA’ = ¥FBB’. Aceasta implica in
consecintd cd AA' || BB'(vezi Figura 125). 3)

Patrulaterul PB'BD este inscris, deci «B'BD = «DPC. 4)

Patrulaterul tnscris PDC'C conduce la <DPC = «DCC'. (5)

Relatiile (4) si (5) implica <B'BD = «DCC’.

Consecinta este caBB' || CC'. (6)

In sfarsit, relatiile (3) si (6) conduc la concluzia ceruta, AA’ || BB' || CC'.
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PROBLEME iN LEGATURA CU
TRIUNGHIURILE ORTOLOGICE

9.1 Probleme propuse

1. Triunghiurile ABC si A;B;C, sunt simetrice fatd de dreapta d.
Demonstrati ¢d ABC si A;B;C; sunt triunghiuri ortologice.

2. n triunghiul ABC notam cu E si F contactele cercului inscris (de
centru I) cu AC, respectiv AB. Fie M, N, P mijloacele segmentelor BC, CE
si respectiv BF. Demonstrati ca perpedincularele duse din punctele I, B si

C respectiv pe NP, PM si MN sunt concurente.
lon Patrascu

3. Fie 04, 0,, 05 respectiv centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor
MBC, MAC, MAB, unde M este un punct oarecare n interiorul triunghiului
ABC. Demonstrati ca triunghiurile ABC si 0, 0,05 sunt ortologice, precizati
centrele de ortologie.

4. Fie ABC un triunghi nedreptunghic, H ortocentrul sau si P un punct
pe AH. Perpendicularele duse din H pe BP si pe CP intersecteaza AC si AB

in By, respectiv C;. Demonstrati ca dreptele B; C; si BC sunt paralele.
lon Patrascu

5. Dacd P si P’ sunt puncte in interiorul triunghiului ABC si A’B’C’si
A”B”C” sunt triunghiurile pedale ale lor, iar multimea centrelor de ortologie
a triunghiurlor ABC, A’B’C’ si ABC cu A”B”C” este formatd numai din
punctele P, P’, aratati ca punctele P si P’ sunt conjugate izogonal.
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6. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4, iar AD inaltime asa, D € (BC).
Notam K mijocul lui AD, iar P proiectia lui K pe mediatoarea laturii BC.
Fie Q intersectia semidreptei (AP cu cercul circumscris triunghiului ABC
(al carui centru este punctul 0), iar S simetricul lui Q fata de BC.
Demonstrati ca dreapta lui Simson a punctului S este paralela cu OK.

lon Patrascu

7. Fie ABC un triunghi echilateral. Sa se gdseasca pozitiile punctelor 4,
B;, C; pe laturile BC, CA respectiv AB, astfel incat dreptele AA,, BB;, CC;
sd fie concurente, iar perpendicularele ridicate pe laturile respective in
punctele A,, By, C; si fie de asemenea concurente.

8. Tn triunghiul ABC de ortocentru H, fie A,diametralul lui A in cercul
circumscris si A, proiectia lui 4, pe BC, iar B,, C, puncte analoage. Fie 4;,
A, intersectiile paralelelor duse prin B si C la AH cu AC, respectiv AB, iar
B., B,, C4, C, puncte analoage. Aratati ca perpendicularele din 4,, B,, C,
respectiv pe A,A., BBy, C,Cp sunt concurente in H.

Nicolae Mihaileanu — Corelativa unei propozitii — Victor Thébault,
G.M. vol. 41, 1936

9. Fie AA,, BB,, CC, ceviene concurente in punctul P din interiorul
triunghiului ABC si fie Q centrul de ortologie al triunghiului A;B,C; Tn
raport cu triunghiul ABC. Notam cu {A'} = B;C; N AA,, {B'}=C,4; n
BBy, {C'} = A;B; N CCysicu R centrul de ortologie al triunghiului A’B'C’
n raport cu triunghiul ABC. Demonstrati ca:

i) Punctele R, P, Q sunt coliniare daca si numai daca P este centrul

de greutate al triunghiului A,;B,Cy;

i) Daca P este centrul de greutate al triunghiului 4, B;C,, atunci

punctele R, P, Q, S sunt coliniare (S estecentrul de ortologie al
triunghiului ABC in raport cu triunghiulA’B'C’.

Vincentiu Pasol — Ton Patragcu

10. Fie ABC un triunghi oarecare, H ortocentrul sau si P un punct
arbitrar pe AH. Notam cu B’ si cu C' mijloacele laturilor AC si AB, iar cu Q
punctul de intersectie a perpendicularei duse din B’ pe dreapta CP cu
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perpendiculara dusa din C' pe dreapta BP. Aratati ca punctul Q se gaseste

pe mediatoarea laturii BC.
Turneul oraselor — Rusia, 2010

11. Fie ABC un triunghi dreptunghic, pe ipotenuza BC se construieste in
exteriorul triunghiului dreptunghiul BCDE. Notam cu [ intersectia
perpendicularei dusa din D pe AB cu perpendiculara dusa din E pe AC.

Demonstrati cd triunghiurile ABC si IDE sunt ortologice.
Ion Patrascu

12. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, O centrul cercului circumscris si
Ay, By, C; simetricele lui O fata de laturile BC, CA respectiv AB.
a) Demonstrati ca triunghiul ABC si A;B;C; sunt bilogice;
b) Demonstrati ca centrul de omologie a triunghiurilor ABC si A;B;C;
apatine dreptei lui Euler a triunghiului ABC;
c) Daca 0, este centrul de omologie a triunghiurilor ABC si A{B;C;,

calculati % , unde H este ortocentrul triunghiului ABC.
1

13. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si O centrul cercului sau
circumscris. Pe semidreptele (BA si (CA construim punctele B’ respectiv C’,
astfel incat BB’ = CC’ = BO. Pe semidreapta (AA4,, unde A; este piciorul
indltimii din A, construim A’ astfel incAt AA’ = AO. Demonstrati ca
perpendicularele duse din A, B, C, respectiv B'C’, C'A’ si A’B’ sunt
concurente.

14. Tn triunghiul oarecare ABC, fie B, C, paraleli la BC, cu B; € (4B),

C; € (AC) si A; proiectia ortogonald a lui A pe BC. Demonstrati ci

perpendiculara dusa din B pe A;C;, perpendiculara dusa din C pe A;B; si
AA, sunt concurente.

lon Patrascu

15. Fie ABC un triunghi echilateral si M un punct din planul sdu. Notdm
A’, B’, C’ simetricele lui M fata de BC, CA, respectiv AB, si avem cd AA’ =
BB’ = CC’. Demonstrati ca triunghiurile ABC, A’B’C’ sunt ortologice si au
centrul de ortologie comun.
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16. Triunghiurile ABC si A;B,C; sunt ortologice, iar centrele de
ortologie sunt O respectiv 0,. Fie A’;B';C’; translatatul triunghiului
A, B;C;, prin translatia de vector m Demonstrati ca triunghiurile ABC si
A'{B’',C'; sunt polar reciproce fata de un cerc cu centrul 0.

17. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, H ortocentrul sau si A’B’C’
triunghiul sdu ortic. Notam {P} = B'C' N BC,{Q} = A'B' N AB, {R} =
AC'nAC, {U}=APnCQ, {V}=BRnCQ, {W}=APnBR.
Demonstrati ca triunghiul median M, M, M, al triunghiului ABC si
triunghiul UVW sunt ortologice.

lon Patrascu

18. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si fie A; B;C; triunghiul siu ortic.
Notam cu A,, B, respectiv C, proiectiile varfurilor A, B, C respectiv pe
B,C;, C{A; si A1B;. Demonstrati ca triunghiurile A;B,C; si 4,B,C, sunt
triunghiuri bilogice.

19. Fie ABC un triunghi oarecare. Notdm cu B; si C; intersectiile unui
cerc dus prin punctele B si C cu laturile (AC) respectiv (AB). Notdm cu
M,, My, M, mijloacele segmentelor B; C;, B,C respectiv BC;. Demonstrati
ca triunghiurile M, M, M, si ABC sunt ortologice.

20. FieA;B,C; si A,B,C, doua triunghiuri omologice situate in plane
diferite si fie O centrul lor de omologie. Notam cu Ay, By, C, proiectiile
punctelor A,, By, C; pe planul(4,B,C,). Demonstrati cd daca cele doua
triunghiuri A;B,C; si A,B,C, sunt ortologice, atunci triunghiurile A,B,Cy
si A, B, C, sunt triunghiuri bilogice.

lon Patrascu

21. Fie ABC un triunghi si A’ € (BC), B’ € (AC), C' € (AB). Sa se
demonstreze ca:
a) Perpendicularele din A’, B, C' respectiv pe BC, CA, AB sunt
concurente daca si numai daca:

BC-BA'+CA-CB' + AB - AC' = %(ABZ + BC? + CA?).
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b) Tn ipoteza de la a), avem inegalitatea:

BA* + CB* + AC'* > %(ABZ +BC? + CA?).

a) Dacapunctele A', B, C' sunt mobile si are loc ipoteza de la a), suma
BA'* + CB'* + AC'” este minima daci si numai daca punctul de
concurentd al celor trei perpendiculare este centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

Ovidiu Pop, profesor, Satu Mare
(Concursul anual al rezolvitorilorG.M. 1990)

22. Fie triunghiul ABC si puncteled,, A, € (BC), By, B, € (CA), (4,
C, € (AB), astfel incat:BA; = CA,; CB; = AB,; AC; = B(C,. Demonstrati
ca centrul de ortologie al triunghiului ABC n raport cu triunghiul determinat
de intersectiile liniilor centrelor cercurilor circumscrise triunghiurilor:
ABA; si ACA,; BCB; si BAB,; CAC, si CBC, este centrul de greutate al
triunghiului ABC.

lon Patrascu

23. Fie ABCD patrulater convex si A;,B;,C; respectiv ortocentrele
triunghiurilor BCD; ACD si ABD. Demonstrati ca perpendicularele duse din
A, B si C respectiv pe A;C;, C; A, si A, B, sunt concurente.

24. Aratati ca, daca ABC si A{B;C; sunt doud triunghiuri echilaterale,
ortologice si triunghiul A;B;C; este inscris in triunghiul ABC (A1 €
(BC),B, € (CA),C, € (AB)), atunci A,B,C; este triunghiul median al
triunghiului ABC.

lon Patrascu

25. Fie A’B'C’ triunghiul pedal al centrului cercului Tnscris, I, n
triunghiul ABC. Demonstrati ca triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt ortologice

daci si numai daca triunghiul ABC este isoscel.
Reformulare a problemei O: 695, G.M. nr. 710-11-12/1992.
Autor: M. Barsan, lasi

26. Fie ABC un triunghi echilateral de latura a, iar M un punct n
interiorul sau. Notam A4, By, C; proiectiile lui M pe laturi. Sa se arate ca:
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a) AB+BiC+CA="a
b) Dreptele AA,, BB;, CC; sunt concurentedaca si numai daca M este

situat pe una dintre inaltimile triunghiului.
Laurentiu Panaitopol, Olimpiada judeteana 1990.

27. Tn triunghiul ABC notiam cu A, B;, C; picioarele simedianelor din
A,B,C. Sa se demonstreze ca perpendicularele in punctele A;, B;, C;
respectiv pe dreptele BC, CA, AB sunt concurente dacd si numai daca

triunghiul este isoscel.
F. Enescu, elev, Bucuresti — Problema C. 1125, G.M. 5/1991.
Concursul anual al rezolvitorilor, clasele VII-VIII

28. Fie ABC un triunghi echilateral si A; B, C; un triunghi inscris in ABC,
astfel incat A4, - BC + BB, - CA + CC, - AB = 0. Aritati ca:
a) Triunghiurile ABC si A;B;C; sunt ortologice.
b) Daca P este centrul de ortologie al triunghiului A, B; C; Tn raport cu
ABC si O este centrul cercului circumscris lui ABC, atunci: PA;, +

PB; + PC; = 170,

29. Fie ABC un triunghi echilateral dat si M un punct in interiorul siu.
Aratati ca exista o infinitate de triunghiuri echilaterale A'B’C" ortologice cu

ABC si avand ca centru de ortologie punctul M.
lon Patrascu

30. Doua triunghiuri ABC, A'B'C’ sunt omologice (dreptele AA’, BB',
CC' se ntalnesc Intr-un punct I). Perpendicularele TnA pe AB, AC Tntalnesc
A'B', A'C’ respectiv in A., A,. Analog, perpendicularele duse in B si C pe
dreptele (BA,BC), (CB,CA) determini pe (B'A’,B'C'), (C'B',C'A")
puncteleB,, B,,C,, C,. Sa se arate ca perpendicularele coborate din 4, B, C

pe dreptele A, A., B.B,, C,C}, sunt concurente.
Gh. Titeica

31. Fie A;A,A; un triunghi dreptunghic in A;si D piciorul
perpendicularei din A;. Notim cu K mijlocul lui A;D si fie {N} = A,K n
A1A3, {M} = A3K n A1A2. Notam cu {Bl} = MN N A2A3 §iBz, B3

250 lon Patrascu, Florentin Smarandache
Geometria triunghiurilor ortologice



PROBLEME IN LEGATURA CU TRIUNGHIURILE ORTOLOGICE

proiectiile Iui B; pe A;A; respectiv A;A,. Demonstrati ca A;A,A5 si
B; B, B3 sunt triortologice.
lon Patrascu

32. Notam cu A’, B', C' proiectiile ortogonale ale punctului P din
interiorul triunghiului ABC pe laturile BC, CA respectiv AB. Cercul
circumscris triunghiului A'B’C’ intersecteaza a doua oari laturile BC, CA,
AB in punctele A;, B, respectiv C;. Demonstrati ca perpendicularele duse
din A, B si C respectiv pe B;C,, C;A; si A{B; sunt concurente.

33. Fie triunghiul ABC. Se construiesc pe laturile acestuia,in exteriorul
sau, triunghiurile echilaterale ABC,, BCA,, CAB;. Fie a, B,y mijloacele
segmentelor B, C;; C;Aq; A1 B,. Si se arate ca perpendicularele duse din «,

B,y pe laturile BC, CA respectiv AB sunt concurente.
Dan Voiculescu

34. Fie ABC un triunghi oarecare inscris ntr-un cerc de centru O.
Paralele duse prin A, B, C la BC, CA respectiv AB intersecteaza cercul a
doua oara in punctele A’, B', C'. Demonstrati ca perpendicularele duse din
A', B', C' pe laturile BC, CA, AB sunt concurente.

35. Fie ABC un triunghi oarecare si A, By, C; picioarele inaltimilor sale.
Notam A,, B,, C, picioarele indltimilor triunghiului A;B;C;. Aratati ca
cercurile circumscrise triunghiurilor AA;A,, AB;B,, AC,C, au inca un

punct comun.
lon Patrascu

36. Fie ABC un triunghi si M € (AC), N € (AB), P € (BC) astfel incat
MN 1L AC, NP 1 AB si MP 1 BC. Si se arate ci, daca punctul lui Lemoine
al triunghiului ABC coincide cu centrul de greutate al triunghiului MNP,

atunci triunghiul ABC este echilateral.
Ciprian Manolescu, Problema O: 830, G.M. nr. 10/1996.

37. Fie ABCD un dreptunghi de centru 0. Notim cu E si cu F
intersectiile mediatoarei diagonalei BD cu AB si BC. Fie M, N, P respectiv
mijloacele laturilor AB, AD, DC si fie L intersectia cu AB a perpendicularei
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dusd din D pe PF. Demonstrati ca triunghiurile DLB si NEM sunt

ortologice.
lon Patrascu

38. Fie ABCD un patrulater nscris in cercul de diametru AC. Se stie ca
exista punctul E pe (CD) si punctul F pe (BC) astfel incat dreapta AE este
perpendiculara pe DF si dreapta AF este perpendiculara pe BE. Sa se arate
caAB = AD.

Problema nr. 4, Olimpiada Nationald de Matematica, clasa a IX-a, 2014

39. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel, AB = AC. Notdm cu M
mijlocului lui AB, punctul Q este definit de 4-AQ = AC, R € BC, astfel

incat QReste coliniar cu 4B, iar P este mijlocul lui CM. Demonstrati c&
triunghiurile PRQ si ABC sunt ortologice si precizati centrele lor de

ortologie.
lon Patrascu

40. FieAA,, BB,, CC,ceviene concurente in triunghiulABC, A, € (BC),
B; € (AC), C; € (AB), astfel incat AA, este mediana si triunghiurile ABC
si A;B;C; sunt ortologice. Demonstrati ¢a triunghiul ABC este isoscel sau

BB; si CC; sunt mediane.
Florentin Smarandache

41. Fie ABC un triunghi ascutitunghic; demonstrati ca exista un triunghi
A,B;C; Tnscris Tn ABC, cu C; € (AB), B; € (AC), A, € (BC), astfel incat
AB, L BC, C;B, L AC,A,C; L AB. Notam cu 0, 0,, O3 respectiv
mijloacele segmentelor BA,, CB;, AC,. Demonstrati cd triunghiurile
B;C; A, si 00,04 sunt ortologice.

lon Patrascu

42. Fie C(0,), €(05), €(03) trei cercuri avand centrele Tn puncte
necoliniare si fiind exterioare doud cate doud. Notdm cu A punctul situat pe
0,05 care are puteri egale fatd de cercurile C(0,) si C(03); cu B notdm
punctul situat pe 050 care are puteri egale fatd de C(03) si C(0,); sicu C
punctul ce apartine dreptei 0; 0, si are puteri egale fatd de C(0;) si C(0,).
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Aratati ca triunghiurile ABC si 0,0,05 sunt ortologice. Precizati centrele
lor de ortologie.

43. Fie ABC un triunghi oarecare si C,C),C, triunghiul sdu de contact.
Notam cu H,, Hy,H, respectiv ortocentrele triunghiurilor AC,C,, BC,C,,
CC,Cp. Demonstrati ca triunghiurile H,H,H, si C,C,C. sunt ortologice.
Precizati centrele lor de ortologie.

lon Patrascu

44. Aratati ca triunghiul determinat de punctele de tangenta cu laturile
triunghiului ABC ale cercului sau A-exinscris si triunghiul ABC sunt
ortologice si au acelasi centru de ortologie.

45. Triunghiurile ABC si A;B,C, sunt ortologice, A;B,C; este inscris
nABC, A, € (BC), B; € (CA), C, € (AB), B;C; I BC, B{A; |l AB.
Demonstrati ca A;B;C; este triunghiul complementar (median) al
triunghiului ABC.

46. Fie ABC un triunghi nedreptunghic si O centrul cercului sidu
circumscris. Mediatoarele segmentelor AO, BO si CO determina triunghiul
AB;C; (B, C; apartin mediatoarei segmentului AO). Demonstrati ca
triunghiurile ABC si A{B,C; sunt ortologice si au centrul de ortologie
comun.

47.Fie AA’, BB', CC' trei ceviene concurente Tn punctul P din interiorul
triunghiului ABC. Construim mediatoarele segmentelor AP, BP, CP si
notam A,B,C; triunghiul determinat de acestea (B; si C; apartin
mediatoarei segmentului AP). Aratati ca A, B, C; este ortologic in raport cu
triunghiul ABC si precizati centrul lor de ortologie.

48. Triunghiurile ABC si A,B;C, sunt ortologice de centru M (M este
centrul de ortologie al triunghiului A, B;C; in raport cu ABC). Fie A'B'C’
triunghiul de contact al triunghiului ABC, notam A7, By, C{ respectiv unul
dintre punctele de intersectie cu cercul inscris al perpendicularelor duse din
A, B, C pe B,C;, C;A; respectiv A;B;. Notam cu X intersectia dintre
tangenta dusd Tn A7 la cercul inscris cu paralela dusa prin I (centrul cercului
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nscris) la B; Cy, fie Y intersectia dintre tangenta dusa prin By la cercul inscris
cu paralela dusd prin I la C;4; si fie Z intersectia tangentei dusa prin Cyla
cercul inscris cu paralela dusa prin I la A, B;.

Demonstrati cd punctele X, Y, Z sunt coliniare.
lon Patrascu

49. Fie ABC un triunghi oarecare si M mijlocul laturii BC.
Perpendicularele duse din M pe AB si AC intersecteaza respectiv in P si Q
perpendicularele ridicate in B’ si C' pe BC. Punctele B’ si C' sunt simetrice
fata de M si sunt situate pe BC. Notam {R} = AB n PQ si {S} = AC n PQ.

Demonstrati ca triunghiurile ARS si AQP sunt ortologice.

50. Fie ABCD un trapez dreptunghic, A =B =90°. Considerim
punctul E pe latura CD si fie M mijlocul laturii AB. Construim MP L AE,
P e AD si MQ L BE, Q € BC. Notam cu R si S intersectiile dreptei PQ cu
AE respectiv BE.

Demonstrati ca triunghiul ESR si EPQ sunt ortologice.
lon Patrascu

51. Fie ABC un triunghi, U un punct in interiorul sau si V' conjugatul
izogonal al lui U. Dacé triunghiul U-circumpedal al triunghiului ABC si
triunghiul ABC sunt ortologice, atunci si triunghiul V-circumpedal al
triunghiului ABC si triunghiul ABC sunt ortologice.

52. Fie ABC un triunghi oarecare. Se construiesc in exteriorul
triunghiului pe laturile sale patratele BCMN, ACPQ si ABRS. Notam
{A;} =MPNNR,{B;} =MPnSQsi{C}=NRnSQ.

Demonstrati ca triunghiurile ABC si4,B;C; sunt ortologice. Ce punct
important al triunghiului ABC este centrul de ortologie al acestuia Tn raport
cu triunghiul A;B;C;?

53. Daca segmentele AA’, BB', CC' ce unesc varfurile a doua triunghiuri
ortologice ABC si A'B'C' sunt impartite prin punctele A", B", C"" si A",
B'', C'"" in segmente proportionale, atunci triunghiurile A""B"C" si
A""B'"C"" sunt de asemenea ortologice.

J. Neuberg
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54. Fie H ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC. Pe semidreptele
(HA, (HB, (HC consideram punctele A’, B', C', cu HA' = BC, HB' = CA
si HC' = AB. Demonstrati ca:

a) Centrul de ortologie al triunghiuluiABC n raport cu triunghiul

A'B'C' este centrul de greutate G al triunghiului ABC.
b) Daca{A"}=BCNnB'C',{B"}=CAnC'A' atunci HG L A"B".

55. Tn exteriorul triunghiului ABC construim pitratele BCMN, ACPQ si
ABRS. Fie C; intersectia dreptelor SQ si RN, B, intersectia dreptelor SQ si
MP si A; intersectia dreptelor MP si RN. Demonstrati ca perpendicularele

din B;, A; si C; pe dreptele AC, BC respectiv AB sunt concurente.
Petru Braica, Satu Mare, Problema 27089, G.M. nr. 1/2015

56. Fie ABC un triunghi oarecare. Construim cu A, B, C ca centre trei
cercuri congruente care taie laturile AB si AC in A’, A"; laturile BA si BC
in B’, B"; laturile CB, CAIn C', C". Notam B'B" N C'C" = {A,},A'A" n
C'C" ={B;}si A’/A" n B'B" = {C,}. Demonstrati ca triunghiurile ABC si
A, B;C; sunt ortologice si precizati centrele lor de ortologie.

57. Fie ABCDEF un hexagon convex cu proprietatile: AB = BC, CD =
DE, EF = FA. Aratati ca perpendicularele duse din 4, C si E respectiv pe
dreptele FB, BD si DF sunt concurente.

58. Fie A’, B’ si C' picioarele indltimilor unui triunghi ABC. Se
considera punctele M € AA’, N € BB',P € CC' si se noteaza MN N AB =
{K}, MP n AC = {L}. Dacd punctele N si P sunt fixe, iar M mobil, se cere:

a) Si se demonstreze ca ML se roteste in jurul unui punct fix.

b) Sa se gdseascd locul geometric al intersectiilor perpendicularelor

coboréte din B si C respectiv pe MP si MN.
V. Sergiescu, elev, Bucuresti, Problema 8794, G.M. nr. 1/1969

59. Fie ABC un triunghi oarecare si AM o ceviana a sa. Notam cu A, B’
si C' proiectiile varfului A pe BC si proiectiile lui B si C pe AM. Demonstrati
ca triunghiul ABC este ortologic n raport cu triunghiul A'B'C’.

lon Patrascu
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60. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, H ortocentrul sdu si P un punct
pe AH. Perpendicularele duse din H pe BP si pe CP intersecteaza AC si AB

in B, respectiv C. Demonstrati cd dreptele B; C; si BC sunt paralele.
lon Patrascu

61. Fie ABC un triunghi dat si A;B;C; triunghiul format de intersectiile
paralelelor duse prin 4, B, C la bisectoarele interioare ale triunghiului ABC
(paralela dusa prin A la bisectoarea BB’ se intersecteaza cu paralela dusa
din B la bisectoarea CC' in Cy, ...). Demonstrati cé triunghiul 4, B, C; este

ortologic in raport cu triunghiul lui Fuhrmann al triunghiului ABC.
lon Patrascu

62. Fie K mijlocul laturii AB a triunghiului ABC, iar L € (AC) si M €
(BC) doua puncte astfel incat si avem «CLK = «CMK. Aratati ca
perpendicularele ridicate in punctele K, L si M respectiv pe AB, AC si BC

sunt concurente ntr-un punct P.
Middle European MO: 2012 Team Competition

63. Fie ABC un triunghi dat si A, B;C; triunghiulpodar al centrului I, al
cercului A-exinscris triunghiului. Notdm [}, intersectiile cevienelor A4,
BB;, CC; si fie {X} = B,C;NBC, {Y} =A,C; N AC. Demonstrati ci
1,I, L XY.

64. Fie ABCun triunghi ascutitunghic inscris in cercul de centru O.
Notam cu A4,B;, C; respectiv mijloacele arcelor mari ale cercului, sustinute
de coardele BC, CA si AB. Demonstrati ca triunghiurile ABC si A, B;C;sunt
ortologice.

65. Tn triunghiul oarecare ABC, fie A;, B;,C; proiectiile centrelor
cercurilor exinscrise, I, I, I respectiv pe mediatoarele laturilor BC, CA si
AB. Demonstrati ca triunghiurile ABC si A, B, C; sunt triunghiuri bilogice.

66. Fie ABC un triunghi oarecare si K mijlocul laturii AB. Construim
cercuri congruente care trec prin A si K, si prin B si K, si care au centrele
de aceeasi parte a dreptei AB ca si punctul C. Aceste cercuri taie a doua oara
laturile AC si BC in L respectiv M. Demonstrati ca triunghiurile MLK si
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ABC sunt ortologice. Determinati locul geometric al centrului P de
ortologie al acestor triunghiuri.
lon Patrascu, Mihai Miculita

67. Fie ABCD un romb de centru O; notam cu E proiectia lui O pe AD
si cu F simetricul lui O fata de mijlocul segmentului AD. Perpendiculara
dusa din F pe AD se intersecteaza cu perpen-diculara dusid din D pe EB in

H. Demonstrati ca AH L CE.
lon Pétragcu, Problema S: L.17.299 — G.M. nr. 11/2017

68. Fie ABCD un dreptunghi cu AB = 2 si BC = +/3. Notim cu M
mijlocul laturii AB, cu P mijlocul segmentului DM, iar cu S simetricul lui
P fata de AB. Intersectia dreptelor AC si DS o notdm cu T, iar V este
intersectia perpendicularei din D pe DM cu paralela dusa prin P la AB. Fie
Q intersectia bisectoarei unghiului AMD cu perpendiculara dusd din D pe

CV. Demonstrati ¢ punctele P, Q, T sunt coliniare.
lon Patrascu

69. Fie A;B,C; si ABC doua triunghiuri ortologice de centru P. Notam
Cu A,, B, si C, simetricele lui P fatd de mijloacele laturilor triunghiului
A{BC;. Demonstrati ca triunghiul A;B;C; este ortologic cu triunghiul
A,B,C,.

70. Se cer urmétoarele:

a) Gasiti conditia pe care trebuie s o satisfacd un triunghi asutitunghic
pentru ca sa nu existe triunghiul ortic al triunghiului sau ortic;

b) Gdésiti un triunghi astfel incit s nu existe triunghiul ortic al
triunghiului ortic al triunghiului ortic al triunghiului dat;

c) Fie ABC untriunghi, A'B’C’ triunghiul sdu ortic si A'B’C’ triunghiul
ortic al triunghiului A”B''C". Ce puteti afirma despre relatia de
ortologie relativa la triunghiurile ABC si A" B''C"'?

71. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, notdm cu D proiectia lui B pe AC
si cu E proiectia lui C pe AB, iar cu K, L, M respectiv mijloacele
segmentelor BE, CD si DE. Demonstrati ca:

a) Triunghiurile MKL si ABC sunt ortologice;
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b) Axa de ortologie este perpendiculara cu KL.

72. Fie ABC un triunghi oarecare si A'B’C’ triunghiul sau I-circumpedal
(I = centrul cercului Tnscris in triunghiul ABC). Demonstrati ca:
a) Triunghiul ABC este ortologic Tn raport cu triunghiul A'B'C’;
b) Cercurile C(4'; A'B), C(B'; B'C), C(C'; C'A) se intersecteazi in
centrul de ortologie al triunghiurilor de la punctul a);
c) Fie {X}=B'C'nBC, {Y}=A'B'NnAB si 0 centrul cercului
circumscris triunghiului ABC; atunci: 01 L XY.

73. Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu AB < AC si de ortocentru H.
Mediatoarea laturii BC intersecteaza laturile BC, CA si AB respectiv pe
punctele M, Q si P. Notam cu N mijlocul segmentului PQ. Demonstrati ca
triunghiurile BHM si QAN sunt ortogonale.

74. Cercul w intersecteaza laturile (BC), (CA) si (AB) ale triunghiului
ABCin A, A,;B; B, respectiv C;, C,. Demonstrati ca daca triunghiul A; B; C;
si triunghiul ABC sunt ortologice, atunci si triunghiul A,B,C, si ABC sunt
ortologice.

Reformulare a unei probleme data la Concurs Ungaria, 1914.

75. Fie ABC si A, B, C; doua triunghiuri situate in plane distincte si astfel
ncét perpendicularele duse din 4, B, C respectiv pe B, C;, C;A;si A;B;sunt
concurente ntr-un punct H. Demonstrati ca triunghiul A'B’C’ (proiectia lui
ABC pe planul A;B;C;) si triunghiul A; B;C;sunt ortologice.

lon Patrascu

76. Fie ABC un triunghi isoscel, AB = AC; H este ortocentrul sau si
A, B, C; este triunghiul sdu ortic. Aratati ca triunghiul HBC este ortologic in
raport cu A, B, C;.

77. Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi neisoscel ABC.
Cercul circumscris triunghiului OBC intersecteaza a doua oard dreptele AB
si AC n punctele A, respectiv A,; cercul circumscris triunghiului 0AC
intersecteaza a doua oara dreptele AB si BC in punctele B, respectiv B,; iar
cercul circumscris triunghiului OAB intersecteaza a doua oara dreptele BC
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si AC n punctele C, respectiv C,,. Aratati cd A, B,, A.C, si B.C, sunt trei
drepte concurente.
Olimpiada Nationala de Matematica, Brazilia, 2009

78. Fie A4, By, C; picioarele indltimilor triunghiului ascutitunghic ABC

si X € (B1Cy), Y € (C,4,), Z € (4, B,), astfel incat:
% __bcosC ﬂ __ccosA E __acosB
XB; ccosB'YC, acosC ¥ ZA;  bcosA
Aratati ca dreptele AX, BY si CZ sunt concurente.

Petru Braica, Problema 27309, G.M. nr. 12/2016

79. Fie ABC un triunghi dat si fie A; B, C; un triunghi inscris in ABC si
ortologic cu acesta. Notam cu O centrul de ortologie al triunghiului A;B; C;
n raport cu ABC. Consideram pe perpendiculara ridicata in O pe planul
ABC punctul P, iar pe segmentele PA,, PB;, PC,, respectiv punctele A,,
B,, C,. Demonstrati ca triunghiurile A,B,C, si ABC sunt ortologice cu un

singur centru de ortologie.
lon Patrascu

80. Fie E si F picioarele inaltimilor din varfurile B si C ale triunghiului
ascutitunghic ABC, iar M mijlocul laturii BC. Notam cu {N} = AM N EF si
P =P iar cu R = Pr" si S = Pr!P. Aritati ci N este ortocentrul
triunghiului ARS.

Nguyén Minh Ha

81. Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele M € (BC), N €
(CA) si P € (AB), astfel incét:

MB _NC_PA_

Mc ™ NA  pPB

Fie a perpendiculara din M pe BC. Definim analog dreptele b si c.
Atunci: a, b, ¢ sunt concurente daci si numai daca k = 1.

M. Monea, Problema 4, Olimpiada Nationala de Matematica, faza zonala, 2003

82. Fie (T,), (T},), (T,) tangentele in varfurile A, B, C ale triunghiului
ABC la cercul circumscris triunghiului. S& se demonstreze ca perpen-
dicularele duse din mijloacele laturilor opuse pe (T,), (Tp), (T.) sunt
concurente si sa se determine punctul lor de concurenta.
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83. Se da un triunghi echilateral ABC si D un punct arbitrar in planul
sau. Notam A;, B; si C; centrele cercurilor Tnscrise Tn triunghiurile BCD,
CAD si ABD. Demonstrati ca perpendicularele duse din varfurile 4, B, C

respectiv pe laturile B, C;, C; A, si A1 B, sunt concurente.
I. Shariguin, Culegere de probleme, Problema 11.17

84. Fie d o dreapta data si dq, d,, d5 trei drepte perpendiculare pe d.
Consideram A, B, C puncte pe d, astfel incét:

d(A,d;) = aq,d(4,d3) = ay,

d(B, d3) = by, d(B, d1) = b,,

d(C,dy) =c¢1,d(C,d;y) = cs.

Gasiti conditia pe care trebuie sa o satisfaca aq, a,, by, by, 1, ¢, astfel
incat oricare ar fi punctele A,, By, C; pe dy, d, respectivds,
perpendicularele din A4, B, C pe B,C;, C;A;, A{B; sa fie concurente.

85. Fie M, M, M, triunghiul median al triunghiului ABC. Dacé M este un
punct in planul triunghiului ABC si A;B;C; este triunghiul format din
proiectiile ortogonale ale punctului M pe laturile BC, CA respectiv AB,
ardtati ca triunghiul M M, M, si triunghiul A;B;C; sunt triunghiuri
ortologice.

86. Fie ABC si A;B;C; doud triunghiuri ortologice si O un punct
oarecare in planul lor. Notdam cu A'B'C’ triunghiul simetric fatd de O al
triunghiului ABC. Aratati ca triunghiurile A'B’C’ si A; B, C; sunt ortologice.

87. Fie ABCD un trapez ortodiagonal de baze BC si AD; notam cu O
intersectia diagonalelor, cu E proiectia lui O pe AD si cu F simetricul lui O
fata de mijlocul segmentului AD. Perpendiculara din F pe AD se
intersecteazd cu perpendiculara dusd din D pe EB In H. Demonstrati ca

AH 1 CE.
lon Patrascu, Problema 27447, G.M. nr. 11/2017

88. Aratati ca centrul de ortologie al unui triunghi ABC n raport cu
triunghiul podar al centrului simedian este centrul de greutate al triunghiului
ABC, iar centrul de ortologie al triunghiului podar al centrului simedian in

260 lon Patrascu, Florentin Smarandache
Geometria triunghiurilor ortologice



PROBLEME IN LEGATURA CU TRIUNGHIURILE ORTOLOGICE

raport cu triunghiul ABC este centrul de greutate al triunghiului podar al
centrului simedian.

89. Aratati ca:
a) Doua triunghiuri echilaterale ABC si A’B’C’, invers orientate, sunt
de trei paralelogice si anume cu ordinele:
ABC\ . ( ABC \.( ABC
(ABCY,(AECY,(4BC )
b) Daca notdm cu Py, P,, P; punctele de paralelogice corespunzatoare

ternelor de mai sus, atunci triunghiul P;P,P; este echilateral, cu

varfurile pe cercul circumscris triunghiului ABC.
Constantin Cocea

90. Fie triunghiul ABC si A,B,C; triunghiul sau ortic, iar 4,,B,, C,
proiectiile varfurile triunghiului ABC respectiv pe B,;C;, C;A; si A;B;.
Demonstrati ci triunghiurile A,B,C, si ABC sunt ortologice.

I. Shariguin, Culegere de probleme

91. Pe laturile triunghiului ascutitunghic ABC se construiesc in exte-
riorul sau triunghiurile echilaterale BCK, CAL, ABM. Aratati ca triunghiul
median al triunghiului KLM si triunghiul ABC sunt ortologice.

92. Fie ABC un triunghi oarecare si fie A;B,C; triunghiul podar al
centrului simedian K al triunghiului ABC. Notam cu A,, B,, C, simetricele
punctelor A;, B;, C; in raport cu K. Demonstrati ca triunghiurile A,B,C, si
A,B,C; sunt ortologice.

93. Fie BCDE un patrulater convex inscris in cercul de centru Oin
careBEeste neparaleld cu DC. Notdm cu Q si R mijloacele laturilor CD si
BE si cu A intersectia dreptelor BE si DC. Demonstrati ca perpendicularele

duse din A, B, C respectiv pe RQ, CE si BD sunt concurente.
lon Patrascu

94. Fie ABCDEF un hexagon regulat. Aratati ca triunghiurile BFD si

ECA sunt triortologice. Specificati centrele de ortologie.
lon Patrascu
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95. Fie ABC un triunghi dreptunghic in B cu m(A) = 60° si BC = V7.

Se duc paralele la BC, AB si CA situate la distantele £ i si respectiv ﬁ

care intersecteaza interiorul triunghiului.
Demonstrati ca:
a) Paralelele sunt concurente intr-un punct M;
b) Triunghiul podar al punctului M, pe care il notdim A;B;C, este
echilateral;
c) Triunghiul ABC si A;B;C; nu sunt bilogice.

lon Patrascu

96. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, O centrul cercului siu
circumscris si M, D intersectiile semidreptei (A0 cu BC respectiv cu cercul
circumscris. Tangenta in D la cercul circumscris intersecteazd AB Th K si
AC in L. Cercurile circumscrise triunghiurilor DMC si DMB intersecteaza a
doua oard AC si AB respectiv in F si E. Demonstrati ca triunghiul DEF este
ortologic cu triunghiul AKL si centrul de ortologie este simetricul punctului
D fata de M.

97. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, A; B, C; este triunghiul sau ortic,
iar MNP este triunghiul sdu median. Notam cu cu 4,, B,, C, mijloacele
medianelor (AM), (BN),(CP). Demonstrati ca triunghiurile A;{B;C; si
A, B, C, sunt ortologice.

lon Patrascu

98. Fie ABC si A;B;C; doua triunghiuri ortologice. Notam cu P centrul
de ortologie al triunghiului ABC in raport cu triunghiul A4;B,C; si cu P;
centrul de ortologie al triunghiului A;B;C; in raport cu ABC. Atunci,
coordonatele baricentrice ale lui P in raport cu ABC sunt egale cu
coordonatele baricentrice ale lui P,in raport cu 4, B, C;.

99. Fie ABC un triunghi Tnscris Tn cercul de centru 0. Bisectoarele AD,
BE, CF sunt concurente in I. Perpendicularele duse din I pe BC, CA si AD
intersecteazd EF, ED si DE respectivin M, N, P. Aritati ca AM, BN, CP

sunt concurente fntr-un punct situat pe OI.
Nguyén Minh Ha
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100. Fie ABCun triunghi si P un punct in interiorul sau. Notam cu D, E,
F picioarele perpendicularelor duse din P pe BC, CA, respectiv AB.
Presupunem ca:

AP? + PD? = BP? + PE? = CP? + PE?.
Notam cu I, I, I centrele cercurilor exinscrise triunghiuluiABC. Aritati

ca P este centrul cercului circumsris triunghiuluil, I, 1.
Problema G3 — Short-listed — 44th International Mathematical Olimpiad,
Tokyo, Japan, 2003

9.2 Probleme deschise

1. Triunghiul pedal al izogonalului punctului lui Gergonne al
triunghiului ABC este ortologic cu triunghiul ABC daca si numai daca
triunghiul ABC este triunghi isoscel.

2. Triungiul pedal al izogonalului punctului lui Nagel in triunghiul ABC
este ortologic cu triunghiul ABCdaca si numai dacd ABC este triunghi
isoscel.

3. Daca A’B’C’ este triunghiul M-pedal al punctului M din interiorul
triunghiului ABC si triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt ortologice, iar A”B”C”
este triunghiul M’-pedal al izogonalului M’ al punctului M in raport cu
triunghiul ABC, triunghiurile ABC si A”B”C” sunt ortologice.

4. Fie A,B;C, triunghiul G-circumpedal al triunghiului ABC (G este
centrul de greutate al triunghiului ABC). Este adevarat ca ABC si A{B,C;
sunt triunghiuri ortologice daca si numai daca ABC este triunghi echilateral?

5. Fie ABC un triunghi isoscel, cu AB = AC, si G centrul sau de greutate.
Daca U si V sunt centrele de ortologie ale triunghiurilor ortologice ABC si
G - circumpedal, iar aceste puncte sunt simetrice fatd de G, aflati masura
unghiurilor triunghiului ABC.

6. Triunghiul podar al ortocentrului H al triunghiului ABC este ortologic
cu triunghiul H-circumpedal. Ce conditii trebuie sa indeplineasca punctul
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M din interiorrul triunghiului ABC pentru ca podarul sdu si M-
circumpedalul sau sa fie triunghiuri ortologice?

7. Fie ABC si A;B;C; doui triunghiuri echilaterale invers asemenea.
Notam cu 04, 0,, 05 centrele de ortologie ale triunghiului ABC 1n raport cu
triunghiurile A;B;C;, B;C{A; si C{AB,. Fie 01, 05, 05 centrele de
ortologie ale triunghiului A;B;C; Tn raport cu triunghiurile ABC, BCA si
CAB. Se stie ca triunghiurile 00,05 si 010505 sunt echilaterale, invers
asemenea si triortologice. Dacd continudm pentru aceste triunghiuri
constructia facutd pentru ABC si A, B, C;, si apoi pentru cele determinate de
centrele lor de ortologie, s.a.m.d., procesul poate continua la nesfarsit sau
Se opreste?

8. Fie A'B'C’ triunghiul pedal al centrului cercului circumscris O al
triunghiului ascutitunghic ABC. Demonstrati cad triunghiurile ABC si

A'B'C' sunt ortologice daca si numai daca triunghiul ABC este isoscel.
lon Pétragcu, Mihai Dinu
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SOLUTII, INDICATII, RASPUNSURI
LA PROBLEMELE DE ORTOLOGIE
PROPUSE

1. Solutia 1.Triunghiurile ABC si A;B;C, sunt ortologice daci si numai
daca AB? 4+ BC{ + CA? = AC? + BA? + CB?. Fiind simetrice fatd de
dreapta d, avem ca AB; = BA;, BC; = CB, si CA; = AC;, prin urmare
relatia de mai sus este verificata.

Solutia 2. Triunghiurile ABC si A;B,C; sunt asemenea i invers
orientate. Se aplica acum Teorema 26.

2. Demonstram c¢d triunghiurile BIC si MNP sunt ortologice.
Perpendiculara din M pe BC este mediatoarea lui BC. Perpendiculara din N
pe CI este axa radicald a cercului inscris si a cercului nul C, iar
perpendiculara din P pe BI este axa radicald a cercului inscris si a cercului
nul B. Axa radicald a cercurilor nule B, C este mediatoarea lui BC. Axele
radicale a trei cercuri sunt concurente in centrul lor radical Q. Deoarece
perpendicularele din M, N, P pe BC, CI si BI sunt concurente, inseamna ca
triunghiurile MBP si BIC sunt ortologice, deci si perpendicularele duse din
I, B, C respectiv pe NP, MP si MN vor fi concurente.

Observatie

Problema ramane valabila si daca in locul cercului inscris (I) se considera cercul
A-exinscris (1,).

3. Perpendicularele duse din 0,, 0,, O5 respectiv pe BC, CA, AB sunt
mediatoarele acestor laturi, deci sunt concurente in centrul O al cercului
circumscris triunghiului ABC, punct ce este centru de ortologie al
triunghiurilor 0,0,05 si ABC.
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Perpendicularele duse din A, B, C pe 0,04, 050, respectiv 0,0, sunt
coardele AM, BM, CM, asa ca M este al doilea centru de ortologie.

4. Triunghiurile B;C; A si BPC sunt ortologice, deoarece perpendiculara
dusa din A pe BC, perpendiculara din B, pe BP si perpendiculara dusa din
C; pe CP sunt concurente in H. Conform teoremei triunghiurilor ortologice
proprietatea este adevarata si invers, adica perpendiculara dusa din C pe C; 4
si perpendiculara dusd din P pe B;C; sunt concurente. Deoarece primele
doua perpendiculare sunt inaltimile triunghiului ABC, deci sunt concurente
in H, rezultd cd si a treia perpendiculard trece prin H, deci PH este
perpendiculara in B; C; . Pe de alta parte, PH este perpendiculara pe BC, deci
BC si B, C; sunt paralele.

5. Triunghiul ABC si triunghiul A’B’C’sunt triunghiuri ortologice. Unul
dintre centrele de ortologie este P si fie P’ al doilea centru de ortologie. Se
stie cd P"' este conjugatul izogonal al punctului P. Dacd P'"" este al doilea
centru de ortologie al triunghiului ABC si A B"'C"' (primul este P), atunci
P'" este conjugatul izogonal al punctului P’. Deoarece multimea centrelor
de ortologie este formatda numai din P si P’, inseamna ca P'’si P'"' trebuie
sa coincidd cu P’, respectiv P, si atunci P si P'sunt conjugate izogonal.

6. Daca A', B, C' este dreapta Simson a punctului S, avem«SBA =
<SA'C' (patrulaterul SA'BC' este inscriptibil). Deoarece<SBA = 4SQA,
rezultd cd <SA'C’' = «SQA, deci A'C' || AQ. Patrulaterul AKOP este
paralelogram deoarece AK || PO si AK = PO, rezulti OK || AQ. A’C’ || AQ
si AQ |l OK conduc laA'C’ || OK.

7. Consideram latura triunghiului echilateral de lungime 1 si fie AC; =
x, BA; =y, CBy = z. Din teorema lui Ceva si din teorema Carnot, rezulta:

xyz=(1-x)1—-y)(1—-2)si

x2+y?+z22=(1-x?+1-y)?>+ (1 -2)>2

Din relatia a doua, retinem ca:x+y+z = %, deci si (1—x)+
A-N+0-2=2

De asemenea, avem:
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xy +yz + zx =%<Z— (x2 + y? +zz)).
Analog:

1-00-N+A-»NA-2)+1-2)1-x) =
1(9
= E(Z - (XZ + y2 + Zz)).
Daca x =y # z, atunci avem solutiile {x,z,1 —x,1—z}, de unde
rezultd cd x = 1 — z, In orice situatie obtinem dinnoucdx =y =z = %
Daca x,y, z sunt toate diferite, atunci {x,y,z} ={1—x,1—y,1 — z}.

Daca x = 1 — x, atunci x = %, jardacax =1 —y,atunciy=1—xsiz =
1—2zducelaz = % Prin urmare, solutiile ecuatiei sunt {x, 1—x, %}

in concluzie, toate pozitiile punctelor A;, B;, C; sunt date de tripletele
(x, 1-—x, %) si permutatele lor, cu x € (0,1), prin urmare unul dintre

puncte este mijlocul unei laturi, iar celilalte sunt egal departate de varfurile
laturii respective.

8. Fie {X}=A,A.NBC, presupunem ca triunghiul ABC este
ascutitunghic si B >C. Avem A, =atanB, A,B=atanC,
tan(A,XC) = tanB —tan C. Se observd ci A, este izotomicul lui A’
piciorul inaltimii din A, cum BA' = ¢ - cos B, rezulta ca:

A'A; =a—2c-cosB =2RsinA — 4R sinC cos B
= 2R(sinA — 2 sin C cos B).

C-cosB:cosC

HA' = cotC-BA' = e 2R cosB cosC.
_ HA' cosB - cosC
tan(HAZA’) =

A'A,  sinA —2sinC - cos B
cosB -cosC
" sin(B + C) —2sinC - cos B
cosB -cosC

sinB-cosC +sinC-cosB —2sinC - cosB
cosB-cosC 1

sinB-cosC —sinC -cosB  tanB —tanC

Deoarece tan(4,XC) = cot(HA,A"), rezultd ca A,H L ApA,.. Analog,
se demonstreazd ca B,H 1 BB, sicd C,H L CpC,.
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Observatie

Problema exprima faptul ca triunghiurile A,B,C, si cel cu laturile determinate
de dreptele 4,4, B,B,., C,C, sunt ortologice, iar H este centrul lor de ortologie.

9. 1) Presupunem ci R, P, Q sunt coliniare; fie % =,

! A’R p— p—
AA'RP~AAQP = =" =1 @
Analog,
/ B'R _ B'P _
AB'RP~AB,QP = 50" 5F " A, 2)
, C'R _C'P _
AC'RP~AC,QP = o or" A (3)

Relatiile (1), (2) si (3) conduc la A’B’" || A,B;, B'C' || B;C;, A'C' ||
A, C;.Triunghiurile A;B,C, si A'B'C’ au laturile respectiv paralele, rezulta
ca patrulaterele A'C'B'C; si A'C'A,;B’ sunt paralelograme, deci A'C' =
C,B'si A'C' = A;B’, in consecintd B’ este mijlocul laturii A;C,, analog A’
este mijlocul laturii B, C, si C' este mijlocul laturii A, B;, deci P este centrul
de greutate al triunghiului A, B;C;.

Fie acum P centrul de greutate al triunghiului A;B,C; si Q centrul de
ortologie al triunghiului A;B;C; Tn raport cu ABC. Daca R este centrul de
ortologie al triunghiului A'B’C’ n raport cu ABC, atunci, deoarece
triunghiurile A, B, C; si ABC sunt omologice de centru P, conform teoremei
lui Sondat obtinem ca punctele Q, P si S sunt coliniare (S este centrul de
ortologie al triunghiului ABC 1in raport cu A;B;C;). Pe de alta parte,
triunghiulA’'B’C’ este triunghi median al triunghiului 4,B;C,, asa ca
perpendicularele duse din A, B, C pe laturile lui A, B, C; sunt perpendiculare
si pe laturile triunghiului A’B'C’, asa ca S este centru de ortologie al
triunghiului ABC n raport cu A'B'C’. Conform teoremei lui Sondat, tinind
seama ca A'B'C’ si ABC sunt omotetice cu centrul omotetiei P, avem ca
punctele S, R, P sunt coliniare. Din Q, P, S si S,R, P coliniare, rezulta ca Q,
R, S, P sunt coliniare.

ii) Rezulta din 1).

10. Triunghiul PBC este ortologic cu triunghiul A’B’'C’ (am notat A’
mijlocul lui BC). Centrele de ortologie sunt H si Q.
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11. Triunghiurile ABC si IED sunt congruente (U.L.U.). Din AB || IE si
AB = IE, rezulta ca patrulaterul BEIA este paralelogram, prin urmare Al ||
BE. Deoarece BE 1 BC, rezulta ca si AI L BC, deci Al este indltimea din
A a triunghiului ABC. Am obtinut cd perpendicularele duse din I, D, E
respectiv pe BC, AB si AE sunt concurente, prin urmare triunghiurile IDE
si ABC sunt ortologice.

12. a) Evident triunghiurile A;B,C; si ABC sunt ortologice, centrul de
ortologie fiind 0. Daca notam M, N, P mijloacele laturilor BC, CA, AB, se
observa ca NP este paralela cuB;C; si cum NP este paralela cu BC, rezulta
cé perpendiculara dusa din 4 pe B; C; este indltimea AA’. Obtinem ration&nd
analog ca al doilea centru de ortologie a triunghiurilor ABC si A;B,C; este
ortocentrul H al triunghiului ABC.

b) Patrulaterul AHA, O este paralelogram deoarece AH = 20M si AH ||
0A;; rezultd ca AA, trece prin mijlocul 0, al segmentului OH.

Analog, obtinem cd BB; si CC, trec prin 04, deci centrul de omologie
este 0, si acesta apartine dreptei lui Euler OH a triunghiului ABC.

. _ O0H
c) Din b), avem ci —— = 1.
0,0

13. Triunghiul A'B’C’este ortologic in raport cu ABC si centrul de
ortologie este A. Atunci si ABC este ortologic Tn raport cu A'B'C’.

14. Triunghiurile A;B;C; si ABC sunt ortologice. Intr-adevar,
perpendiculara dusa din A; pe BC, perpendiculara dusa din B; pe AC
(inaltimea triunghiului AB;C;) si perpendiculara dusa din C; pe AB (adica
indltimea triunghiului AB,C;) sunt concurente. Centrul de ortologie este
ortocentrul H; al triunghiului AB,C;.

15. Este clar cd M trebuie sa fie in interiorul triunghiului ABC. Avem:
AABB’ = AACC' (L.L.L.) rezulti ci <B'AC = <C'AB, deci si BAM =
CAM si, prin urmare, AM este bisectoare, deci indltime in ABC. Analog,
ardtam ca BM este indltime in triunghiul ABC, prin urmare M trebuie sa fie
ortocentrul acestui triunghi. Mai mult, AA’, BB, CC’ sunt inaltimi in ABC.
Centrul comun de ortologie este H.
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16. Notam a, b, ¢ proiectiile ortogonale ale punctului O pe laturile
triunghiului ABC si cu a4, by, ¢; proiectiile lui O pe laturile triunghiului A7,
Bj,C;. Patrulaterele aA1b,B, byBcCj, cC{a;A, a;AbB;, bBic,C, c,CaA]
sunt inscriptibile avand cate doud unghiuri opuse drepte.

Rezulta:

04047 =0, 0B =
=0,- O—Cf - T% - 04 =

=0, 0B =0, -0C = k%

Aceasta aratd cd A7, By, C; sunt polii laturilor BC, CA respectiv AB fata
de cercul C(0; k), adica triunghiurile A3B;C; si ABC sunt polar reciproce
fata de acest cerc. (G.M. XXII)

17. Consideram cercul circumscris patrulaterului CB'C’'B; fie M,
centrul acestui cerc. Polara lui P fata de acest cerc este AH, iar polara lui A
fata de acest cerc este PH; rezultd ca H este polul dreptei AP si, prin urmare,
M,H L AP sau M,H L UW. Analog, se aratd ca M, H L VW sica M_.H 1
UV. In consecintd, triunghiurile M, M, M. si UVW sunt ortologice cu centrul
de ortologie H.

18. Se aratd ca triunghiurile A;B,C; si A,B,C, sunt omologice cu

ajutorul teoremei lui Ceva;2z& = breost Ortologia rezulta din faptul ca
AyBq c-cosB

AA, fiind perpendicularid pe B;C; (care este antiparaleld cu BC) trece prin

centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC.

19. Notam M, mijlocul laturii BC. Patrulaterul M,M,M ;M. este
paralelogram. Perpendicularele ridicate in punctele M,, M,, My, M, pe
B,C;, B;C, BC respectiv pe AB sunt concurente in centrul cercului din
enunt.

20. Fie A}, B;, C{ proiectiile punctelor A;, By, C; pe B,C;; C,A,
respectiv. A,B,. Notam {Q} = A;A7 N B;B; N C;C{. Din reciproca
teoremei celor trei perpendiculare, rezultd cd AgA] L B,C,, BBy L A,C,
si CoC{ L A,B,. Pe de alta parte, planele (AgA147), (BoB1B1), (CoC1Cy)
avand in comun punctul Q si continand respectiv dreptele A; Ay, B4 By, C,Cy
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paralele, iInseamna ca au in comun o dreapta paraleld cu acestea, care trece
prin Q si intersecteaza planul A,B,C, in Q'. Acest punct Q' este pe fiecare
din dreptele AyA7, ByB;, C,Cy, prin urmare aceste drepte sunt concurente
in Q' si acest punct este centrul de ortologie al triunghiului 4,B,C, fata de
A,B,C,. Notam cu M, N, P axa de omologie a triunghiurilor A;B;C; si
A,B,C, (dreapta de intersectie a planelor lor). Deoarece proiectia dreptei
B C; pe planul (A,B,C,) este ByC, si B1C; N (A,B,C,) = {M}, rezultd ca
M € B,C,, deci {M} = B,C, N B,C,, analog {N} = A,C, N A,C, si {P} =
AyBy N A,B;.

21. a) Perpendicularele in A’, B', C' respectiv pe BC, AC, AB sunt
concurente dacd si numai daca:

A'B®—A'C>+B'C*—-B'A*+ (C'A* - (C'B* = 0.

Aceasta relatie este echivalenta cu:

(AAB—A'C)-BC+ (B'C—B'A)-AC+ (C'A—-C'B)-AB = 0.

Dar: A'C =BC —A'B;B'A=AC—B'C;C'B=AB — (C'A.

Inlocuind aceste relatii in precedenta, obtinem relatia ceruta.

b) Se stie cd daca a, b, c € Rsix, y, z € R are loc inegalitatea Cauchy-
Buniakovski-Schwarz:

(a® + b? + c?)(x? + y? + z?) = (ax + by + cz)?.

Luand BC =a, CA=b, AB=c si A'AB=x, B'C=y, C'A=12z se
obtine, tindnd seama de inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz si de
relatia de la a), relatia b).

C) BA’> + CB'* + AC'* este minima dacd si numai daca are loc

egalitatea In inegalitatea de la b), adicd dacd si numai daca §= % = g
NotaimZ=2=Z2=
a b c

Din a), rezulta:

ax + by +cz =%(a2 + b? + ¢?);

a’k + b%k + c*k = %(a2 + b?% + ¢?), deci k = %, ceea ce aratd cd A’,
B’, C' sunt mijloacele laturilor BC, CA, AB si, prin urmare, punctul de

intersectie a perpendicularelor in A, B', C' pe BC, CA, AB este centrul
cercului circumscris triunghiului ABC.
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22. Este suficient sd demonstram cd medianele triunghiului ABC sunt
perpendiculare pe liniile centrelor cercurilor circumscrise triunghiurilor
respective. Demonstram c¢d AM (mediana din A) este perpendiculard pe
0,0, (0, este centrul cercului circumscris triunghiului ABA,, iar O, este
centrul cercului circumscris ABA,).

Notam A0, =1y, A0, =r,, d(0.,BC)=d,;, d(0, BC)=d,,
~BA; =xsiMB =-a.

AM 1 0,0, & AO? — AO% = MO? — MO2.

Mo = a2 +(%-x)';

2

MO} = a2 +(2-x).

Pe de alti parte, d? = r? — x2, d2 = r3 — x2.

Rezulti cd MO? — M0? =12 —r?2 = 0,4% — 0,A%.

23. Perpendiculara din A; pe BC, perpendiculara din B; pe CA si
perpendicularadin C; pe AB se intersecteaza in D, cu alte cuvinte, triunghiul
A,B,C; este ortologic cu triunghiul ABC, iar centrul de ortologie este
punctul D.

24. Solutia 1. Notam BC = a si BA; = x,CB; =y, AC; = z.

Din A, B; = B,(;, obtinem:

(a—x)+y*—(a-x)y=(a-y)*+z*-(a—y)z
echivalenta cu:

x—2)x+y+z—a)=alx—y). Q)
Analog, din B;C; = A;C,, rezulta:
-—0)x+y+z—a)=aly—2). (2

Triunghiurile ABC si A, B, C; fiind ortologice, avem ca:
x2—(a-x)?+y*—(a—y)?’+z22—(a—2)?*=0
2ax + 2ay + 2az = 3a* &
x+y+z= %a. 3)

Substituind x + v + z din (3) in (1) si (2), obtinem ci x =y = z = %
ceea ce aratd ca A, B; C; este triunghiul median al triunghiului ABC.
Solutia 2. Pastrand notatiile precedente, demonstram cid x =y = z,

demonstrand ca AAB,C; = ABC;A, = ACA,B,.
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Intr-adevar, daci notim mAB, C; = a, atunci mAC,B; = 120° — a, si
cum mA;C;B; = 60°, obtinem ci: mBC,A; = a, deci mBA,C; = 120° —
a. Analog, obtinem mB;A;C = a si mA;B,C = 120° — a.

Congruenta triunghiurilor evidentiate rezultd acum cu criteriul U.L.U.
Apoi, continuarea ca in Solutia 1.

25. Daca triunghiul ABC este isoscel, de exemplu AB=AC, demonstram
ca ABC si A'B'C’ sunt ortologice, aratand ca este adevarata relatia:

A'B*—A'C>+B'C*-B'A>+ (C'A* - (C'B* = 0. 1)

Deoarece A’'B = A'C, rimane si aritim ci B'C? — B'A%? + C'A% —
C'B%? = 0. BB’ si CC’ sunt bisectoare si AB=AC, obtinem fira dificultate
caB'C = BC'si B'A = C'A, deci (1) este verificata.

Observatie

in aceastd ipotezi, putem demonstra concurenta perpendicularelor duse in A,
B, C pe BC, CA, AB i astfel:

Notim 0, intersectia perpendicularei in B pe AC cu AA’. Din congruenta
triunghiurilor AB’0 si AC 0, rezulta ci <AC'0; = 90°, deci si perpendiculara in
C' pe AB trece prin 0.

Reciproc, daca triunghiurile ABC si A'B'C' sunt ortologice, are loc relatia (1),
sa demonstram ca triunghiul ABC este isoscel.

. . o . ac ab ab
Cu teorema bisectoarei, gasim: A'B=—, A'C=—, B'C = —,
b+c b+c a+c
bc bc ac
B'A=—(C'A=—(C'B=—.
a+c a+b a+b
Obtinem:
a?(c-b) , b%*(a-c) , c?(b—a) _ 0
b+c a+c b+a

Efectuand calculele, se obtine:
(a=c)b—a)(b—c)(a+b+c)?=0,
de unde rezulta ca a = b sau b = ¢ sau ¢ = a, deci triunghiul ABC este
isoscel.

26. a) Conditia de concurentd a dreptelor MA;, MB;, MC; este
echivalenta cu:
A1B2 - A1C2 + 31C2 - BlAZ + ClAZ - ClBZ = 0, sau:
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(A1B — A;C)(A1B + A;C) + (B,C — B;A)(B;C + B, A)
+ (CLA — C,B)(CLA + C,B) = 0.
Obtinem:
AB+BiC+CA=AC+BA+CB =2
b) Notam: A;B =x, B;C =y, C;A =z. Conditia de concurentd a
dreptelor A4,, BB;, CC, este echivalentd cu? : ay;y : ? =1 sau:
a*—(x+y+2)a®+ (xy+yz+zx)a—2xyz = 0.
Deoarece: x +y +z = 37‘1, rezulta:

—a®+2(xy + yz + zx)a — 4xyz = 0. (1)
Pe de alta parte:
(a—2x)(a—2y)(a—2z)=a®—2(x+y+2)a®+4(xy+yz+
zx)a — 8xyz = a® — 3a® + 4(xy + yz + zx)a — 8xyz = —2a3 +
4(xy + yz + zx)a — 8xyz. 2)
Din relatiile (1) si (2) avem ca:
(a —2x)(a — 2y)(a — 22z) = 0, de unde x = % sau y = g sau z = g
deci M se afld pe una dintre inaltimi.

! 2
27. Fie K punctul lui Lemoine n triunghiul ABC; se stie ca: % = %;
ve_a ot
B'A~ c2'c'B a?
Obtinem:
rp o act . ab® L, ba* ., b® ., cb® |
A'B = bZ+c?’ A'C = b2+c?’ B'C= a?+c?’ B'A = a?+c?’ A= a?+b?’
C'B =<4
T aZ+b?’
Triunghiurile ABC si A'B'C' sunt ortologice daca si numai daci:
A'B2—A'C*+B'C*—-B'A’+ (C'A* - (C'B? = 0. (1)

Daca presupunem ca triunghiul ABC este isoscel, AB = AC, atunci AA’
este mediana, deci A'B = A'C; de asemenea, gasim ca B'A = C'Asi B'C =
C'B, sirelatia (1) este satisfacuta.

Daca are loc relatia (1), atunci obtinem ca:

a?(c?-b?) b2(a2-c?) c2(b%-a?) _

=0.
b2+c2 a?+c? a?+b?
Aceasta relatie este echivalenta cu:
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a?(c? — b?)(a? + c?)(a? + b?) + b%(a? — c?)(b? + c?)(a® + b?)
+c?2(b? —a?)(a? + c®)(b? +c?) = 0.
a?(c? — b?)(a? + c?)(a? + b?)
+ (b? + c¢®)[b?(a* + a?b? — a?c? — b?c?)
+ c?(a?b? — a* + b%c? — a?c?)] = 0.
a?(c? — b?)(a? + c?)(a? + b?)
+ (b? + c®)[—a*(c? — b?) — a?(c* — b*)
+ b%c?(c? - b?)] =0
(c? = b®»){a%(a? + c*)(a® + b?)
+ (b? + c?)[—a* — a?b? — a®c? + b%c?]} =0
(c? = b?)[a® — a*b? + a*c? + a®b?c? — a*b? — a’b* — a’b?c? + b*c?
—a*c? —a’b%c? —a’c* + b%c*] =0
Se obtine:
(a? — b?)(c? = b?»)(a? — c®)(a® + b? + c?) = 0, deci:
(a—=b)(c—=b)(a—-c)la+b)(b+c)a+c)a?+b?+c?) =0.
Prin urmare, a=b sau b=c sau a=c, deci triunghiul ABC este isoscel.

28. a) Conditia data este echivalenta cu ortologia triunghiurilor.

b) Ducem prin punctul P paralelele MN, RS, UV la BC, CA respectiv
AB. Evident, triunghiurile PVR, PNU si PSM sunt echilaterale.

Avem:

—_ 1, —_— i

PA; = _(PV + PR);

_— 1, —_— .

PB; = (PN + PU);

g d 1, —

PCy = (PS +PM).

PA; + PB; + PC; =~ (P4 + PE + PC).

S-a tinut seama cd patrulaterele PUAS; PMBV; PRCN sunt
paralelograme.

Pentru orice punct P din planul triunghiului ABC are loc PA + PB +
PC = 3PG, unde G este centrul de greutate. Tn cazul nostru, G = 0 pentru
ci ABC este echilateral, prin urmare PA + PB + PC = %P_G’

29. Fie A;B,C; triunghiul podar al lui M. Avem m(<A,;MB,) =
m(xB;MC;) = m(xC;MA;) = 120°. Daci pe semidreptele (MA,, (MB,,
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(MC; consideram punctele A, B', C', astfel ca MA' = MB' = MC’, atunci
A'B'C' si ABC sunt ortologice, iar centrul de ortologie este punctul M.

30. Perpendicularele duse din I pe BC, CA, AB intalnesc respectivB'C’,
C'A’, A'B' InTy, Ty, T5. Triunghiurile ABC si T;T,T5 sunt prin constructie
ortologice (I este unul dintre centrele lor de ortologie). Dreptele A,A,,
B.B;, C,C, sunt paralele cu laturile triunghiului T,T,T;, deci
perpendicularele duse din A,B, respectiv C pe ele sunt concurente in al
doilea centru de ortologie al triunghiurilor ABC si T, T, Ts.

31. Observam ca triunghiul B, B,B5 este triunghiul podar al punctului
B; n raport cu triunghiul A;A,A5, in consecinta triunghiurile B;B, B3 si
A A, A5 sunt ortologice, centrul de ortologie fiind B;. De asemenea,
triunghiul A, A, A5 este ortologic cu triunghiul B; B, B3, centrul de ortologie
fiind punctul 4;. Sa demonstram acum ca perpendiculara din A; pe B3B;,
perpendiculara din A, pe B;B, si perpendiculara din A; pe B,Bs; sunt
concurente. Observam ca primele doud perpendiculare sunt concurente in
A,; demonstram ca si perpendiculara din A; pe B,B5 trece prin A,, practic
vom demonstra ¢ B,B; L A,A5.

Patrulaterul B; B, A Bs este dreptughi, rezulta cd <B{B,B3; = <B;A,B;.
Din «A;A3;A, = <A,A,D, obtinem cd <B;B,B; = ¥A4,A,D.

Aceste unghiuriau B, B, || A,A;, rezulta casi By,B; || A1D sicumA;D L
A, A5, rezultd cd B,B; L Ay A5.

Am obtinut ca al doilea centru de ortologie al triunghiurilor A; 4,45 si
B, B,B; este A,. Rezulta ca triunghiul B; B, B; este de doua ori ortologic cu
triunghiulA; A,A;. Aritim ci al doilea centru de ortologie este B,. Intr-
adevar perpendiculara din B; pe As;A, este ByB,, deci trece prin B,.
Perpendiculara din B, pe A;A, trece prin B,, si perpendiculara din B;pe
A,A; am demonstrat anterior ca este B, Bs.

Nu este dificil de ardtat cd perpendiculara din A; pe B;B,,
perpendiculara din A, pe B,B; si perpendiculara din A; pe B3B; sunt
concurente Tn A3, deci A5 este al treilea centru de ortologie al triunghiului
A, A, A5 In raport cu B, B,B5. Al treilea centru de ortologie al triunghiului
B;B,B5 in raport cu A; A, A5 este Bs.
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32. Aratam ca triunghiul A;B;C, este ortologic cu ABC. Notam O’
centrul cercului circumscris triunghiului A’B'C’, evident mediatoarele
segmentelor A'A,, B'B;, C'C; trec prin O'. Perpendicularain A, pe BC trece
prin P, simetricul lui P fata de O'. (intr-adevar, patrulaterul A, A’PP’ este
trapez dreptunghic si mediatoarea lui A;A" contine linia mijlocie a acestui
trapez.) Analog, rezultd ca P’ apartine si perpendicularelor in B; pe AC si
in C; pe AB,. In consecinti, triunghiurile A, B; C; si ABC sunt ortologice.

33. Vom arita ci aB?—aC?+pC%?—BA%?+yA?—-yB?=0.
Calculam aB si aC ca mediane in triunghiurile BB;C; si CC,B;. Este usor
de remarcat din congruenta triunghiurilor BAB; si CAC; ca BB, = C(;.
Avem:

aB? = [2(c? + BBE) — B, CZ],
aC? = i [2(b% + CC?) — B,C?].
Deci aB? — aC? = %(c2 — b?).
Analog, gasim:

BC? — pA* =3 (a* = c?),

yA? —yB? = %(b2 —a?).

34. Patrulaterele AA'CB; BB'CA; CC'AB sunt, in general, trapeze
isoscele. Avem A'C = AB; A'B = ACetc. Aratam ca A'B’C’ este ortologic
cu ABC:; calculand:

A'B> —A'C*+ B'C*—B'A*+ C'A? - C'B?,
se obtine zero, deci A'B’C’ este ortologic cu ABC. Centrul de ortologie al
triunghiului ABC n raport cu A'B'C" este chiar 0.

35. Fie H, ortocentrul triunghiului A;B;C; si X; intersectia semidreptei
(AH; cu cercul circumscris triunghiului AA;A,. Avem: AH,-H,X, =
A1H, - Hi A, (1) (puterea punctului H; fata de cercul AA;A4,).

Notam X, intersectia semidreptei (AH, cu cercul AB,B,. Avem: AH, -
H,X, = B;H, - H{B, (2).

Analog, daca X5 este intersectia semidreptei (AH; cu cercul AC;C,,
avem: AH, - H{ X5 = C;H; - H,C; (3).
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Din relatiile (1), (2), (3), datoritd faptului ca A;H; - H{A, = B;H; -
H,B, = CH; - H,C, (4).

Rezulta ca X; = X, = X3, In consecinta cercurile din enunt mai au inca
un punct comun.

Relatia (4) rezultd din proprietatea simetricelor ortocentrului unui
triunghi de a fi pe cercul circumscris acestuia si din puterea ortocentrului
fatd de cercul circumscris triunghiului.

Rationamentul este analog 1n cazul triunghiului obtuzunghic.

36. Fie K punctul lui Lemoine al triunghiului ABC si A,, By, C;
proiectiile lui K pe BC, CA respectiv AB. Vom folosi urmatorul rezultat:
“punctul lui Lemoine K al triunghiului ABC este centrul de greutate al
triunghiului sau podar si reciproc”.

Stim despre K ca este centrul de greutate al triunghiului A;B;C; si al
triunghiului MNP, avem deci:

KA, + KB, + KC, =0,

KP+KM +KN =0.

Deoarece KP = KA, + A,P; KM = KB, + B,M si KN = KC, + C;,N,
obtinem ca: ﬁ + W + m =0.

Daca notam M', N', P’ proiectiile lui K pe laturile triunghiului MNP,
rezulta relatia KP'+ KM’ + KN’ = 0, ceea ce exprima faptul ca punctul K
este centrul de greutate al triunghiului sau podar M'N'P’ in raport cu
triunghiul MNP, prin urmare K este centrul simedian al triunghiului MNP.

Deoarece in triunghiul MNP centrul simedian coincide in centrul de
greutate obtinem ca acest triughi este echilateral. Pe de alta parte, triunghiul

MNP construit ca in enunt este asemenea cu triunghiul ABC. Triunghiul
MNP fiind echilateral, rezulta ca si ABC va fi echilateral.

37.Fie{H} = EF n AD, deoareceMN este linie mijlocie in ABD, rezulta
ca NM || BD, de asemenea EH L NM. Cum NA L EM rezulta cid H este
ortocentrul triunghiului  NEM, prin urmare NM L EH.Patrulaterul
PHMFeste paralelogram de centru O, prin urmare PF || HM si cum DL L
NE, rezulta cd MH L DL.Perpendiculara dusid din N pe LB este NA,
perpendiculara dusa din E pe DB este EO, iar perpendiculara dusd din M pe
LD este MH, aceste perpendiculare sunt inaltimile triunghiului NEM care
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sunt concurente in H. Centrul de ortologie al triunghiului NEM 1in raport cu
DLB este H — ortocentrul triunghiului NEM, iar centrul de ortologie al
triunghiului DLB in raport cu triunghiul NEM este ortocentrul triunghiului
DLB.

38. Observam ca triunghiurile ACB si AFD sunt ortologice. Tntr-adevir,
perpendiculara din A pe FD, perpendiculara din C pe AD si perpendiculara
din B pe AF sunt concurente Tn E. Punctul E este centrul de ortologie al
triunghiului ACB 1n raport cu AFD. Conform teoremei triunghiurilor
ortologice, avem ca si triunghiul AFD este ortologic Th raport cu ACB, prin
urmare perpendiculara din A pe CB, perpendiculara din F pe AB si
perpendiculara din D pe AC sunt concurente. Deoarece perpendiculara din
A pe BC si perpendiculara din F pe AB sunt concurente in B, rezulta ca si
perpendiculara din D pe AC trebuie si treacd prin B, si cum AC este
diametru in cerc, rezulta ca B trebuie sa fie simetricul lui D fata de AC, prin
urmare AD = AB.

39. Din QR || AB, M mijlocul lui AB si {N} = QR n CMobtinem c3 la:

l.cm,
4

deci PN =%- CP, adica Peste centrul de greutate al triunghiului CQR

N este mijlocul lui QR. De asemenea, din AQ = %-AC = MN =

(dreptunghi isoscel), in consecintd QP L CB. Perpendiculara din R pe AC
este chiar RQ, iar perpendiculara din Q pe AB este QA.

Din cele de mai sus rezultd cd triunghiul PRQ este ortologic cu
triunghiul ABC centrul de ortologie fiind punctul Q. Teorema triunghiurilor
ortologice arata ca si triunghiul ABC este ortologic T raport cu PRQ centrul
de ortologie fiind varful C.

40. Notam BA, = CA, = % BiC=y,BlA=b—y, C,(A=1z C,B =
¢ — z. Din teorema lui Ceva, gasim:

y=2(c—2). (1)

Triunghiul ABC fiind ortologic in raport cu A, B;C,, avem:

AB? — A,C?* + B,C? — B;A* + C;A*> — C;B?> = 0.

Obtinem:

2by —b*+ 2cz—c?>=0. )
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Substituind y in (2), rezulta:
22(c? = b?) —c(c>-b>) =0 (c—b)(c+b)(2z—c) = 0.
Daca z = %, atunci CC; ar fi mediana si de asemenea BB;. Daca b = c,

atunci triunghiul ABC este isoscel.

41. a) Presupunand problema rezolvatd, din conditiile date, gasim ca
*A; = 4B, «B; = «C, prin urmare AA, B, C;~ABCA. Construim mai intai
un triunghi A'B'C' cu A" €(BC), B'€(CA), C' €(AB) si
AA'B'C'~ABCA. Fixam A' € (BC) si construim B’ € (AC), astfel incat
A'B" 1 BC. Construim apoi perpendiculara in B’ pe AC. Construim pe
aceasta perpendicularad punctul C’, astfel ca «C'A’B' = «B. Acum trasam
dreapta CC’ si notam cu C; intersectia acesteia cu (AB). Construim C; B; L
AC cu B, € (AC), construim B;A; L BC cu A, € (BC). Triunghiul A;B,C;
este cel cerut. Demonstratia constructiei rezultd din faptul ca A'B'C’' este
asemenea cu BCA (¥B'=<«C si <A’ = «B). Triunghiul A'B'C’ si
triunghiul A,B;C; sunt omotetice, asa cd AA;B;C;~ABCA. De asemenea,
rezultd ca A;C; 1 AB.

b) Perpendicularele duse din 04, 0,, O respectiv pe A,C;, A;B; si B;C;
sunt mediatoarele triunghiului A, B, C;.

42. Perpendicularele ridicate in 4, B, C respectiv pe 0,05, 050, si 0,0,
sunt axele radicale ale perechilor de cercuri:(C(Oz),C’(Og)) si
(6(03), 6(01)) respectiv (6(01), 6(02)). Dupa cum este cunoscut, aceste
axe radicale sunt concurente in centrul radical Q al cercurilor date. Tn
consecinta, triunghiulABC si triunghiul 0, 0,05 sunt ortologice si centrul
de ortologie este Q. Centrul de ortologie al triunghiului 0, 0,05 in raport cu
ABC (avand in vedere cd ABC este triunghiul podar al lui Q in raport cu
0,0,04 va fi Q' conjugatul izogonal al lui Q.

43. Triunghiul AC,C, este isoscel. Iniltimea din A a acestuia este
bisectoarea din A a triunghiului ABC, prin urmare perpendiculara din A pe
C,C, trece prin | — centrul cercului inscris. Analog, perpendicularele duse
din H,, respectiv H, pe C,C, trec prin I, in consecinta, triunghiurile H,H, H,
si C,CpC, sunt ortologice si centrul de ortologie este I. Patrulaterele
H,CC,, H,C,IC, si C,H.C,I sunt romburi. Tn triunghiullH,H,, dreapta
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MN, unde M este mijlocul lui C,C, si N este mijlocul lui C,C,, este linie
mijlocie, deci MN || H,H,. Atunci, perpendiculara dusa din C, peH, H, este
perpendiculara pe MN si, prin urmare, este inaltimea din C, a triunghiului
de contact. Centrul de ortologie al triunghiului H,H,H. in raport cu
C,C,Ceste ortocentrul triunghiului de contact.

44. Fie D, E, F contactele cu BC, AB respectiv AC ale cercului A-
exinscris. Triunghiul DEF este ortologic Tn raport cu ABC deoarece
perpendicularele dusein D, E, F pe BC, AB si AC sunt concurente n centrul
I, al cercului A-exinscris. Deoarece AE = AF (tangente duse dintr-un punct
exterior la cerc), inseamna ca perpendiculara din A pe EF este bisectoare Tn
triunghiul ABC si contine, prin urmare, punctul /,, analog perpendicularele
duse din B si din C pe ED respectiv DF trec prin I,.

45. Din C,B, Il BC rezulta ca 2= = 221 (1). Din By A, || AB rezulta ca
1 1
% = % (2). Triunghiul ABC fiind ortologic cu A,B;C; si B,C; |l BC,
1 1

A,B, |l AB inseamna ca centrul de ortologie este H, ortocentrul lui ABC, si

atunci ar Insemna ca A, C; trebuie sa fie paraleld cu AC.

Din (1) si (2) obtinem: A4 % (3). Pentruca A, C; Il AC, avem: % =
1 1

C,B
Ay
B, 4).

Relatiile (3) §i (4) conduc la 222 = 22, deci A,B = A,C, prin urmare
1

1

A, este mijlocul lui BC. Avand A, B, Il AB, obtinem ca B; este mijlocul lui
AC, iar B;C; Il BC conduce la concluzia C; este mijlocul lui AB. Tn
consecinta, A;B;C; este triunghiul complementar (median) al triunghiului

ABC.

46. Evident, O este centrul de ortologie al triunghiului ABC n raport cu
triunghiul A, B; C,. Deoarece B, C; este mediatoarea lui A0, avem cd B1A =
BO,; cum B, A; este mediatoarea lui CO, avem B;0 = B;C. Din egalitatile
anterioare, retinem ca B;A = B,C, deci B, este pe mediatoarea laturii AC a
triunghiului ABC, analog rezultd ca perpendiculara din A; pe BC este
mediatoarea lui BC si perpendiculara din C; pe AB este mediatoarea lui AB.
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In consecintd, O — centrul cercului circumscris este si centrul de ortologie
al triunghiului A, B, C; n raport cu ABC.

47. Triunghiul ABC si triunghiul A, B, C; sunt evident ortologice, centrul
ortologiei fiind P. Din teorema triunghiurilor ortologice avem ca si A; B;C;
este ortologic Tn raport cu ABC. Deoarece A, apartine mediatoarelor
segmentelor BP si CP, rezulta ca A; este centrul cercului circumscris
triunghiului BPC, asa ca perpendiculara dusa din A, pe BC este mediatoarea
lui BC, in consecintd centrul de ortologie al triunghiului A, B,C; Tn raport
cu triunghiul ABC este O — centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

48. Triunghiul ABC fiind ortologic in raport cu A;B,C;, inseamna ca
perpendicularele duse din A, B, C pe B;C,, C;A; respectiv A;B; sunt
concurente in centrul N de ortologie. Polul perpendicularei dusa din A pe
B; C; este chiar punctul X, polul perpendicularei dusa din B pe C; 4, este Y,
iar polul perpendicularei dusa din C pe A,;B; este Z. Perpendicularele
anterioare fiind concurente in N, inseamna ca polii lor in raport cu dualitatea
relativa la cercul inscris sunt puncte coliniare. in concluzie, X, Y, Z sunt
puncte coliniare.

49. Deoarece perpendiculara din Q pe AS si perpendiculara din P pe AR
sunt concurente in M, pentru a fi ortologice triunghiurile AQP si ARS este
necesar ca si perpendiculara dusa din A pe RS sa treaca prin M. Construim
cercul circumscris triunghiului PB'Bsi cercul circumscris triunghiului
QC'C. Punctul M are puteri egale fata de aceste cercuri deoarece:

MB-MB' = MC - MC'. (1)

Contruim cercul circumscris triunghiului APP’ si cercul circumscris
triunghiului AQQ’, unde {P'} = MP n AB, {Q'} = MQ n AC, fie 0, si 0,
centrele lor si fie T al doilea punct de intersectie a lor.

Din MP - MP' = MB - MB'si MQ - MQ' = MC - MC' (2) si din relatia
(1), rezulta ca punctul M are puteri egale fata de aceste cercuri, deci apartine
axei radicale AT.

Deoarece AT L 0,0, si 0,0, Il PQ (este linie mijlocie in triunghiul
APQ) rezulta ca AM L RS.
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50. Deoarece perpendiculara dusa din P pe ER si perpendiculara dusa
din Q pe E sunt concurente in M, pentru a fi ortologice triunghiurile EPQ
si ESR trebuie ca si perpendiculara dusa din E pe RS sa treaca prin M. Vom
demonstra deci caME 1 PQ. Construim cercurile circumscrise
triunghiurilor MAP si MBQ, notam cu T al doilea lor punct de intersectie si
notdm cu A’ respectiv B’ al doilea lor punct de intersectie cu AE respectiv
BE. Din m(W) = m(IWT\Q) =900, rezultd ci T apartine dreptei PQ.
Punctul A" este simetricul lui A fatd de MP, iar B’ este simetricul lui B fata
de MQ. Patrulaterul AA’B'Beste inscriptibil (MA = MA' = MB' = MB),
atunci EA’ - EA = EB' - EB, prin urmare E are puteri egale fata de cercurile
APM si BMQ, in consecinta E apartine axei radicale a acestor cercuri, adica
coardei comune MT. Aceasta este perpendiculara pe linia centrelor
cercurilor care este paralela cu PQ, asa ca ME 1 PQ.

51. Notdim A;B,C; — triunghiul U-circumpedal al lui ABC si a =
4BAA;, B = ¥CAA,, 8§ = 4B BA,y = ¥B;BC, ¢ = 4<C,CB, ¢ = «C,CA.
Triunghiurile ABC si A;B;C; sunt ortologice, prin urmare:

AB? — A;C? + B,C? — BjA* + C(;A*> — C;B?* = 0. (1)

Din teorema sinusurilor, rezzultd cd BA; = 2Rsina, CA; = 2Rsinf si
analoagele. R este raza cercului circumscris triunghiului ABC. Cu aceste
substituiri, relatia (1) devine:

sina — sin?f + sin?y — sin%§ + sine — sin¢ = 0. )

Deoarece V este conjugatul izogonal al lui U, avem (notand A,B,C,
circumpedalul lui V):«A4,AB = B, €A,AC = a, ¥B,BA =y, 4B,BC = §,
«2C,CA = @, %C,CB = ¢.

Relatia (2) se poate scrie:

sin?p — sina + sin?§ — sin?y + sin?¢p — sine = 0.

Aceasta relatie este echivalenta cu:

A,B? — A,C? + B,C? — B,A% + C,A? — C,B% =0,
ceea ce exprima ortologia triunghiului V-circumpedal ABC cu triunghiul
ABC.

52. Aratdm ca perpendiculara dusa din A pe SQ este mediand in
triunghiul ABC. Fie T al patrulea varf al paralelogramului AQTS. Se observa
ca triunghiul SAT se obtine din triunghiul ABC daca acestuia din urma i se
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aplicd o translatie de vector AS si apoi o rotatie de centru S si de unghi drept.
Prin aceste transformari, mediana SO a triunghiului AST ({0} = SQ n AT)
este transformata medianei din A a triunghiului ABC. Aceste drepte sunt
perpendiculare, prin urmare mediana din A a triunghiului ABC este
perpendiculara pe SQ. Analog, mediana din B este perpendiculara pe 4,Cy,
iar cea din C este perpendiculard pe A, B,. Centrul de ortologie este G —
centrulde greutate al triunghiului ABC.

53. Fie A(a), B(b), C(c), A'(a"), B'(b"), C'(c"). ABC si A'B'C' fiind
ortologice, avem ca:

a(c'=b")Y+bl@a —c)+c(b'—a")=0. 1)
A4 BB cc! .
Deoarece Tw = 5igT = giigt = A, avem ca:

(42, (22, (1),
A7 (D),

1+
g (Cb+A’=b)Y.
A"B ( 1+4 )’
77 fa—c+A(c'-a’)
"4 ( 1+1 )
Evaluam:
al[(c—=b)+ A(c’' — b")] 4 b[(a—c)+ Ala’ —c")]
1+2 1+2
N c[(b—a)+ A(b' —a")]
1+2 '

Tinand seama de (1) si de faptul cd a(c —b) + b(a—c) +c(b —a) =
0, obtinem ca suma anterioara este zero; prin urmare ABC si A" B"'C"' sunt
triunghiuri ortologice.

Analog se aratd ca A'B'C' si A""B"'C" sunt ortologice. Acum A'B'C’
preluand rolul lui ABC, A" B"'C" preluand rolul lui A'B'C’ si A"'B"'C""’
preludnd rolul lui A”B"C"” din demonstratia precedentd gasim ca
triunghiurile A”B"C" si A'""B"'C'" sunt ortologice.

54. a) Fie M mijlocul laturii BC. Vom arata ca AM L B'C’.
Avem:
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—_— 1 e —_— —_— _—

AM-B'C’ =~ (AB + AC)-(HC' —HB')
- 138 HC - 4B - HF +~4C - HC -~ AC B
) 2 2 2 '

Deoarece AB-HC' = AC - HB' = 0, avem:

aAM R =1 AT 2 pA)] —

AM - B'C —E[b-c-cos(C CA)—c-b-cos(B BA)] =
1 Vs Y
Ebc [cos (E + A) — cos (5 + A)] =0,
prin urmareAM L B'C' sau AG L B'C’.

Analog, rezultd ca BG L C'A" si CG L A’'B’, in concluzie triunghiul
ABC este ortologic n raport cu A'B'C' si centrul de ortologie este centrul
de greutate G al triunghiului ABC.

b) Centrul de ortologie al triunghiuluid’B’C" in raport cu triunghiul
ABC este evident H. Triunghiurile ABC si A'B'C' sunt omologice de centru

H. Din teorema lui Sondat, rezulta ca axa de ortologie HG este
perpendiculara pe axa de omologie A" B"'.

55. Vom demonstra ca triunghiul ABC este ortologic Tn raport cu A; B; C;
si ca centrul de ortologie respectiv este centrul de greutate al triunghiului
ABC. Notam cu A’ si cu A" intersectia perpendicularei duse din A pe B;C;

- . BA" AB . Ac
cu B,C; respectiv cu BC. AtUnCi: ———~=——— §i ———— =
sin(BAA")  sin(BA"A) * sin(cAA"")
A€ Regults é_BA”_ﬁ_sin(Bﬁ’)_ﬁ_cos(ﬂ’) _AB AQ _ AB
sin(cara)y AN CA T T U T Sin(Caa”) T AC cos(QaA') | AC As | AC
AC A e . . <
i 1. In consecinta, AA" este mediana in triunghiul ABC. Analog rezulta

ca perpendicularele din B si C sunt mediane.

56. Perpendicularele duse din A, B, C pe B,C;; C;A; si A;B; sunt
bisectoarele triunghiului ABC, deci I — centrul cercului inscris este centru
de ortologie. Centrul de ortologie al triunghiului A;B,C; in raport cu
triunghiul ABC este 0, — centrul centrului circumscris triunghiului A, B, C;.

57. Triunghiurile DFB si ACE sunt ortologice. Centrul ortologiei este
centrul cercului circumscris triunghiului ACE.
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58. a) Triunghiurile ABC si MNP sunt evident omologice. Notam {I} =
NP n BC, cum NP si BC sunt fixe, rezulta ca I este fix. Axa de omologie a
triunghiurilor ABC si MNP este I - K - L, deci KL trece prin I.

b) Triunghiurile ABC si MNP sunt ortologice, centrul de ortologie este
H — ortocentrul lui ABC. Atunci si perpendicularele duse din B pe MP, din
C pe MN sidin A pe NP sunt concurente. Punctele locului geometric apartin
perpendicularei duse din A pe NP (dreapta fixa).

59. Perpendiculara din A’ pe BC este inaltimea din A a triunghiului ABC,
perpendiculara din B’ pe AC si perpendiculara din C' pe AB se intersecteaza
intr-un punct P pe indltimea AA’; acest punct este ortopolul dreptei AM in
raport cu triunghiul ABC si este centrul de ortologie al triunghiului A'B'C’
n raport cu ABC. Teorema triunghiurilor ortologice implica si concluzia ca
ABC esteortologic cu A'B'C’.

60. Triunghiul B;C;A si triunghiul CBP sunt ortologice: intr-adevar
perpendiculara dusd din A pe BC, perpendiculara dusa din B, pe BP si
perpendiculara dusd din C; pe CP sunt concurente in H. Din teorema
triunghiurilor ortologice, rezulta ca si triunghiul CBP este ortologic n
raport cu B;C;A. Deci perpendiculara dusé din C pe C; A, din B pe B;A si
din P pe B;C; sunt concurente; cum perpendicularele duse din C pe C; A4 si
din B pe B;A sunt concurente Tn H, rezultd ca si perpendiculara din P pe
B;C, trece prin H, adicda PH L B,C;, insa PH 1 BC, deci B;C; |l BC.

61. Se foloseste proprietatea: perpendicularele duse din varfurile
triunghiului Fuhrmann pe bisectoarele interioare sunt concurente in
ortocentrul triunghiului. Centrul de ortologie al triunghiului lui Fuhrmann
F,F,F,. in raport cu A, B, C; este H — ortocentrul triunghiului ABC.

62. Solutia 1 (Mihai Miculita) Notdm cu P punctul de intersectic al
perpendicularei ridicata in L pe AC cu perpendiculara ridicatd in M pe latura
BC, iar cu K proiectia lui P pe latura AB. Pentru a rezolva problema, trebuie
aratat ca punctul K este mijlocul laturi (AB).

Din Fllllf i ﬁg} = patrulaterul AKPL este inscriptibil, deci:

IKLA = <KPA. 1)
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. PK 1 AB Cnri i .
Din PM L BC} = patrulaterul BMPK este inscriptibil, deci:

<KPB = <KMB. )

Dinipoteza, «KLC = <KMC, iar de aici rezulta ca suplementele lor sunt
congruente, deci:

<KLA = <KMB. 3)

Relatiile (1), (2) si (3) conduc la «KPA = «<KPB. Aceasta relatie,
impreund cu KP L AB, implica [AK] = [BK].

Solutia 2 (Ion Patrascu).Relatiile din ipoteza[AK] = [BK] si <ALK =
¥<BMK impreuna cu teorema sinusurilor aplicatd in triunghiul AKL si BKM
conduc la concluzia cd cercurile circumscrise acestor triunghiuri sunt
congruente.

Fie O, respectiv 0, centrele acestor cercuri, ele sunt situate de aceeasi
parte a dreptei AB ca si varful C si avem ca 0,0, || AB.

Notam cu P al doilea punct de intersectie al cercurilor anterioare. Vom
demonstra ca P este punctul cerut de enunt. Punctul P fiind simetricul lui K
fatd de 0,0, s1 0,0, || AB, avem ca PK 1 AB.

Din PK 1 KA rezultd ca (AP) este diametru in cercul de centru 0.
Unind P cu L, avem ca PL L AC (unghiul ALP este inscris in semicerc).
Judecand analog in cercul de centru 0,, avem ca (BP) este diametru si
PM 1 AB.

Observatii si comentarii

Problema in discutie cerea pratic, in ipotezele respective, sa demonstraim ca
triunghiul MLK este ortologic in raport cu triunghiul ABC si ca centrul de ortologie
al lui MLK n raport cu ABC este punctul P.

Este cunoscut faptul ca, daca ABC este un triunghi ortologic in raport cu A'B’C’
si centrul de ortologie este P, atunci siA’B’C’ este ortologic in raport cu BC, centrul
de ortologie fiind P’, conjugatul izogonal al lui P (vezi [2]). Astfel, rezulta ca
perpendicularele duse din A pe LK, din B pe KM si din C pe ML sunt concurente
ntr-un punct P’ conjugatul izogonal al lui P in triunghiul ABC. Intr-adevar, daca
ducem perpendiculara din A pe KL si notdm cu A’ piciorul acesteia, avem ca
4KAA' = «PAL, deoarece complementele lor «AKA', respectiv «APL sunt
congruente, in consecintd AA" este izogonala lui AP.

Propunem 1in acest sens cititorului sa solutioneze aceastd problema,
demonstrand ca perpendiculara din A pe KL, perpendiculara din B pe KM si
perpendiculara din € pe ML sunt concurente.
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63. I, este centrul de ortologie al triunghiurilor bilogice ABC si A;B;C;.
Centrul omologiei acestor triunghiuri estel7,, iar XY este axa de omologie.
Conform teoremei lui Sondat avem I,I;, L XY.

64. Perpendiculara din A; pe BC este mediatoarea lui BC, deci O -
centrul cercului circumscris triunghiului ABC este centrul de ortologie al
triunghiului A, B, C; in raport cu triunghiul ABC. Din teorema triunghiurilor
ortologice, rezultd cd si triunghiul A;B,C; este ortologic in raport cu
triunghiul ABC.

65. Demonstram mai intdi ca AA,, BB;, CC; sunt concurente. Fie D,
contactul cercului A-exinscris cu BC si fie D, diametralul lui D, n cercul
A-exinscris. Notam C,, si C, contactul cercului inscris cu BC si diametralul
sau n cercul Tnscris.

Cercurile inscris si A-exinscris sunt omotetice prin omotetia de centru A
si raport %“; prin aceeasi omotetie punctului I Ti corespunde I, punctului C;,

1i corespunde D, iar punctului C, i corespunde D;. Proiectia lui I pe
mediatoarea laturii BC notata cu A’ este astfel incatAA’ contine punctul lui
Nagel al triunghiului ABC. Deoarece C, si D, sunt puncte izotomice, rezulta
ca A; apartine lui AC,, deci AA; trece prin T (punctul lui Gergonne).
Analog, BB, si CC; se aratd ca contin T'.

Triunghiul A,B,C; este evident ortologic in raport cu ABC deoarece
perpendicularele duse din A;, By, C; pe BC, CA si AB sunt mediatoarele
triunghiului ABC, prin urmare O este centrul de ortologie.

66. Notam O, si O, centrele cercurilor; cercurile fiind congruente,
rezultd ca 0,0, |l AB (coardele AK si BK fiind egale, sunt egal departate de
centre). Notam P simetricul lui K fata de 0,0,, evident P este al doilea
punct de intersectie a cercurilor de centre 0, si 0,. Cum 0,0, |l AB si
0,0, 1 PK, obtinem ca A, 04, P sunt coliniare si B, 0,, P sunt coliniare.
Deoarece AP este diametru, avem ci <PLA = 90°, de asemenea BP este
diametru si <PMB =90°. Avand PM L BC, PL 1L AC si PK 1 AB,
inseamna ci P este centrul de ortologie al triunghiului MLK in raport cu
ABC. Locul geometric al punctului P (centrul de ortologie al triunghiului
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MLK 1n raport cu ABC) este semidrepta de origine K perpendiculara pe AB
si situata in semiplanul de frontierd AB ce contine punctul C.

67. Triunghiul EBC este ortologic n raport cu triunghiul FAD. Tntr-
adevar, perpendiculara din E pe AD este EO, perpendiculara din B pe FD
este BO (pentru ca ODFA este dreptunghi), iar perpendiculara din C pe FA
este CO, prin urmare O este centrul de ortologie.Relatia de ortologie fiind
simetrica, inseamna ca si triunghiul FAD este ortologic Tn raport cu
triunghiul EBC, deci perpendiculara din F pe BCeste FH(este si
perpendiculara pe AD), perpendiculara din D pe EB si perpendiculara din A
pe EC sunt concurente. Deoarece perpendiculara din F pe AD si
perpendiculara din D pe EB se intersecteazd in H, rezultd ca si
perpendiculara din A pe EC trece prin H.

68. Triunghiurile DAM si SCV sunt omologice si T este centrul de
omologie (T este punctul lui Toricelli al triunghiului DAM).

Triunghiul SCV este ortologic Tn raport cu DAM si centrul de ortologie
este punctul P (intr-adevar, perpendiculara din S pe AM, perpendiculara din
C pe DM si perpendiculara din V pe AD sunt concurente ih P — mijlocul lui
DM).

Din teorema triunghiurilor ortologice, rezulta ca si triunghiul DAM este
ortologic Tn raport cu SCV, iar centrul de ortologie este Q. Teorema lui
Sondat, implica coliniaritatea punctelor T, P, Q.

69. Fie A'B'C' triunghiul median al lui A;B;C;. Atunci triunghiul
A, B, C, este omoteticul triunghiului A'B'C’ prin omotetia de centru P si de
raport 2. Triunghiul A, B, C; este ortologic Tn raport cu A'B'C’ si centrul de
ortologie este ortocentrul lui A;B,C;. Triunghiul A,B,C, avand laturile
paralele cu ale triunghiului A’B’C’, inseamna ca ortocentrul lui A, B; C; este
si centru de ortologie al triunghiului A, B;C; n raport cu A,B,C;.

70. i) Dacd ABC este un triunghi ascutitunghic si A'B’C’ este triunghiul
sau ortic, atunci A'B'C' este ascutitunghic si m(fT’ ) =180° —
24,m(B") =180° — 2B, m(C") =180° —2C. Daci A"B"C" este
triunghiul ortic al triunghiului A’B'C’, atunci: m(A") = 44 — 180°,
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m(B") = 4B — 180°, m(C") = 4C — 180°. Am vizut ci un triunghi
dreptunghic nu are triunghi ortic, deci ar fi necesar ca triunghiul ABC sa
aiba un unghi cu misura de 45°.

ii) Dacd triunghiul ABC are de exemplu m(A) = 112°30', atunci
triunghiul sau ortic A'B'C’ are m(A") = 45°, m(B") = 2m(B), m(C") =
2m(C). Triunghiul A”B"C"" - triunghiul ortic al lui A'B'C" are m(A") =
90°, m(B") = 180° — 4m(B), m(C") = 180° — 4m(C). Triunghiul
A""B"'C" fiind dreptunghic nu are triunghi ortic.

iii) Daca ABC este un triunghi echilateral, atunci si A'B'C’ si A”"B"'C"
sunt echilaterale si ABC este ortologic Tn raport cu A”B”C". In general,
ABC si A”B"C" nu sunt ortologice.

71. a) Perpendiculara dusa din K pe AC este chiar KM pentru ca fiind
linie mijlocie in triunghiul ABD avem KM || BD, deci KM L AC. Analog,
perpendiculara din L pe AB este LM, evident ca si perpendiculara din M pe
BC trece prin M, prin urmare M este centrulde ortologie al triunghiului MK L
n raport cu ABC.

b) Celalalt centru de ortologie este A; intr-adevar, perpendiculara din B
pe ML este BA, perpendiculara din C pe KM este CA si perpendiculara din
A pe KL trece evident prin A. Deoarece in triunghiulAKL punctul M este
ortocentru (KL si LM sunt indltimi) rezultd ca si AM este indltime, prin
urmare AM 1 KL.

72. a) Deoarece AA’ este bisectoare, avem ca arcele BA' = CA', deci
BA' = CA' si perpendiculara din A’ pe BC este mediatoarea lui BC. Astfel,
obtinem ca triunghiul /-circumpedal este ortologic in raport cu ABC si
centrul de ortologie este O — centrul cercului circumscris.

Se poate ardta si direct ca ABC este ortologic n raport cu A'B'C’ si
centrul ortologiei este I.

b) Am vazut c¢d A'B = A'C, triunghiul A’BI este isoscel (A'B = A'l)
pentru cd <A'BI = «A'IB, deci cercul C(A'; A'B) trece prin I; analog
rezultd ca si celelalte cercuri trec prin [.

c) Triunghiul ABC si triunghiul A’B'C' sunt omologice, axa de omologie
este XY, iar axa de ortologie este OI; conform teoremei lui Sondat, OI L
XY.
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73. Evident BH L AQ, BM L QN. Demonstram cd avem si MH 1 AN.

Observam ca m(AQM) = m(MQC) = 90° — C = HBC.

De asemenea, m(BHC)=m(PAQ) = 180°— A4, prin urmare:
ABHC~AQAP.

De aici rezulta ca si ABHM~AQAN.

Retinem ca «<ANQ = «HMB; deoarece NM L BC avemcam(HMN) +
m(ANQ) = 90°, in consecinti MH L NA.

Observatie

Se poate observa cd punctul {S} = MN N NA apartine cercului
circumscris triunghiului ABC.

74. Daca P este centrul de ortologie al triunghiului A;B;C; n raport cu
triunghiul ABC, iar O este centrul cercului w, adicd intersectia
mediatoarelor segmentelor (4;4,), (B1B,), (C;C,), si perpendiculara in A,
pe BC intersecteazd PO n Q, punctul Q va fi simetricul lui P fatd de O.

Analog, perpendiculara din B, pe AC va trece prin simetricul lui P fata
de 0, adica prin Q, si la fel Q apartine perpendicularei in C, pe AB. In
consecinta: punctul Q este centru de ortologie al triunghiului A,B,C, in
raport cu triunghiul ABC.

75. Notam cu H' proiectia lui H pe planul A;B;C; si cu A", B", C"
proiectiile punctelor A, B, C respectiv pe B,C;, C;A; si A;B;. Din AA" L
(A,B.C;) si AA" 1 B,C,, obtinem ca A'A" 1L B,C; (reciproca teoremei
celor trei perpendiculare). Pe de altd parte, planul (AA’A") fiind
perpendicular pe (4,B;C,), contine pe HH', mai mult: H' € A’A"”. Analog
aratdim cd H' € B'B" si H' € C'C". Punctul H' este centru de ortologie al
triunghiuluid’B’C’ in raport cu A, B, C;.

76. Perpendiculara din H pe B;C; este mediatoarea lui BC,
perpendiculara din B pe A,Ctrece prin O centrul cercului circumscris
triunghiului ABC si, de asemenea, perpendiculara din C pe A, B;care este
antiparaleld la AB trece prin 0. Deci O - centrul cercului circumscris
triunghiului ABC este centrul de ortologie al triunghiului HBC in raport cu
A,B;C;.

Ion Patrascu, Florentin Smarandache 29 1
Geometria triunghiurilor ortologice



SOLUTII, INDICATII, RASPUNSURI

77. Solutie (Mihai Miculita). Voi arata ca dreapta A, B, este mediatoarea

laturii AB. Avem: OA = OB = <BAO = <ABO.
- = =

AOBaCOB ilsglgpi) iOCB{ZAfSBc‘qOCB} = %048, = %0BC

— m(BAB,) = m(BA0) + m(04B,) = m(4B0) + m(0BC) =
m(4ABB,) = B,A = B,B. 1)

Pe de alta parte, din:

0A = OB = 4BAO = <ABO,

0A = 0C = <0AC = 20CA

COBAj, — inscriptibil = «0CA = «0OBA,

= m(BAA4,) = m(BAO) + m(0AC) = m(4B0) + m(0B4,) =
m(ABA,) = BAA, = ABA, = AyA = A,B. 2)

Relatiile (1) si (2) ne arata ca dreapta A, B, este mediatoarea laturii AB,
asa cd avem: A,B, N A.C, N B.C;, = {0}.

} — 20AC = <0BA,

Observatie

Triunghiurile A,A.B, si CBA sunt ortologice; centrul de ortologie este
0. De asemenea, triunghiurile B,C,C, si CAB sunt ortologice de centru O.

78. Avem 228 = 295€ _ GX Byycem AX' L B, Cy, X' € (BLCy).
B,C ccosB XBq

B, X' = AB, - cosB, C;X' = AC; - cosC.
AB; =c-cosA, AC; = b-cosA.
gif{: = % = ;1—3}; rezulta ca X' = X.

Triunghiurile ABC si triunghiul sau ortic A; B; C; sunt ortologice, asa ca
AX, BY si CZ sunt concurente. Punctul de concurentd este centrul de
ortologie al triunghiului ABC in raport cu A, B, Cy, deci O — centrul cercului

circumscris triunghiului ABC.

79. Evident, triunghiul A, B, C, este ortologic in raport cu ABC, deoarece
cum PA,; L BC si A, € (PA,) din teorema celor 3 perpendiculare rezultd
ciA,A, L BC,analogB,B, L ACsiC,C, L AB,iarA;A, N ByB, N C,C, =
{P}, prin urmare P este centru de ortologie. Fie BB’ L A,C,si fie O, centrul
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de ortologie al triunghiului ABC n raport cu A,B,C;, B’ € (A,(;). Din
B'A? — B'C# = PA? — PC.

80. Solutie (Mihai Miculita).
Notam Q — mijlocul segmentului EF aratam ca Q € [AP].

BELAC) o ME =1BC

MB = MC 2 ME = MF

P LA - p i = 08— oF | = MO LEF. (1)
MB = MC 2

Pe de alta parte, intrucat:

BE 1 AC ZXAEF = <ABC

} = BCEF — inscriptibil = { 2, 3)

CF L AB LQAF = <MAC
Tinand seama de relatiile (1) si (3), obtinem ca:

MQ L EF MNQP inscriptibil} _
NPLBC}: SAQF = amp § = ¢ € AP = (AQ = (4P.(4)
Din relatiile (3) si (4), rezultd ca punctele N si P sunt puncte omoloage

ale triunghiurilor asemenea AAEF~AABC. Asa ca avem:
NE PB
NF = e ®)

Din relatiile (4) si (5) rezultd acum ca:

NE _RE _ RN | CF
NF_RC:CFLAB}=>RNJ_AC. (6)

In mod analog, se aratd ca SN L AC. (7)
Tn fine, relatiile (6) si (7) ne arati ca dreptele AN si SN sunt iniltimi ale
triunghiului ARS, deci N este ortocentrul acestui triunghi.

Observatie

Pe parcursul solutiei am rezolvat problema urmatoare: Fie E si F —
picioarele inaltimilor duse din varfurile B si C ale unui triunghi
ascutitunghic ABC, iar M — mijlocul laturii BC. Notam cu {N} = AM n EF
si cu P proiectia lui N pe BC. Aratati cd semidreapta (AP este o simediana
a triunghiului ABC.

81. Evident daca k =1, dreptele a, b, ¢ sunt concurente fiind
mediatoarele triunghiului ABC. Reciproc, fie a n b n ¢ = {S}. Atunci MS -
BC = 0, adica (75 — 7i) (77 = 75) = 0.

@‘l’kﬁ — =
Tt (¢ — 78).

De aici, 15 (r; — 15) =
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Scriem relatiile analoage si le adunam. Obtinem:
X5 + ko) (e —75) = 0. 1)
Consideram un sistem de axe avand orginea in centrul cercului
circumscris triunghiului ABC. Presupunem cd acest cerc are raza 1. Atunci:
g Tp = 1.
Egalitatea (1) devine:
g rc+k—1—k-15-7;) =0, adica:
(k=D@ -7 T =75 Tc —T¢c Ty) = 0.
Dar:
7475 + 75 - 7c + 7¢ - T4l < |7AlI7sl + [7sllve] + 17 1r] = 3,
deci k = 1.

Observatie

Problema exprima faptul ca unicul triunghi MNP 1inscris in triunghiul

ABC cu proprietatea MB_NC_PA g ortologic cu ABC este triunghiul
MC~ NA  PB”

median.

82. Notam M, M, M, triunghiul median al triunghiului ABC si T,T,T,
triunghiul tangential al triunghiului ABC. Triunghiurile T, T, T, si ABC sunt
ortologice si O este centrul de ortologie al lor. Intr-adevir, perpendicularele
duse din T, Ty, T, pe BC, CA, AB sunt bisectoare in T, T}, T, si ca atare trec
prin O care este centrul cercului Tnscris in triunghiul T, T, T,.. Mai mult, T,0
este mediatoarea lui (BC) si in consecinté trece prin M, iar T,M, fiind
mediatoare este perpendiculara pe BC, dar si pe M, M, care este linie
mijlocie. Din teorema triunghiurilor ortologice rezultd ca si
perpendicularele duse din M, M,, M. pe T,T,, T.T, respectiv T, T, sunt
concurente. Punctul de concurenta este Og — centrul cercului Euler al
triughiului ABC. Demonstram acest fapt. Ducem M,M; L T,T,; notdm
{H;} = M,M,; n AH, unde H este ortocentrul triunghiului ABC. Se stie ca
AH = 20M,. Unim O cu A avem cd OA L T,T, si cum M ,M; L T,T, si
AH || OM,, rezulta ca patrulaterul OM,H, A este paralelogram. Din AH; =
OM, si AH = 20M, obtinem ca H; este mijlocul lui (AH), deciH, este pe
cercul celor 9 puncte ale triunghiului ABC. Pe acest cerc se gasesc si
punctele A’ - piciorul inaltimii din A si M,. CumxA4A'M, = 90° rezulti ca
M, H, este diametru Tn cercul lui Euler deci mijlocul lui M H; pe care il
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notdm cu Og este centrul cercului Euler. Observam ca si patrulaterul
H{HM,0 este paralelogram, rezulta ca Oy este mijlocul lui OH.

Observatie

Triunghiurile M,M, M, si T, T, T, sunt bilogice.

83. Notam AD = x, BD =y, CD =z si AB = BC = CA = a; fie A,,
B,, C, contactele cercurilor Tnscrise n triunghiurile BDC, CDA si ABD cu
CB, CA respectiv AB.

Se arata fara dificultate ca:
BA — y+a—z_ CA — a+z—y_
2 2 ] 2 2 ]

x+121—y; BC2 — y+121—x.

Ardtam ca triunghiul A, B;C; este ortologic in raport cu ABC proband
egalitatea BA3 + CB2 + ACZ = CA? + AB2 + BC?. Atunci rezulti ci si
ABC este ortologic Tn raport cu A, B;C;.

CB, =% AB, =

a+x-z,
2 )

ACZ =

84. Notam cu x, y, z distantele punctelor A;, By, C; la dreapta d. Pentru
ca perpendicularele duse din A, B, C respectiv pe B,C;, C;A;, A1 B; sa fie
concurente, trebuie satisfacuta conditia:

AB} — AC? + BC? —BA? + CA2 - CB? =0.

Aceasta conditie este echivalenta cu:

(a? + y2) — (a2 + z2) + (b? + z%) — (b2 + x?) + (c? + x?)
— (3 +y» =0
De unde gasim:
a? — a3 + b? — b7 + ¢ — ¢2 = 0 (nu depinde de x, y, z).

Remarca

Daca punctele A, B, C apartin dreptelor d4, d,, d3 conditia precedenta
este evident indeplinita, iar punctul de concurentd a perpendicularelor duse
din A4, B, C pe B,C;, C{A; respectiv A, B, este ortopolul dreptei d in raport
cu triunghiul A, B, C;.

85. Perpendiculara din A; pe M, M, este A, M, perpendiculara din B, pe
MM, este B{M, iar perpendiculara din C; pe M,M,, este C; M, prin urmare
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M este centrul de ortologie al triunghiului A;B,C; n raport cu triunghiul
median M, M,M..

86. Triunghiul A,B;C; este ortologic Tn raport cu ABC, deci
perpendicularele duse din A,, By, C; pe BC, CA, AB sunt concurente intr-
un punct P.

Triunghiul A'B'C’, simetricul fatd de O al triunghiului ABC are laturile
respectiv paralele cu ale acestuia. Pependiculara din A, pe BC va fi
perpendiculara si pe B'C’. Centrul de ortologie al triunghiului A;B;C; Tn
raport cu A'B'C' va fi punctul P.

87. Triunghiul EBC este ortologic in raport cu triunghiul FAD, centrul
de ortologie fiind 0. Tntr-adevar, perpendiculara dusia din E pe AD,
perpendiculara dusa din B pe FD si perpendiculara dusa din C pe FA se
intersecteaza in 0. Relatia de ortologie fiind simetrica, rezulta ci i triughiul
FAD este ortologic in raport cu triunghiul EBC. Atunci perpendiculara din
F pe BC, perpendiculara din D pe EB si perpendiculara din A pe EC sunt
concurente. Deoarece perpendiculara din D pe EB si perpendiculara din F
pe AD se intersecteaza in H, rezulta ca si perpendiculara din A pe EC trece
prin H, deci AH L EC.

88. Notam cu A'B'C' triunghiul podar al centrului simedian K al
triunghiului ABC, de asemenea notam cu A, intersectia perpendicularei din
ApeB'C'cuB'C'.Avem «C'AA; = <KC'B’ (1) (au acelasi complement),
4KC'B' = <KAB' (2) (patrulaterul KC'AB'este inscriptibil).

Din relatiile (1) si (2) rezultd cd <C'AA, = <KAB' deci AA, este
izogonala simedianei AK, prin urmare AA; trece prin G — centrul de greutate
al triunghiului ABC. Este evident ca centrul simedian K este centru de
ortologie.

Pentru a demonstra ci K este centru de greutate al triunghiului A’'B'C’,
se aratd ca Aria(AKB'C") = Aria(AKC'A") = Aria(AKA'B"). Se foloseste
faptul ca are loc relatia:

kA" _kB' _ kc'

BC AC AB
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89. a) Notam cu P; intersectia paralelei dusa prin A la B'C’ cu paralela
dusi prin C la A'B’. Avem ci <AP,C = «B’'C'A’, decim(AP,C) = 60°,
aceasta aratd ca P; apartine cercului circumscris triunghiului ABC. Din
faptul ci masura unghiului BP;C este de 60° si CP; || A’B’ din reciproca
teoremei unghiurilor cu laturile paralele, avem ca BP; || A'C’, prin urmare
P; est centrul de paralelogie al triunghiului ABC n raport cu triughiul
A'B'C'. Rationand analog, gasim ca P, si P; centrele de paralelogie ale
triughiului ABC n raport cu B'C'A’ si C'A’B’ sunt pe cercul circumscris
triunghiului ABC.

b) AP, este paralela cu A'C’ si BP; de asemenea este paraleld cu A'C’,
rezulta cd AP, || BP;. Trapezul AP,BP; fiind inscris este isoscel, deci
diagonalele AB si P, P, sunt congruente. Analog, se aratd ca P,P; = BC si
P, P; = AC, in consecinta triughiul P; P, P; este echilateral.

90. Pentru a demonstra ca triunghiul A4, B, C, este ortologic Tn raport cu
ABC, trebuie verificata relatia:

AzBZ - A2C2 + BZCZ - BzAZ + CzAZ - CzBZ = 0 (1)
Deoarece AA,, BB;, CC; sunt concurente, avem ci.
C,A? — C;B? + A{B?> — A,C?* + B,C?> — B;A? = 0. 2)

Perpendiculara AA, pe B,C, — care este antiparaleld la BC trece prin O
— centrul cercului circumscris triunghiului ABC. De asemenea, BB, si CC,
trec prin 0. Cevienele AA,, BB, si CC, fiind concurente, avem ca:

A,C? — A,B? + B,C? — B,A? + C,A? — C,B% = 0. (3)

Calculim A,B? — B,A%. Vom aplica teorema cosinusului fin
triunghiurile A,BC; respectiv B,AC;. Dreptele B;C; si C;A; fiind
antiparalele la BC respectiv AC, rezulta ca <AC;B; = <B(C;A;.
Triunghiurile AC; A, si BC; B, sunt asemenea; obtinem ca:

AC, - C,B, = BC; - C,A,. (4)

A,B% = C;B? + C;A% — 2C,B - C,A, - cos <BC, A,,

B,A? = C;A? + C,B? — 2C,A - C,B, * cos <AC,B,.

Deoarece <B(C;A, = <AC, B,, tinand seama de (4), obtinem ca:

A,B% — B,A? = C,B% — C,A% + C;A® — C, B3 (5)

Analog, calculim: B,C? — C,B? si C,A% — A,C? si, tinAnd seama de
relatiile (5), (2) si (3), obtine relatia (1).
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91. Fie M; mijlocul lui LM, M, mijlocul lui MK si M5 mijlocul lui KL.
Se arata ca:

M;B? — M,C? + M,C? — M,A? + M3A%? — M3B? = 0. (1)

Calculim M, B? cu teorema medianei aplicata in triunghiul MBL, avem:

2 _ 2(AB*+BL?)-ML?
M,B ==
M.C2 = 2(AC%+CM?)-ML?
1 - f-
Deoarece AABL = AAMC (L.U.L), rezultd c¢d BL = MCsi M;B? —
M.C2 = AB%-AC?
02 =2

2
Analog se calculeaza:M,C? — M,A? si M3A? — M;B2.
inlocuind in (1), aceasta este verificata.

92. Centrul simedian K al triunghiului ABC este centrul de greutate al
triunghiuluid, B, C,. Triunghiurile A,B,C, este simetricul Tn raport cu K al
triunghiului A;B;C,, avem B,C; |l B,C,; A{By Il A;B, si A{C; || A,C,.
Triunghiurile A,B,C; si A,B,C, sunt ortologice, iar centrul lor comun de
ortologie este ortocentrul triunghiului A, B;C;.

93. Notam P mijlocul lui DE. Perpendicularele duse din P, Q, R pe BC,
BE si CD sunt concurente Th punctul M simetricul lui O fatd de centrul
paralelogramului PQSR (S este mijlocul lui BC). Punctul M se numeste
punctul lui Mathot al patrulaterului inscriptibil BCDE. Cu alte cuvinte,
triunghiul PRQ este ortologic in raport cu ABC. Rezulta ca si ABC este
ortologic in raport cu PRQ, deci perpendiculara dusa din A pe RQ,
perpendiculara dusa din B pe PQ si perpendiculara dusé din C pe PR sunt
concurente. Deoarece PQ |l CE si RP || BD, obtinem concluzia ceruta.

94. Perpendicularele duse din B, F, D respectiv pe CA, EA si EC sunt
BE, FC si DA, acestea se intersecteaza in O centrul cercului circumscris
hexagonului, punct ce este centru de ortologie comun al triunghiurilor BFD
si ECA.

Triunghiul BFD este ortologic in raport cu triunghiul CEA, centrul de
ortologie este punctul A. Centrul de ortologie al triunghiului CEA n raport
cu BFD este punctul D.
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Triunghiul BFD este ortologic Tn raport cu triunghiul ACE, centrul de
ortologie este punctul C. Centrul de ortologie al triunghiului ACE in raport
cu BFD este punctul F.

95. a) Fie M intersectia paralelei la BC cu paralela la AC. Patrulaterul

MC,BA, este dreptunghi; MA, = g MC, = g AC = # Patrulaterul

MA;CB, este inscriptibil; cu teorema sinusurilor, avem ca: A;B; = MC -
sin30°, A,B; = > MC.

Din triunghiul MA,C, rezulta MC = 2, decid,B, = 1.
\/H)Z (zﬁ

2
4,07 = (F) +(27) =1, deci 4,6, = 1.

NotamM B; = x; aplicand teorema cosinusului in triunghiu A;MB;, se
. . . . 7
obtine ecuatia 7x? + 3v7x —4 =0, cu solutia care convine x = g,

aceasta aratd cad M apartine si paralelei dusd la AC.

b) Patrulaterul MB;AC, este inscriptibil; «B;MC; = 120°; calculim
B, C; cuteorema cosinusului, rezultd B; C; = 1, deci triunghiul A, B, C; este
echilateral.

¢) In triunghiurile ABC si A, B, C;cevienele sunt evident ortologice. Ele
nu sunt bilogice pentru ca nu sunt omologice, A4;, BB;, CC; nu sunt
concurente.

Tntr-adevar, se verifica ca:

AB B;C CiA

L

96. Evident AD 1 KL (raza este perpendiculara pe tangentd). Deoarece
m(DCF) = 90°, rezulta ca si m(DMF) = 90° (1). Deoarece m(DBA) =
90° (AD diametru), rezulta ci si m(EMD) = 90° (2).

Relatiile (1) si (2) conduc la E, M, F coliniare.

Triunghiurile DEF si AKL au EF || KL este clar cd ortocentrul
triunghiului AEF este centrullor de ortologie; il notam P.

Patrulaterul ABDC este inscriptibil (3), *BAM = «PFM (4) (au laturile
respectiv perpendiculare).

Din (3) si (4), rezultd cd «PFM = «<MFD, deci <MFD = <MCD (5).
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Tn triunghiul PFD, MF este iniltime si bisectoare deci PFD este isoscel,
prin urmare MD = PM.

97. Este evident ca triunghiul MNP este ortologic n raport cu ABC si
cca centrul de ortologie este I,. Vom arata cd AM, BN, CP sunt concurente
folosind teorema lui Ceva — varianta trigonometrica.

Ducem FF' L BC; MM’ L BC; EE' 1 BC, avem —= = ZX.

ME ~ E'M

BF'+BM', BF' = BF - cos B; din teorema bisectoarei exterioare, rezultd

FB a .. _ ac. r_
——;,gammFB—b_a, BM' =p—c.

FIMI —

FA
Atunci: F'M' = £2=9.
b—-a
E'M' = CE'+CM' = CEcosC +p —b.
Dar CE = - rezulta E'M’ = 22=9 pg = 2¢ pa =2
c—-a c—a b—a c—a
Obtinem:
sinBAM __ c(p-b)
sinMAC ~ b(p—c)’ (2)
Calculand in mod analog, gasim:
sinCBN _  Qp
sinNBF ~ c(p—b)’ ©)
SinECP __ b(p—c)
sinPCB ~  ap 4)

Inlocuind (2), (3), (4) in relatia (1) se verifica egalitatea ce implica
concurenta dreptelor AM, BN, CP.

98. Coordonatele baricentrice ale unui punct P in raport cu triunghiul
ABC sunt trei numere x, y, z proportionale cu ariile triunghiurilor PBC,
PCA si PAB.Deoarece P;A; L BC, P;B; L CA si P,C; L AB, avem ca
sin B{P;C; = sin 4, sin P;B,C; = sin PAC si sin P,C;B; = sin PAB.

Avem:
AriaPAC __ PA'b'sinPAC _ b-sinP;B,C; _ b PyCy

AriaPAB ~ PA-c'sinPAB  c'sinPyC1B; ¢ PiBy
Analog, obtinem:
AriaPBC a . PiCy
AriaPCA ¢ PiA,
Pe de alta parte, gasim:
Aria(P;A,C;)  PiAy-PiCy-sinB b PCy

Aria(PlAlBl) N P1A1 " P1B1 " SinC B E . PlBll
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Deci:
Aria(PAC)  Aria(P;A.Cy)
Aria(PAB) ~ Aria(P,A,B;)

Analog:
Aria(PBC) Aria(P,;B,(C;)
Aria(PCA) _ Aria(P;C,A)
Aria(PAB) Aria(P,A,B;)
Aria(PBC) _ Aria(P,B,C,)

FM Aria(FAM) FA sina
99 — s T =T

ME Aria(EAM) EA sin(4A-a)
Ducem FF', EE' si MM' perpendiculare pe BC; avem BM' =p — b,

FM  F'M’ , . . ..
— = ——, BF' = FB - cos B. Din teorema bisectoarei, gasim:

Am notat « = <BAM.

ME - EIMI’
ac .
FB = b
a?+c?-b?,
FB-cosB = Z@tp)
Py = atbre a’+c?-b? _ c(p=c).

- 3 2(a+b)  a+b '
E'M'=CM' —CE'=p—c—EC-cosC;
EC=2. gasim E'M' = be-b),

a+c atc

FM _ F'M'" _ c(p—c)(a+c),
ME ~ E'M' ~ b(p-b)(a+b)’

sina _ F'M’ _EA _ cp-0) (1)
sin(A-a) ~ E'M' FA  b(p-b)
o . sinf _ a(p-a)
Analog, gasim SnB—p)  cr-0)’ (2)
siny _ b(p-b)

3)

sin(c-y) ~ a(p-a)’

Am notat § = <«NBC siy = «<PCA

Relatiile (1), (2), (3) si teorema lui Ceva — varianta trigonometrica
conduc la concurenta cevienelor AM, BN, CP.

Dacéd notdim {X} = AM N BC,{Y}=BN N AC,{Z} =CPNnABsicul
punctul de concurentd a cevienelor AM, BN, CP, vom gasi:

XB  c%(p-c

xc bzﬁﬁ-b))- “)

Relatia (4) si relatia Iui Steiner relativa la cevienele izogonale arata ca
ceviana AX este izogonala cevienei lui Nagel relativa la BC. Astfel, gasim
ca punctul L este izogonalul lui Nagel al triunghiului ABC.
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Coordonatele baricentrice ale punctelor I, /, O, unde cu J am notat
punctul lui Nagel, sunt:

a b c),
I ) ) )
2p°2p 2p

](ﬂ,ﬂ,ﬂ);

p ' »p’'p
0(sin 24,sin 2B, sin 2C).
Coordonatele lui L — izogonalul lui J sunt:
(S P <)
p—a p—-b p-c
Pentru a arata ca I, L, O sunt coliniare, trebuie probata conditia:

a b c

2p 2p 2
av  p» | =0 (5)
p—a p—-b —-c

sin24 sin2B sin2C
Deoarece sin2A =2sinAcosA si sind = %, conditia (5) este

echivalenta cu:

1 1 1
a b c
p-a p-b p—c |~ 0. (6)
cosA cosB cosC
Conditia (6) implica:
1 0 0
a b a c a
o s e pma [ZO 0
cosA cosB —cosA cosC —cosA
Deci:
b a £ _ @
p-b p-a p-c p-a |=0. 8)
cosB —cosA cosC —cosA
A . b2+ 2_p2 2+ 2_b2 2+b2_2
Tinand cont cd cos A = #, cosB = L, cosC = u,
? 2bc 2ac 2ab

se constata ca relatia (8) este verificata.

100. Din relatia data, rezultd cd AP? — PE? = BP? — PD?, deci AE =
BD; notam AE = BD = z, analog gasim CD = AF =y si BF = CE = x.
Aritam ca toate punctele D, E, F apartin laturilor triunghiului ABC. Tntr-
adevar, daca, de exemplu, B, C si D sunt in aceastd ordine, atunci avem:
AB+BC = (x+y)+ (z—y) = x + z = AC - contradictie. Notand a, b,
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a+b+c
2

¢ lungimile laturilor BC, CA, AB sip = ,gdsimcax=p—a,y=

p—b,z=p—c.

Aceste relatii aratd ca punctele D, E, F sunt contactele cercurilor ex-
nscrise cu BC, CA, AB, prin urmarel,, D, P sunt coliniare si, de asemenea,
I, E, Psil., F, P. Astfel, gasim ca P este centru de ortologie al triunghiului
antisuplementar 1,11, in raport cu triunghiul dat ABC. Am vazut ca acest
triunghi si ABC au ca centru de ortologie centrul cercului circumscris
triunghiului 1,11, deci punctul P si centrul cercului inscris in triunghiul
ABC.
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