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CATEVA PROBLEME PRIVIND CALCULUL
UNOR MASURI DE UNGHIURI INTR-UN
TRIUNGHI ISOSCEL

de ION PATRASCU, CRAIOVA si FLORENTIN SMARANDACHE,
GALLUP, S.U.A.

In acest articol, rezolvim cu ajutorul unei leme o categorie de probleme privind
calculul masurilor unor unghiuri determinate de anumite ceviene intr-un triunghi
isoscel.

Lema .
Daca ABCD este un patrulater convex cu proprietitile:
(i) DA= DC si

(i) m(ADC) + 2m(ABC) = 360°,

atunci punctul D este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie:

Construim pe semidreapta (BD punctul F

astfel incat D este intre B si E, iar DF = A
DA (vezi Fig.1). Notam m(A/EB) = &

s m(@) = f. Avem: m(A/D\B) = 2aq,

m(B/D\C’) = 25

Relatia (ii) devine 2m(@) +2a+p)= B . E
360°. Ea se rescrie m(@) + m(/@) =

180°, ceea ce arata ca patrulaterul ABCE

este inscriptibil. Aceastd concluzie i fap- 9.
tul ca& D este centrul cercului circumscris
triunghiului ACE conduc la demonstrarea
afirmatiei cd D este centrul cercului circum-

scris triunghiului ABC.

Figura 1

APLICATII

Problema 1.
Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel, cu m(ﬁ) = 90°. Se considerd punc-
tul M in semiplanul determinat de BC si care nu contine varful A, astfel incat
m(]m) = 15° g m(@) = 30°. Calculati m(m)

Ion Patrascu



Solutie:

Deoarece AB = AC, m(A) = 90° si m(BMC) = 135°, sunt verificate conditiile din
ipoteza Lemei. Aplicand Lema, rezultda AM = AB = AC. In triunghiul isoscel
AMC, avem m(m) = 75° apoi gasim m(m) = S0P

Problema 2. pEd
Fie ABC un triunghi isoscel cu m(ABC) = 150°. Se considera punctul M astfel
incat m(m) = 30°, m(]@) = 45°, iar dreapta AC separa punctele B si M.
Demonstrati ca MB1AB.

Ion Patrascu
Solutie: ;
Gasim m(AMC) = 105°; avem: m(ABC) + 2m(AMC) = 150° + 210° = 360°. De
asemenea, BA = BC', prin urmare patrulaterul convex BAMC satisface c
de aplicabilitate ale Lemei. Rezultd ¢ BM = BC = BA. In trin
BMA, avem m(B/A\M) = 15° 4 30° = 45°, deci acest triunghi este dreptunghic
isoscel. In consecinta, M BLAB.

Problema 3. R
Fie ABC un triunghi cu AB = AC si m(A) = 80°. Consideram M un punct in
interiorul triunghiului astfel incat m(Z\TB\C) = 30° si m(m) = 10°. Calculati
L F. Sharygin [2]
Solutie:
Notam cu D mijlocul lui [BC] si cu N si-
metricul lui M fatd de D (vezi Fig. 2). In
patrulaterul convex ABNC avem: AB =
AC, m(m) = 140°. Deoarece m(B/fY]) +
2m(m) = 360°, se poate aplica Lema in
acest patrulater gi obtine AN = AC.
Patrulaterul BMCN este paralelogram, deci
BN = MC si m(MBN) = m(MCN) =
40°. Deoarece m(§C’\A) = 50°, gasim c&
nz(m) = 80°. Insa m(E\T\C) = 140°, deci oS
m(m) = 140° — 80° = 60°. Triunghiul :

isoscel ABN, avand m(A/N\B) = 60°,
este echilateral, prin urmare BN = AN. Triunghiul CM 4 este ssoseel UM = CA,

avand m(m) = 40°, deci m(CMA) = 70°.

Problema 4.
Fie ABC un triunghi cu AB = AC si m(BAC) = 106°. Consadesin punctul M/



in interiorul triunghiului astfel incat m(m) &= 75 §i“m(]ﬁC’\B) = 23°. Calculati
m(AMOC).

Ion Pdatrascu
Solutie:
Notam cu D mijlocul laturii BC' gi cu N simetricul lui M fatd de D. Patrulaterul
BMCN este paralelogram, m(MBN) = m(MBC) +m(CBN) = 30°+23° = 53°,
deci m(ﬂ{\C) = m(B/]—VE’) = 127°. Avand AB = AC'si m(B/A\C) + Zm(B/]-V\C) =
106° + 2 - 127° = 360° in patrulaterul convex ABNC, putem aplica Lema. In
consecintd, AN = AB. Triunghiul isoscel ABN are m(ABN) = 7° + 53° = 60°,
prin urmare este echilateral. Deoarece BN = CM = AC, obtinem ca triunghiul
CAM este isoscel si gasim m(zﬂVI\C) =83°,

Problema 5. (generalizarea problemelor 3 si 4)
Fie ABC un triunghi cu AB = AC si m(BAC) = «, 60° < a < 120°. Consi-
deram punctul M in interiorul triunghiului ABC astfel incat m(M BC) = 30° si
m(]@) = 3, unde 2§ + 60° = «. Calculati m(@)

Ton Pdatrascu
Solutie:
Notam cu D mijlocul laturii BC' gi cu N simetricul lui M fatd de D. Patrulaterul
BMCN este paralelogram, m(]\TB\N) = 30° + B, m(m) = 150° — . Avand

AB = AC si m(BAC) + 2m(BNC) = a + 300° — 28 = 300° + (a — 23) = 360°, se
poate aplica Lema in patrulaterul ABNC. Astfel obtinem ca AB = AN = AC.
— —= — 1 180° — (av — 2
Avem m(ABN) = m(ABC) + m(FCB) = 5 (180° — a) + f = (20‘ B) _
60°, deci BAN, fiind isoscel cu un unghi de 60°, este echilateral; in consecinta,

BN = AN = AC. Cum BN = CM (laturi opuse in paralelogram), obtinem c&

triunghiul C AM este isoscel, cu CM = CA. Deoarece m(m) = m(/TC’\B) -

— — 180° — 1
m(MCB), gasim m(MCA) = 8_2_a — [, insd cum 8 = i(a — 60°), rezulta ca

m(m) = 120° — a. In final, obtinem m(A/]\R') — o+ %.

Observatie:
Problema 8 se obtine din Problema 5 pentru o = 80° si 8 = 10°, iar Problema 4
se obtine pentru o = 106° si 8 = 23°.
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