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摘  要: 对任意正整数n, Smarandache LCM函数SL(n)定义为最小的正整数 k, 使得n︱[1, 2, · · · , k], 其中的[1, 2, · · · , k]

表示为1, 2, · · · , k的最小公倍数. 本文利用初等的方法, 研究张文鹏教授提出的一个包含Smarandache LCM的函数的猜

想, 并给出了一些新的结论, 改进了参考文献中的结果. 
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1  引言及主要结论 

Smarandache LCM函数 SL(n)定义为最小的正整数 k, 使得 n︱[1, 2, · · · , k], 其中[1, 2, · · · , k]表示为 1, 2, · · · , 
k 的最小公倍数. 例如, SL(n)的前几项值依次为 SL(1) = 1, SL(2) = 2, SL(3) = 3, SL(4) = 4, SL(5) = 5, SL(6) = 3, SL(7) 
= 7, SL(8) = 8, SL(9) = 9, SL(10) = 5, SL(11) = 11, SL(12) = 4, SL(13) = 13, SL(14) = 7, SL(1) = 5, SL(1) = 16, …  从

SL(n)的定义很容易推出: 如果 n = r
rppp ααα 21

21 是 n 的素因子分解式, 那么 

SL(n) = max { r
rppp ααα ,,, 21

21 } .                                               (1) 

关于 SL(n)的一些性质, 很多学者进行了深入细致的研究[1-11], 得到了许多有趣的性质. 在文献[8]中, 张文
鹏教授建议研究如下问题: 

问题  设∑
nd |

表示 n 的所有正因子, 和式 ∑
nd dSL| )(

1
在什么时候是正整数? 

文献[12, 13]中研究了这一问题, 并获得了一些特殊的结论. 例如, 文献[12]中证明了当 n 为素数方幂或者 n

为无平方因子的数时, ∑
nd dSL| )(

1
不可能是整数. [13]中证明了若∑

nd dSL| )(
1

为整数, 则 n 为 Square-full 数(幂数). 

以上研究支持如下猜想: 

猜想  和式∑
nd dSL| )(

1
为整数当且仅当 n = 1, 36. 

本文研究了以上问题, 对另外一些特殊类型的整数 n, 得出了一些结果. 本文的主要结论是 

定理 1  若 n = 4 pα , p 为素数, 则当且仅当 n = 36 时, ∑
nd dSL| )(

1
为整数.  

定理 2  若 n 的标准分解式为 n = 4 r
rppp ααα 21

21 , 且 p1 < · · ·  < p r, 则当 r ≥ 2 且 p1 ≥ 5 时, ∑
nd dSL| )(

1
不是
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整数. 

2  定理 1 的证明 

若 p = 3, 则 n = 4 · 3α , 于是当α ≥ 3 时,  

∑∑∑ ∑ ++=
ααα 3|3|| 3| )4(

1
)2(

1
)(

1
)(

1

ddnd d dSLdSLdSLdSL
= 

)
3
1

3
1

4
1

4
1()

3
1

3
1

2
1()

3
1

3
1

3
11( 22 ααα +++++++++++++ = 

)
3
1

3
1(3

3
22 2 α++++  = )

3
1

3
1(3 12 −+++ α .                           (2) 

显然上式不为整数. 当α = 1, 2 时, 可直接验证, 仅当 n = 36 时, ∑
nd dSL| )(

1
= 3 为整数. 

若 p ≥ 5, 则 SL(2p α ) = pα , SL(4pα ) = pα , 由于α ≥ 1,  则 

∑∑∑ ∑ ++=
ααα pdpdnd pd dSLdSLdSLdSL ||| | )4(
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)2(

1
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1
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1
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)11
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不为整数, 因此定理 1 得证.  

3  定理 2 的证明 

令 n = 4n’, n’ = r
rppp ααα 21

21 , 由于 p1 < … < p r, 且 p1 ≥ 5, 则当α ≥ 1 时, 有 SL(pα ) = pα , SL(2pα ) = pα , 

SL(4pα ) = pα , 于是 

4
5

)(
13

)4(
1

)2(
1

)(
1

)(
1

'|'|'|| '|
+=++= ∑∑∑∑ ∑

ndndndnd nd dSLdSLdSLdSLdSL
.              (3) 

如果∑
nd dSL| )(

1
为整数, 则由(3)可得, 

∑
'| )(

1
nd dSL

=
4
A

.                                                                (4) 

其中 )4(mod1≡A . 但 

∑
'| )(

1
nd dSL

=
rj

rj ppppp ααα

111111
211

1
+++++++++ = 

r
rpp

B
αα1

1

.   (5) 

于是由(4), (5)可得,  
r

rppp ααα 21
21 A = 4 B,                                                         (6) 

这显然是不可能的, 因此, ∑
nd dSL| )(

1
不是整数, 定理 2 得证. 
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A conjecture involving the Smarandache LCM function 
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Abctract: For any positive integer n, the Smarandache LCM function SL(n ) is defined as the smallest positive integer k such 

that n︱[1, 2, ···, k], where [1, 2, ···, k] denotes the least common multiple of 1, 2, ···, k. The main purpose of this paper is to 

use the elementary methods to study a conjecture involving the Smarandache LCM function, which is proposed by Zhang 

Wengpeng in his book Elementary Number Theory, and this paper gives some results for this conjecture. 
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