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一个含有 Smarandache可乘函数的混合均值

郭 瑞，赵西卿

( 延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安 761000)

摘 要:主要基于 Smarandache 可乘函数 SM( n) 的性质及 Mangoldt函数 Λ( n) 的定义，运用初等和
解析方法研究了 Λ( n) ·SM( n) 和 Λ( n) ·S( n) 的值性质，并得到了较强的渐近公式。
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1 引言及结论

对于给定的自然数 n，著名的 Smarandache 函数
S( n) ［1，2］定义为

S( n) = min{ m: m∈N，n |m! }。 ( 1)
Mangoldt函数［1］定义为对每一个整数 n ＞ 1，

Λ( n) =
log p n = pm，p为素数，m≥1。

0，其它{ 。
( 2)

令 m是一个正整数，如果一个算术函数 f( n) 满
足 f( m·n) = max{ f( m) ，f( n) } ，其中( m，n) = 1，我
们便称 f( n) 为 Smarandache 可乘函数。显然，Sma-
randache可乘函数不是可乘函数。因为当 p，q 为两
个不同的素数时，f( pα·pβ ) ≠f( pα ) f( qβ ) 。由定义
可知 S( n) 为 Smarandache 可乘函数。在文［3］中，
Tabirca证明了一个关于 Smarandache可乘函数的有
趣性质: 如果 f( n ) 是 Smarandache 可乘函数，则
g( n) = min{ f( d) : d | n，d∈N} 也是 Smarandache 可
乘函数。设自然数 n有标准因数分解式 n = pα11 pα22 …

pα4r，定义 Smarandache可乘函数 SM( n) 如下
SM( n) = max{ SM( pαii ) : i = 1，2，3，…，r} ， ( 3)
并且

SM( pαii ) = αi pi，i = 1，2，3，…，r。 ( 4)
徐哲峰博士在文［4］中，研究了 Smarandache 可

乘函数 SM( n) 的均值分布性质，并证明了渐近公式


n≤x
( SM( n) － p( n) ) 2 =

2ζ( 32 ) x
3
2

3lnx + (O x
3
2

1n2 )x
，

其中 ζ( s) 为 Ｒiemann zeta －函数。
朱民在文［5］中对 Smaeandache LCM 函数和

Λ( n) 进行了研究，并得到一个很好的渐近公式


n≤x

Λ( n) SL( n) = x2
k

i = 1

ci
1ni － 1x

+ (O x2

1nk )x
。

乐茂华在文［6］中研究了当 n = 12 或者 SL( n)
= pα11 pα22 …pαkk p时有 SL ( n) = S ( n) ，S ( n) ≠n，其中
p1，p2…，pk，p表示不同的素数，α1，α2，…，αk 是满足

p ＞ pαii ，i = 1，2，…，k的正整数。
吕国亮在文［7］中讨论了对给定的整数 k≥2，

则对任意实数 x≥2，有渐近公式


n≤x

d( n) ·SL( n) = π
4

36
x2
1nx +

k

i = 2

bix
2

1ni x

+ O x2

1nk + 1x
，

其中 bi ( i = 1，2，…，k) 为可计算常数。
Gao Jing在文［8］中研究了 Smarandache双阶乘

函数 sdf( n) 与 Mangoldt函数 Λ( n) 的混合均值并证
明了对任意实数 x≥2，有渐近公式
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
n≤x

Λ( n) Sdf( n) = x (2 1
2 + 

k － 1

m = 1

am

logm )x

+ (O x2

logk )x
。

本文利用素数定理及 Abel 等式对 SM ( n ) 和
Λ( n) 及 S( n) 和 Λ( n) 进行了研究，得到一个较强的
渐近公式。
定理 1 对任意 x≥1，k≥2，有渐近公式:


n≤x

Λ( n) SM( n) = x2
k

i = 1

ci
1ni － 1x

+ (O x2

1nk )x
，

其中 ci ( i = 1，2，3，…，k) 为可计算常数且 c1 =
1
2 。

定理 2 对任意 x≥1，k≥2，有渐近公式:


n≤x

Λ( n) S( n) = x2
k

i = 1

ci
1ni － 1x

+ (O x2

1nk )x
，

其中 ci ( i = 1，2，3，…，k) 为可计算常数且 c1 =
1
2 。

2 相关引理

引理 1［1，9］: 设 x ＞ 1 为实数，则有

π( x) =
p≤x

1 =
k

i = 1

cix
1ni x

+ (O x
1nk + 1 )x
，

其中 ci ( i = 1，2，…，k) 是常数，并且 c1 = 1。

引理 2［10］: ( Abel 等式 ) : 对任一数论函数
a( n) ，令 A( x) = 

n≤x
a( n) ，其中当 x ＜ 1 时，A( x) =

0; 假设 f在区间［x，y］上有连续的导函数，其中 0 ＜ y
＜ x，那么有

n≤x

a( n) f( n) =

A( x) f( x) － A( y) f( y) － xyA( t) f '( t) dt。

3 定理的证明

定理 1 的证明:
在和式

n≤x
Λ( n) SM( n) 中将区间［1，x］分成两

个集合 A和 B，其中
A = { n: n = p，n∈［1，x］} ，
B = { n: n = pα11 pα22 …pαrr ，n∈［1，x］}。
利用 Λ( n) 的定义，［1，x］的分法及 SM( n) 的性

质知:


n≤x

Λ( n) SM( n) =


n∈A

Λ( n) SM( n) + 
n∈B

Λ( n) SM( n) 。 ( 5)

当 n∈A时，有 SM( n) = p，Λ( n) = log p。
则由引理 1，引理 2 得


n∈A

Λ( n) SM( n) =
p≤x

p ·log p

= xlogxπ( x) － x3
2
( logt + 1) π( t) dt

=
cix

2

1ni － 1x
－ 2

x
3
2
( 1nt + 1

[

) ·


k

i = 1

ci t
1ni t

+ (O t
1nk + 1 ) ]t

dt + (O x2

1nk )x

=
k

i = 1

cix
2

1ni － 1x
+ (O x2

1nk )x

= x2
k

i = 1

ci
1ni － 1x

+ (O x2

1nk )x
。 ( 6)

当 n∈B时，此时 B 包括两种情况，n = pα11 pα22 …

pα4r 是 n的标准分解式，则有以下两种情况:

( 1) n = pα11 pα22 …pαrr ，r≥2; ( 2) n = pα，α≥2。

当 n = pα11 pα22 …pαrr ，r≥2 时，由 Λ( n) 的定义知，
Λ( n) = 0; 从而

n∈B
Λ( n) SM( n) = 0。

当 n = pα，α≥2 时，由 Λ( n) 的定义知，Λ( n) =
log p; 由 SM( n) 的定义有 SM( n) = αp。
所以


n∈B

Λ( n) SM( n) = 
pα≤x

αplog p

= 
pα≤x

αp1np。 ( 7)

∑
2≤α≤lnx


p≤x

1
α

αpln p 
2≤α≤lnx


p≤x

1
2

αpln p2x
1
2 lnx

1
2

≤xlnx。 ( 8)
结合( 5) ，( 6) ，( 7) ，( 8) 有


n≤x

Λ( n) SM( n) = x2
k

i = 1

ci
lni － 1x

+ (O x2

lnk )x
。

这样就完成了定理 1 的证明。
定理 2 的证明:
在和式

n≤x
Λ( n) S( n) 中将区间［1，x］分成两个

集合 P和 Q，其中
P = { n: n = p，n∈［1，x］} ，
Q = { n: n = pα11 pα22 …pαrr ，n∈［1，x］}。
利用 Λ( n) 的定义，［1，x］的分法及 S ( n) 的性

质知:


n≤x

Λ( n) S( n) =


n∈P

Λ( n) S( n) + 
n∈Q

Λ( n) S( n) 。 ( 9)

当 n∈P时，有 S( n) = p，Λ( n) = log p。
则由引理 1，引理 2 得

n∈P

Λ( n) S( n) =
p≤x

p log p

= x log xπ( x) － x3
2
( logt + 1) π( t) dt

6



=
cix

2

1ni － 1x
－ 2x3

2
( ln t + 1

[

) ·


k

i = 1

ci t
1ni t

+ (O t
1nk + 1 ) ]t

dt + (O x2

1nk )x

=
k

i = 1

cix
2

lni － 1x
+ (O x2

lnk )x

= x2
k

i = 1

ci
lni － 1x

+ (O x2

lnk )x
。 ( 10)

当 n∈Q时，此时 Q 包括两种情况，n = pα11 pα22 …
pαrr 是 n的标准分解式，则有以下两种情况:
( 1) n = pα11 pα22 …pαrr ，r≥2; ( 2) n = pα，α≥2。

当 n = pα11 pα22 …pαrr ，r≥2 时，由 Λ( n) 的定义知，
Λ( n) = 0; 从而

n∈Q
Λ( n) S( n) = 0。

当 n = pα，α≥2 时，由 Λ( n) 的定义知，Λ( n) =
log p; 由 S( n) 的定义有 S( n) = αp。
所以


n∈Q

Λ( n) S( n) = 
pα≤x

αplog p

= 
pα≤x

αpln p。 ( 11)

∑
2≤α≤1nx


p≤x

1
α

αpln p 
2≤α≤1nx


p≤x

1
2

αpln p2x
1
2 lnx

1
2

≤xlnx。 ( 12)
结合( 9) ，( 10) ，( 11) ，( 12) 有

n≤x
Λ( n) S( n) =

x2
k

i = 1

ci
1ni － 1x

+ (O x2

1nk )x
。

这样就完成了定理 2 的证明。
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A Hybrid Mean Value Formula Involving Smarandache
Multiplicative Function

GUO ＲUI，ZHAO Xi － qing
( College of Mathematics and Computer Science，Yan'an University，Yan'an 716000，China)

Abstract: Based on the properties of Smarandache multiplicative function SM ( n) and the definition of Mangoldt
function Λ( n) ，the elementary and analytical methods were used to study the hybrid mean value formula involving
Smarandache multiplicative function SM( n) and the Mangoldt function Λ( n) ，and a sharp asymptotic formula was
given．
Key words: Smarandache multiplicative function; Mangoldt function; hybrid mean value; asymptotic formula
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