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与 Smarandache双阶乘对偶函数有关的方程

王　阳

(南阳师范学院 数学与统计学院 , 河南 南阳 473061)

　　摘　要:对任意的正整数 n, S＊＊(n)表示 Smarandache双阶乘对偶函数 ,  (n)表示 Euler函数.利用初等方法研究方程

S＊＊(n)=n, (S＊＊(n))2 =2n及 S＊＊(n)= (n)的可解性 , 并给出了每个方程所有正整数解.
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0　引言

对任意给定的正整数 n, Smarandache双阶乘

函数 SDF(n)定义为最小的正整数 m使得 n整除

m!!.即

SDF(n)=min{m:m∈ N+, n m!!}.

乐茂华在文献 [ 1] 中研究了 SDF(n)的算术性质

及 SDF(n)=n的可解性 ,证明了 SDF(n)=n成

立的充要条件是 n=1, 9或 n=p或 n=2p(p为素

数).王建平在文献 [ 2] 中研究了 SDF(n)的分布

性质 ,得到了渐近公式:
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其中 P(n)为 n的最大素因子 , ci为常数.

与 Smarandache双阶乘函数 SDF(n)对偶的

函数 S
＊＊
(n)我们称为 Smarandache双阶乘对偶函

数 ,其定义如下:当正整数 n为偶数时 , S
＊＊
(n)为

最大的正整数 2m,使得(2m)!!整除 n;当正整数 n

为奇数时 , S
＊＊
(n)为最大的正整数 2m-1,使得

(2m-1)!!整除 n.也就是

S
＊＊
(n)=

max{2m:(2m)!! n, m∈ N+}, n为偶数;

max{(2m-1):(2m-1)!! n, m∈ N+}, n为奇数.

其中 , (2m)!! =2×4×6×… ×(2m), (2m-1)!!

=1 ×3 ×5 ×… ×(2m-1).从定义我们知道:

S
＊＊
(1)=1, S

＊＊
(2)=2, S

＊＊
(3)=3, S

＊＊
(4)

=2, S
＊＊
(5) = 1, S

＊＊
(6) =2 , S

＊＊
(7)= 1,

S
＊＊
(8)=4, …关于 S

＊＊
(n)的性质 ,已引起学者

们的关注.例如 ,苟素和杜晓英在文献 [ 3] 中利用

初等方法研究了实数 s>1时∑
∞

n=1

S
＊＊
(n)
n
s 的收敛

性 , 得到了恒等式:

∑
∞
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其中 ζ(s)是 Riemannzeta-函数.杨衍婷在文献

[ 4] 中利用 sin
n
x的定积分与 n!!的关系研究了

S
＊＊
(n)的一次均值 , 得到了渐近公式:

∑
n≤x
S
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王阳在文献 [ 5] 中利用 ln(n!!)的渐近性质研究

了 S
＊＊
(n)的二次均值 , 给出了一个较强的渐近

公式:

∑
n≤x
(S
＊＊
(n))

2
=

13

2
x+O lnx

lnlnx
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.

设  (n)为 Euler函数.本文的主要目的是研究方

程 S
＊＊
(n)=n, (S

＊＊
(n))

2
=2n及 S

＊＊
(n)=

 (n)的可解性 ,并利用初等方法给出了所有的正

整数解.

1　定理及其证明

定理 1　方程 S
＊＊
(n)=n有且仅有三个正整

数解 n=1, 2, 3.

证明 　由 S
＊＊
(n)的定义知 ,当 n=1, 2, 3时 ,

显然 S
＊＊
(n)=n成立.下面我们分两种情况证明

当 S
＊＊
(n)=n成立时 ,必有 n=1, 2, 3.
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(Ⅰ )当 n为奇数时 ,根据 S
＊＊
(n)的定义 ,我

们知道 S
＊＊
(n)为奇数.设 S

＊＊
(n)=2m-1,则 n

=(2m-1)!!u, u为正整数 ,且 2m+1不整除 u.若

方程 S
＊＊
(n)=n有奇数解 ,则必存在正整数 m, u,

使得 2m-1 =(2m-1)!!u成立.

(1)当 m=1时 ,显然 2m-1 =(2m-1)!!u

成立的必要条件是 u=1.由于 2m+1 =3且 3不

整除 1,故 n=1.

(2)当 m=2时 ,显然 2m-1 =(2m-1)!!u

成立的必要条件是 u=1.由于 2m+1 =5且 5不

整除 1,故 n=3.

(3)当 m≥ 3时 ,由于(2m-1)!!u≥

(2m-1)!! =1×3×… ×(2m-1)>2m-1,所

以当 m≥ 3时 ,对任意的正整数 u,式子 2m-1 =

(2m-1)!!u永远不成立.

(Ⅱ)当 n为偶数时 ,根据 S
＊＊
(n)的定义我们

知道 S
＊＊
(n)为偶数.设 S

＊＊
(n)=2m, 则 n=

(2m)!!v, v为正整数 ,且 2m+2不整除 v.若方程

S
＊＊
(n)=n有偶数解 ,则必存在正整数 m, v使得

2m=(2m)!!v成立.

(1)当 m=1时 ,显然要使 2m=(2m)!!v成

立 ,必有 v=1.由于 4不整除 1,故 n=2.

(2)当 m≥ 2时 ,由于(2m)!!v≥(2m)!! =

2 ×… ×(2m)>2m,所以当 m≥2时 ,对任意的正

整数 v,式子 2m=(2m)!!v永远不成立.

综合 (Ⅰ)(Ⅱ)的证明 , 我们得 到方程

S
＊＊
(n)=n有且仅有三个正整数解 n=1, 2 , 3.即

定理 1得证.

定理 2　方程(S
＊＊
(n))

2
=2n有且仅有两个

正整数解 n=2, 8.

证明 　由于 S
＊＊
(2)=2, S

＊＊
(8)=4,故当

n=2 , 8时 , (S
＊＊
(n))

2
=2n成立.下面我们证明

若(S
＊＊
(n))

2
=2n成立 ,则 n=2, 8.

(Ⅰ )当 n为奇数时 , 由 S
＊＊
(n)的定义知

S
＊＊
(n)为奇数 ,所以方程(S

＊＊
(n))

2
=2n无奇

数解.

(Ⅱ)当 n为偶数时 , 设 S
＊＊
(n)=2m.若

(S
＊＊
(n))

2
=2n成立 ,则必存在正整数 m, v使得

(2m)
2
=2(2m)!!v成立 ,且 2m+2不整除 v.

(1)当 m=1时 ,显然(2m)
2
=2(2m)!!v成

立的必要条件是 v=1.由于 2m+2 =4且 4不整

除 1 ,故 n=2.

(2)当 m=2时 ,显然(2m)
2
=2(2m)!!v成

立的必要条件是 v=1.由于 2m+2 =6且 6不整

除 1 ,故 n=8.

(3)当 m≥3时 ,显然 2(2 ×3)!! =96 >36

=(2 ×3)
2
.假设 m>3时 , 2(2m)!! >(2m)

2
成

立 ,则

2(2m+2)!! =2(2m+2)(2m)!! >

(2m+2)(2m)
2
>(2m+2)(2m+2m)>

(2m+2)
2
.

由数学归纳法知 ,当 m≥ 3时 , 2(2m)!! >(2m)
2

成立.又 2(2m)!!v≥2(2m)!!,所以当 m≥3时 ,

对任意的正整数 v, (2m)
2
<2(2m)!!v, 即(2m)

2

=2(2m)!!v永远不成立.

综合上述证明 ,我们得到方程(S
＊＊
(n))

2
=

2n有且仅有两个正整数解 n=2, 8.即定理 2得证.

定理 3　方程 S
＊＊
(n)= (n)有且仅有四个

正整数解 n=1, 4, 6, 8.

证明 　由于 S
＊＊
(1)=1 = (1).S

＊＊
(2)=

2≠ 1 = (2).所以 n=1是 S
＊＊
(n)= (n)的

整数解 , n=2不是 S
＊＊
(n)= (n)的整数解.因

此我们只要证明 n≥3时 ,方程 S
＊＊
(n)= (n)有

且仅有三个正整数解 n=4, 6, 8即可.

事实上 ,当 n=4, 6, 8时 ,由定义知 S
＊＊
(n)=

 (n)成立.下面我们将证明 n≥ 3时 ,若 S
＊＊
(n)

= (n)成立 ,则 n=4 , 6, 8.

(Ⅰ)当 n≥ 3为奇数时 ,由文献 [ 6]知  (n)

为偶数 ,而 S
＊＊
(n)为奇数 ,所以 S

＊＊
(n)= (n)

无大于 1的奇数解.

(Ⅱ)当 n≥3为偶数时 ,设 S
＊＊
(n)=2m.若

S
＊＊
(n)= (n)成立 ,则必存在正整数 m, v使得

2m= ((2m)!!v)成立 ,且 2m+2不整除 v.

(1)当 m=1时 , 2m= ((2m)!!v)成立的必

要条件是 v=2, 3.

事实上 , m =1时 , 2m= ((2m)!!v)成立即

 (2v)=2成立.由于  (2)=1 ,因此要使  (2v)

=2成立 ,必有 v>1.

当 v>1为偶数时 ,根据算术基本定理 ,可设

v=2
α
w, (2, w)=1, α≥ 1.由于

 (2v)= (2
α+1
) (w)=2

α
 (w),

所以  (2v)=2成立的必要条件是 α=1,  (w)=1.

由于(2, w)=1, 所以 w=1.故 v=2.注意到

2m+2 =4且 4不整除 2,故 n=4.

当 v>1为奇数时 ,根据算术基本定理可设

v=p
α1
1 p

α2
2 …p

αt
t , 3≤p1 <p2 <… <pt, αi≥ 1,

i=1 , 2, … , t, t≥ 1.

由于

 (2v)= (2) (v)=

p
α1-1
1 p

α2-1
2 …p

αt-1
t (p1 -1)(p2 -1)…(pt-1),

所以  (2v)=2的必要条件是 t=1, α1 =1, p1 =3.

否则 ,当 t≥ 2时 ,由于

·2·
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(p1 -1)(p2 -1)…(pt-1)≥ 4,

故  (2v)>2.矛盾.故 t=1.即 v=p
α1
1 .

假如 α1 >1,则

 (2v)= (v)= (p
α1
1 )=p

α1-1
1 (p1 -1)≥

2p
α1-1
1 >2p1 >p1 ≥ 3 >2,

矛盾.故 α1 =1即 v=p1.假如 p1 >3,则  (v)=

 (p1)=p1 -1 >2,矛盾.故 p1 =3.所以 v=3.

注意到 2m+2 =4且 4不整除 3,故 n=6.

(2)当 m=2时 , 2m= ((2m)!!v)成立的必

要条件是 v=1.

事实上 , m=2时 , 2m= ((2m)!!v)成立 ,即

 (8v)=4成立.若 v>1,当(v, 2)=1时 ,由于 v

≥ 3,故  (v)≥2 >1.所以  (8v)= (8) (v)=

4 (v)>4,与  (8v)=4矛盾.当 2 v时 ,设 v=

2
β
a, (2, a)=1, β≥ 1,则  (a)≥1,从而  (8v)=

 (2
β+3
) (a)=2

β+2
 (a)≥ 2

β+2
>2

2
=4, 与

 (8v)=4矛盾.因此 v=1.注意到 2m+2 =6且

6不整除 1,故 n=8.

(3)当 m≥ 3时 ,对任意的正整数 v,式子 2m

= ((2m)!!v)均不成立.

事实上 ,由于(2m)!! =2
m
m! =2

m+1
mb, b∈

N+所以 2
m+1
m (2m)!!,又(2m)!! (2m)!!v,所

以由算术基本定理我们可得

 (2
m+1
m)≤ ((2m)!!)≤ ((2m)!!v).

当(m, 2)=1时 ,由于 m≥ 3 ,故  (m)≥ 2,所以

 (2
m+1
m)= (2

m+1
) (m)=2

m
 (m)≥2×2

m
>

2m.

当 2 m时 ,设 m=2
γ
c, (2, c)=1 , γ≥ 1.则

 (c)≥ 1.从而

 (2
m+1
m)= (2

γ+m+1
) (c)=2

γ+m
 (c)≥

2
γ+m
≥ 2 ×2

m
>2m,

所以当 m≥ 3时 , 对任意的正整数 v均有 2m <

 ((2m)!!v)成立.即 m≥ 3时 ,对任意的正整数

v,式子 2m= ((2m)!!v)均不成立.

综合 (Ⅰ)、 (Ⅱ)的证明 , 我们得到方程

S
＊＊
(n)= (n)有且仅有四个正整数解 n=1, 4,

6, 8.即定理 3得证.
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OnsomeequationsinvolvingtheSmarandachedouble

factorialdualfunction

WANGYang

(SchoolofMathematicsandStatistics, NanyangNormalUniversity, Nanyang473061, China)

Abstract:Foranypositiveintegern, S
＊＊
(n)denotesSmarandachedoublefactorialdualfunction,  (n)denotes

Eulerfunction.ThemainpurposeofthispaperistostudythepositiveintegersolutionsofequationsS
＊＊
(n)=

n, (S
＊＊
(n))

2
=2nandS

＊＊
(n)= (n)byusingelementarymethods, andgiveitsallpositiveintegersolu-

tions.
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