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关于 Smarandache LCM对偶函数的一个方程 
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摘  要: 对任意的正整数 n , Smarandache LCM 对偶函数
*( )SL n 定义为最大的正整数 k ,使得 (1, 2, , )lcm k   整除

n  ,其中 (1, 2, , )lcm k   表示1,2, ,k   的最小公倍数. 本文的主要目的是运用初等及解析方法研究
*( )SL n 方程的

可解性, 最后给出了方程的所有正整数解.   
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１  引言 

对任意正整数 n , 罗马尼亚著名数论学家 J. Sandor在文献[1]中定义了以下几个重要的数论函数 

Smarandache 函数 : *( ) min{ : | !, }S n k n k k N   

Smarandache 对偶函数 : * *( ) max{ : !| , }S n k k n k N   

Smarandache LCM函数 : *( ) min{ : | (1, 2,3 ), }SL n k n lcm k k N   

Smarandache LCM对偶函数 : * *( ) max{ : (1,2,3 ) | , }SL n k lcm k n k N   

关于Smarandache及其相关函数,有很多学者进行过研究,并且获得了许多重要的结果. 例如马金萍在文献[2]

中研究了包含 Smarandache 函数的方程
|

( )
d n

S d n 的正整数解, 即对任意的正整数n ,
|

( )
d n

S d n 成立当且仅当

1,28n  . 薛西峰教授在文献[3]中研究了方程 *

|

( )
d n

S d n 的正整数解, 即对任意的正整数 n , *

|

( )
d n

S d n 成

立当且仅当 1,12n  . 贺艳峰博士在文献[4]中研究了方程
|

( )
d n

SL d n 的正整数解, 得到了对任意的正整数 n , 

|

( )
d n

SL d n    成立当且仅当 1,28n  .  

本文的主要目的是运用初等及解析方法研究 *

|

( )
d n

SL d n 的可解性, 探寻解的结构, 并最终证明了如下定理.  

定理: 对任意的正整数 n , 方程 *

|

( )
d n

SL d n 成立当且仅当 1n  .  

2  预备知识 

由 Smarandache LC[1]M对偶函数的定义知  
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* * * * *(1) 1, (2) 2, (3) 1, (4) 2, (5) 1,SL SL SL SL SL      
* * * *(6) 3, (7) 1, (8) 2, (9) 1,SL SL SL SL      

为证明定理给出以下几个引理 

引理 1: (1)当 *, 1(mod 2)n N n  时, *( ) 1SL n  ,  

当 * *, 0(mod 2) ( ) 2n N n SL n  时， ;  

(2)当 * 2, 2n N n m   , 3 m 时, *( ) 2SL n  ;  

       (3)当 *, 2 3 ,2n N n m m     时, *(2 3 ) 3SL m   ;  

       (4)当 * 2, 2 3 ,5n N n m m     时, * 2(2 3 ) 4SL m   ;  

       (5)当 * 2, 2 3 5 ,7n N n m m      时, * 2(2 3 5 ) 6SL m    .   

结论根据定义计算,结果显然可得.  

引理 2: 方程 *

|

( )
d n

SL d n 没有形如n p 的正整数解, 其中 p为素数,  为任意正整数.  

证明: (i)当 2p  , 即 2n  时, 据引理 1 
* * * * 2 *

|

( ) (1) (2) (2 ) (2 )
d n

SL d SL SL SL SL        

            1 2 2  , 矛盾(因为等式两端在模 2时不同余) 

(ii)当 p为奇素数时, 知n p 为奇数, 据引理 1 
* * * * 2 *

|

( ) (1) ( ) ( ) ( )
d n

SL d SL SL p SL p SL p       

          1 p   , 矛盾(因为 3 1 2 1p        ). 

引理 3: 当 8n  时 2
( )

n

d n
 , 其中 ( )d n 为除数函数, ( )d n 表示 n的正因子数的个数.   

证明见文献[3] 

引理 4: 对 45m  时, 有 4 ( )m d m .  

证明: 设 1 2
1 2

nrr r
nm p p p  , 则 1 2( ) ( 1)( 1) ( 1)nd m r r r    .  

需证明      1 2
1 2 1 24( 1)( 1) ( 1)nrr r

n np p p r r r      .                                         (1) 

现在对 n分情形讨论 

(i) 若 4n  , 证明(1)式无条件成立. 由于函数 ( ) ( 1)rf r p r  对正整数自变量 r单调增,故只需对每个 ir

都是 1成立即可, 经检查此时(1)式无条件成立(对最小四个素数检查即可) . 

(ii)若 n 3 , 用同样方法可知除了取 3 个素因子 2,3,5时,(1)式无条件成立. 当 31 22 3 5rr rm    时可验证 ir

中一个取 2,其它两个取 1时(1)式成立. 但条件 45m  要求 ir中至少有一个 1 ,故由函数 ( ) ( 1)rf r p r  的单

调增性知(1)式成立.  

(iii)若 2n  , 1 2
1 2
r rm p p  , 1 2p p ,若 2 11p  ,则 2 4(1 1)p   ,(1)式显然成立; 可设 2 7p  ,如果m有一

个素数幂因子为 rp , 3, 3p r  , 则 3( 1) 3 (3 1) 4rp r     ,故 (1)式成立 . 注意到事实 :要使

1 24( 1)( 1) 45r r   , 需要至少一个 3ir  . 到此,只剩下 22 , 2 , 3,5,7r rm p p p  的情形. 当 22rm p 时,若
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5p  ,直接验证知 2 4 (2 1)p    ,可知(1)式成立;若 3p  ,条件 45m  要求 3r  ,此时也可验证(1)式成立. 最

后若 2 , 3,5,7rm p p  ,简单验证可知在 45m  时,(1)式成立.  

(iv)当 1n  时, 1
1 45rm p  , 4( 1) 45r   时不需证,当 4( 1) 45r   时, 10r  ,此时不等式(1)成立显然.  

综上所述,当 45m  时, 4 ( )m d m  成立, 证毕 .     

关于 Smarandache 对偶函数的相关性质,许多学者也进行了相关研究,并且取到了一些有价值的相关成果,参
阅文献[5-6], 本文在证明过程中使用到一些数论的基本知识,参阅文献[7-8].  

3  主要结果 

定理: 对任意的正整数 n , 方程 *

|

( )
d n

SL d n 成立当且仅当 1n  .  

证明: 当 1n  时, * *

|

( ) (1) 1
d n

SL d SL  成立, 故 1n  为方程的正整数解.  

下证当 2n  时, *

|

( )
d n

SL d n 无正整数解.  

(i) 当2 n 时, 即n为奇数, | , 2d n d  故 *( ) 1SL d   
*

| |

( ) 1 ( )
d n d n

SL d d n n     矛盾(因为 3n  时, ( )n d n ).  

当2 | n时, 对n进行分类证明 

(ii) 当 2 ,n m m  时 为奇数,  

a.   当3 m 时, *| 3 (2 ) 2d m d SL d    , 
* * *

| | | | |

( ) ( ) (2 ) 1 2 3 ( ) 2
d n d m d m d m d m

SL d SL d SL d d m m          矛盾  

(因为当 5m  时, 
3

( ) 2

m

d m
 ), 

验证 1m  , 得 * * *

|2

( ) (1) (2) 3 2
d

SL d SL SL    , 故方程无正整数解 

b.  当3 | m时, 知 * * *

| | |

( ) ( ) (2 )
d n d m d m

SL d SL d SL d   
|

( ) 3 4 ( )
d m

d m d m   ,  

当 8m  时2 4 ( )m d m 矛盾.                        (由引理 3) 

验证 3m  , * * * * *

|6

( ) (1) (2) (3) (6) 7 6
d

SL d SL SL SL SL      .  

故此时方程无正整数解 

(iii) 当 22 ,n m m  时 为奇数 

a.  当3 m 时,  
* * * *

| | | |

( ) ( ) (2 ) (4 )
d n d m d m d m

SL d SL d SL d SL d       

        ( ) 2 ( ) 2 ( )d m d m d m                   (由引理 1) 

        5 ( ) 4d m m  ,矛盾(因为 3m  , 5

( ) 4

m

d m
 ). 
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验证 1m  , * * * *

|4

( ) (1) (2) (4) 5 4
d

SL d SL SL SL     ,方程无正整数解 

b.  当3 | m , 5 m 时, 
* * * *

| | | |

( ) ( ) (2 ) (4 )
d n d m d m d m

SL d SL d SL d SL d     
| | |

1 3 4 8 ( )
d m d m d m

d m      , 

4 8 ( )m d m  矛盾.                                   (由引理 3) 

验证当 3m  时 ,  * * * * * * *

|12

( ) (1) (2) (3) (4) (6) (12) 13 12
d

SL d SL SL SL SL SL SL         

c.  当3 | m , 5 | m时 , * * * *

| | | |

( ) ( ) (2 ) (4 )
d n d m d m d m

SL d SL d SL d SL d     
| | |

1 3 7 11 ( )
d m d m d m

d m       

得4 11 ( )m d m ,当 15m  时矛盾 

(iv) 当 2 ,n m m  时 为奇数, 设 3    

a.  当3 m 时,   * * * * 2 *

| | | | |

( ) ( ) (2 ) (2 ) (2 )
d n d m d m d m d m

SL d SL d SL d SL d SL d          

                  (1 2 ) ( )d m   .         (由引理 1中(2)) 

故2 (1 2 ) ( )m d m     矛盾(因为 ( ), 3m d m   时, 
2

1
( ) 1 2

m

d m




 


). 

b.  当3 | m , 5 m 时, 
* * * * 2 *

| | | | |

( ) ( ) (2 ) (2 ) (2 )
d n d m d m d m d m

SL d SL d SL d SL d SL d        ＜ 

           (1 3 4 4) ( ) 4 ( )d m d m      . 

故2 4 ( )m d m    矛盾(因为
22 2

1
4 ( ) ( )

m m

d m d m

 

 


  


). 

c.  当3 | m , 5 | m时, 
* * * * 2 *

| | | | |

( ) ( ) (2 ) (2 ) (2 )
d n d m d m d m d m

SL d SL d SL d SL d SL d        ≤ 

          1( ) 3 ( ) 8 ( ) 2 ( ) ( 1) ( )d m d m d m d m d m      4 2 ( )d m  . 

故2 4 2 ( )m d m   矛盾                                (由引理 4) 

由(i)(ii)(iii)(iv)则完成了定理的证明.  

4  结束语 

本文对 Smarandache LCM 对偶函数方程 *

|

( )
d n

SL d n 的解进行了探索, 解决了方程的正整数解情况, 为研

究 Smarandache LCM对偶函数方程的解做出了一部分工作.  
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An equation of Smarandache LCM dual function 

YAN Tian-guo 1 , WANG Qiao-ling 2 , XU Xiao-fan 1  
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Abstract: For any positive integer, the Smarandache LCM dual function 
*( )SL n  is defined as the largest positive integer k  

such that  (1, 2, , ) |lcm k n , where (1, 2, , )lcm k denotes the least common multiple of 1, 2, , k .  The main 

purpose of this paper is to use the elementary and analytical methods to search the solutions of an equation involving the 
*( )SL n .  All its positive integer solutions are given.  

Key words: Smarandache LCM dual function; solvability; positive integer solution 


