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关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ伪１０倍数数列的研究
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摘　要：对Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ伪１０倍数数列进行了研究．首先，用初等方法给出数论函数｛
１
ｎ
｝关于第一类、第二

类伪１０倍数数列的渐进公式，其次给出对任意函数通用的伪１０倍数数列渐近公式，最后给出关于第一类、第二

类伪１０倍数个数的计算公式．
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１　引言及主要结果

文献［１］对伪５倍数数列进行了研究，得到结论：对任意实数ｘ≥１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

ｆ（ｎ）＝∑
ｎ≤ｘ
ｆ（ｎ）＋Ｏ（Ｍｘ

ｌｎ８
ｌｎ１０），

其中Ｍ ＝ｍａｘ
１≤ｎ≤ｘ

｛｜ｆ（ｎ）｜｝，Ａ表示伪５倍数的集合．

文献［２］对第二类Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ伪５倍数数列、第二类Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ伪偶数数列、第二类Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ
伪奇数数列进行了探讨，得到结论：对任意实数ｘ ≥１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝

４
５
ｌｎ　ｘ＋

４γ＋ｌｎ　５
５ －Ｂ１＋Ｏ（ｘ

ｌｎ８
ｌｎ１０－１），

　　　　　　∑
ｎ∈Ｃ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝

１
２
ｌｎ　ｘ＋

γ＋ｌｎ　２
２ －Ｂ２＋Ｏ（ｘ－ｌｎ２），

　　　　　　∑
ｎ∈Ｄ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝

１
２
ｌｎ　ｘ＋

γ＋ｌｎ　２
２ －Ｂ３＋Ｏ（ｘ－ｌｎ２）．

其中Ｂ，Ｃ，Ｄ分别表示第二类Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ伪５倍数的集合、第二类Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ伪偶数的集合、第二类

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ伪奇数的集合．Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 分别表示一个常数．
文献［３］用解析方法对第二类伪５倍数进行了研究，文献［４］研究了伪奇数倍、伪偶数倍数列的性质，文

献［５］主要研究了伪偶数倍数列，并得出较强的渐近公式．本文给出第一类、第二类伪１０倍数数列的概念，并
研究它们的性质．下面给出伪１０倍数数列的定义．
一个正整数称为第一类伪１０倍数，如果将其各位数字进行置换包括恒等置换后所得数字是１０的倍数．

显然，所有某位是０的整数均为伪１０倍数，例如０，１０，２０，…，１００，１０１，１０２，…．类似地，一个正整数称为第二
类伪１０倍数，如果它本身不是１０的倍数，但对它的数位作某个置换后就变成１０的倍数，例如０，１０１，１０２，

１０３，…．现设Ａ 表示所有第一类伪１０倍数的集合，Ｂ 表示所有第二类伪１０倍数的集合．

本文首先对数论函数｛１
ｎ
｝进行了探究，给出｛１

ｎ
｝关于第一类、第二类伪１０倍数数列的渐近公式，其次，

给出对任意函数通用的渐近公式，最后给出关于第一类、第二类伪１０倍数个数的计算公式．
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定理１　 对任意实数ｘ ≥１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝ｌｎ　ｘ＋γ－Ｃ＋Ｏ

（ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０－１），

　　　　　　∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝

９
１０
ｌｎ　ｘ＋

９γ
１０＋

Ｄ＋Ｏ（ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０－１），

其中Ｃ，Ｄ 分别为常数．
定理２　 对任意实数ｘ ≥１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

ｆ（ｎ）＝∑
ｎ≤ｘ
ｆ（ｎ）＋Ｏ（Ｍｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０），

其中Ｍ ＝ｍａｘ
１≤ｎ≤ｘ

｛｜ｆ（ｎ）｜｝．

推论１　 对任意实数ｘ ≥１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

Ω（ｎ）＝ｘｌｎ　ｌｎ　ｘ＋Ｃｘ＋Ｏ（
ｘ
ｌｎ　ｘ

），

　　　　　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

ｄ（ｎ）＝ｘｌｎ　ｘ＋（２γ－１）ｘ＋Ｏ（ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０＋ε），

其中Ω（ｎ）表示ｎ的所有素因子的个数，ｄ（ｎ）为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数，γ为欧拉常数，ε为任意给定的正数，Ｃ
为可计算的常数．
定理３　 对任意ｘ ∈Ｒ，ｘ ＞１，记ｘ 的整数部分的十进制展开式为 ［ｘ］＝ａｍ１０　ｍ ＋ａｍ－１１０　ｍ－１＋…

＋ａ１１０＋ａ０，其中０≤ａｉ≤９（ｉ＝０，１，…，ｍ）为正整数且ａｍ ≠０．若令ｋ＝ｍａｘ｛ｉ：ａｉ＝０，ｉ＝０，１，…，ｍ｝，
则对第一类伪１０倍数数列有

（１）若０≤ｋ＜ｍ，有∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝ｋ＋１

（ａｉ－１）９ｉ．

（２）若ｋ不存在，有∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝０

（ａｉ－１）９ｉ－１．

对第二类伪１０倍数数列有：（１）若０＜ｋ＜ｍ，且ａ０＝０时，有

　　　　　　∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝ｋ＋１

（ａｉ－１）９ｉ－∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ１０ｉ－１－１．

若０＜ｋ＜ｍ，且ａ０ ≠０时，有

　　　　　　∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝ｋ＋１

（ａｉ－１）９ｉ－∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ１０ｉ－１．

（２）若ｋ不存在，有∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝０

（ａｉ－１）９ｉ－∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ１０ｉ－１－１．

２　 引理

引理１　 对任意实数ｘ≥１，令Ｄ 表示所有十进制数字各位数字为１，２，３，４，５，６，７，８，９的自然数集合，

则有渐近公式∑
ｎ∈Ｄ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝Ｃ＋Ｏ

（ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０－１），其中Ｃ为可计算的常数．

证明　由集合Ｄ的定义知Ｄ中元素的各位数字为１，２，３，４，５，６，７，８，９，不包含０，所以Ｄ中所有一位数
字有９个，所有二位数字有９２ 个，…，所有ｍ 位数有９　ｍ 个．因此

　∑
ｎ∈Ｄ

１
ｎ ＝

１
１＋

１
２＋

１
３＋

１
４＋

１
５＋

１
６＋

… ＜９＋
９２

１０＋
９３

１０２＋
…＝９（１＋

９
１０＋

９２

１０２＋
…）＝９０．

这说明无穷级数∑
ｎ∈Ｄ

１
ｎ
是收敛的，令Ｃ表示此级数的值．又对任意ｘ≥１，设正整数ｋ满足１０ｋ≤ｘ＜１０ｋ＋１，

·０７６·
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从而有９ｋ ≤９ｌｏｇ　ｘ ＝（９ｌｏｇ９ｘ）
１

ｌｏｇ９１０＝ｘ
１

ｌｏｇ９１０＝ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０．

　∑
ｎ∈Ｄ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝∑ｎ∈Ｄ

１
ｎ －∑ｎ∈Ｄ

ｎ＞ｘ

１
ｎ ＝Ｃ＋Ｏ

（∑
ｎ≥ｋ

９ｎ＋１

１０ｎ
）＝

Ｃ＋Ｏ（
９ｋ＋１

１０ｋ
（１＋

９
１０＋

９２

１０２＋
…））＝Ｃ＋Ｏ（

９ｋ

１０ｋ ×
９０）＝Ｃ＋Ｏ（ｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０－１）．

３　 定理证明

定理１的证明 　 对任意实数ｘ ≥１，由公式［６］∑
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝ｌｎ　ｘ＋γ＋Ｏ

（１
ｘ
）和引理１可得

∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝∑ｎ≤ｘ

１
ｎ －∑ｎ∈Ｄ

ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝ｌｎ　ｘ＋γ＋Ｏ

（１
ｘ
）－Ｃ＋Ｏ（ｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０－１）＝ｌｎ　ｘ＋γ－Ｃ＋Ｏ（ｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０－１），

∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝∑ｎ≤ｘ

１
ｎ －∑

ｎ≤
ｘ
１０

１
１０ｎ－∑ｎ∈Ｄ

ｎ≤ｘ

１
ｎ ＝

ｌｎ　ｘ＋γ＋Ｏ（
１
ｘ
）－
１
１０
［ｌｎ
ｘ
１０＋γ＋Ｏ

（１０
ｘ
）］－Ｃ＋Ｏ（ｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０－１）＝

９
１０
ｌｎ　ｘ＋

９γ＋ｌｎ　１０
１０ ＋Ｏ（

１
ｘ
）－Ｃ＋Ｏ（ｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０－１）＝

９
１０
ｌｎ　ｘ＋

９γ
１０＋

Ｄ＋Ｏ（ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０－１）．

定理１证毕．
定理２的证明 　 首先，设１０ｋ ≤ｘ ＜１０ｋ＋１（ｋ≥１），则有ｋ≤ｌｏｇ　ｘ ＜ｋ＋１，由集合Ａ 的定义，可得不

属于集合Ａ 且小于等于ｘ的数的个数最多有９ｋ＋２个．事实上，在这些数中有９个一位数，即１，２，３，…，９；有
Ｃ１９Ｃ１９＝８１个两位数；有Ｃ１９Ｃ１９Ｃ１９＝９３ 个三位数；…；有９ｋ 个ｋ位数．因此，不属于集合Ａ 且小于等于ｘ 的

数的个数最多有９＋９２＋…＋９ｋ ＝
９
８
（９ｋ －１）≤９ｋ＋２ 个．因为

　　　　　　９ｋ ≤９ｌｏｇ　ｘ ＝（９ｌｏｇ９ｘ）
１

ｌｏｇ９１０＝ｘ
１

ｌｏｇ９１０＝ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０，

所以有９ｋ ＝Ｏ（ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０）．设Ｍ 表示｜ｆ（ｎ）｜（ｎ≤ｘ）的上界，则有∑

ｎＡ
ｎ≤ｘ

ｆ（ｎ）＝Ｏ（Ｍｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０）．于是有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

ｆ（ｎ）＝∑
ｎ≤ｘ
ｆ（ｎ）－∑

ｎＡ
ｎ≤ｘ

ｆ（ｎ）＝∑
ｎ≤ｘ
ｆ（ｎ）＋Ｏ（Ｍｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０）．

定理２证毕．

推论１的证明 　 在定理２中取ｆ（ｎ）＝Ω（ｎ），并由公式［６］∑
ｎ≤ｘ
Ω（ｎ）＝ｘｌｎ　ｌｎｘ＋Ｃｘ＋Ｏ（

ｘ
ｌｎ　ｘ

）和估计

式Ω（ｎ）ｘε（１≤ｎ≤ｘ），可得

　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

Ω（ｎ）＝∑
ｎ≤ｘ
Ω（ｎ）－∑

ｎＡ
ｎ≤ｘ

Ω（ｎ）＝ｘｌｎ　ｌｎ　ｘ＋Ｃｘ＋Ｏ（
ｘ
ｌｎ　ｘ

）－

Ｏ（ｘε·ｘ
２ｌｎ３
ｌｎ１０）＝ｘｌｎ　ｌｎ　ｘ＋Ｃｘ＋Ｏ（

ｘ
ｌｎ　ｘ

）．

同理 取 ｆ（ｎ）＝ｄ（ｎ）， 并 由 公 式［６］∑
ｎ≤ｘ
ｄ（ｎ）＝ｘ　ｌｎ　ｘ ＋ （２γ － １）ｘ ＋ Ｏ（ｘ

１
２）和 估 计

式ｄ（ｎ）ｘε（１≤ｎ≤ｘ），可得

　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

ｄ（ｎ）＝∑
ｎ≤ｘ
ｄ（ｎ）－∑

ｎＡ
ｎ≤ｘ

ｄ（ｎ）＝ｘｌｎ　ｘ＋（２γ－１）ｘ＋

Ｏ（ｘ
１
２）－Ｏ（ｘε·ｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０）＝ｘｌｎ　ｘ＋（２γ－１）ｘ＋Ｏ（ｘ

２ｌｎ３
ｌｎ１０＋ε）．

推论１得证．
定理３的证明 　 事实上，若求 ［１，ｘ］之间第一类、第二类伪１０倍数的个数，只需用 ［ｘ］减去 ［１，ｘ］之

间非第一类、非第二类伪１０倍数的个数．其中 ［ｘ］表示不超过ｘ 的最大整数．

·１７６·
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下面用分类计算法，计算 ［１，ｘ］之间第一类伪１０倍数的个数．
非第一类伪１０倍数中每一位数有９种可能，所以所有一位数中有９个非第一类伪１０倍数，即１，２，…，９；

所有两位数中共有９２个非第一类伪１０倍数；所有三位数中共有９３个非第一类伪１０倍数；…；所有ｍ位数
中共有９　ｍ 非第一类伪１０倍数．

（１）若０≤ｋ＜ｍ．
区间 ［１０　ｍ，ａｍ１０　ｍ）之间有（ａｍ －１）×９　ｍ 个非第一类伪１０倍数；
区间 ［ａｍ１０　ｍ，ａｍ１０　ｍ ＋ａｍ－１１０　ｍ－１）之间有（ａｍ－１－１）×９　ｍ－１ 个非第一类伪１０倍数；
…
区间 ［ａｍ１０　ｍ ＋…＋ａｋ＋２１０ｋ＋２，ａｍ１０　ｍ ＋…＋ａｋ＋２１０ｋ＋２＋ａｋ＋１１０ｋ＋１）之间有（ａｋ＋１－１）×９ｋ＋１个非第一

类伪１０倍数；
区间 ［ａｍ１０　ｍ ＋ … ＋ａｋ＋１１０ｋ＋１，ａｍ１０　ｍ ＋ … ＋ａｋ＋１１０ｋ＋１＋ … ＋ａ０）之间无非第一类伪１０倍数．而

当０≤ｋ＜ｍ 时，ａｍ１０　ｍ ＋…＋ａ０ 为第一类伪１０倍数．
所以当０≤ｋ＜ｍ 时，有

　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－９－９２－…－９　ｍ －（ａｍ －１）９　ｍ －（ａｍ－１－１）９　ｍ－１－…－（ａｋ＋１－１）９ｋ＋１＝

［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝ｋ＋１

（ａｉ－１）９ｉ．

（２）若ｋ不存在，即所有ａｉ ≠０（ｉ＝０，１，…，ｍ），此时ａｍ１０　ｍ ＋…＋ａ０ 不是第一类伪１０倍数．因此

　　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－９－９２－…－９　ｍ －（ａｍ －１）９　ｍ －…－（ａ１－１）９－（ａ０－１）－１＝

［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝０

（ａｉ－１）９ｉ－１．

下面计算 ［１，ｘ］之间第二类伪１０倍数的个数．

（１）当０＜ｋ＜ｍ，且ａ０＝０时，ａｍ１０　ｍ ＋ａｍ－１１０　ｍ－１＋…＋ａ１１０＋ａ０中共有∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ１０ｉ－１个１０，且ａｍ１０　ｍ

＋ａｍ－１１０　ｍ－１＋…＋ａ１１０＋ａ０为非第二类伪１０倍数．由于每１０个数中，第一类伪１０倍数的个数要比第二类
伪１０倍数的个数多１，由此可得

　　　　∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝ｋ＋１

（ａｉ－１）９ｉ－∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ１０ｉ－１－１．

同理当０＜ｋ＜ｍ，且ａ０ ≠０时，ａｍ１０　ｍ ＋ａｍ－１１０　ｍ－１＋…＋ａ１１０＋ａ０ 为第二类伪１０倍数，由此可得

　　　　∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝ｋ＋１

（ａｉ－１）９ｉ－∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ１０ｉ－１．

（２）若ｋ不存在，此时ａｍ１０　ｍ ＋…＋ａ０ 不是第二类伪１０倍数，所以

　　　　∑
ｎ∈Ｂ
ｎ≤ｘ

１＝［ｘ］－
９
８
（９　ｍ －１）－∑

ｍ

ｉ＝０

（ａｉ－１）９ｉ－∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ１０ｉ－１－１．

定理３证毕．
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