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关于 Smarandache复合函数的均值分布
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摘 要:利用初等解析的方法研究了复合函数 S( W( n) ) 的均值分布，并给出了一个较强的渐近公式。
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1 引言及结论

美籍罗马尼亚著名的数论专家 Smarandache 教
授在文献［1］中提出 Smarandache 函数 S ( n) ，定义
为有最小的正整数 m，使得 n | m! ，即 S ( n ) = min
{ m: m∈N，n |m! }。例如，S( 1) = 1，S( 2) = 2，S( 3)
=3，S( 4) = 4，S( 5) = 5，S( 6) = 3，S( 7) = 7，S( 8) =
4，S( 9) = 6，S( 10) = 5，…。对于任意正整数 n ＞ 1，
如果 n = p1 α1p2 α2…ps

αs是 n的标准素因数分解式，可
以推出 S( n) 满足

S( n) = max
1≤i≤s
{ S( pi

αi ) } ， ( 1)

Mark在文［2］中得到了 S ( pα ) 的上下界估计，
即

( p － 1) α≤S( pα ) ≤( p － 1)
α［α + 1 + logαp］+ 1， ( 2)
文献［3］探讨了 S( n) 的均值分布问题，并获得

了一个较为精准的均值分布的估计式
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定义一个新的数论函数 W( n) 为: 对任意的正
整数 n，k 为最小的使得 n≤k( 3k + 1) 的正整数，即
W( n) = min{ k: n≤k( 3k + 1 ) ，k∈N}。本章主要讨
论复合函数 S( W( n) ) 的均值分布性质。
定理 令 x≥2 为任意实数，k≥2 为给定的整

数，则有
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其中 bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
推论 令 x≥2 为任意实数，有
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2 引理及其证明

引理 令 x≥2 为任意实数，设 p为素数，则有
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证明 结合公式 π ( x ) = x
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并利用 Abel 求和公式可得
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于是引理证毕。
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3 定理的证明

在这里，用初等及解析方法来给出定理的证明。
在公式

n≤x
S( W( n) ) ( 3)

中，注意到若 W( n) = m，则当 k( 3k + 1 ) ≤n≤( k +
1) ( 3k + 4 ) 时，都有 W ( n) = m。也就是说方程 W
( n) =m有 6m + 4 个解 n =m( 3m + 1) + 1，m( 3m +
1) + 2，…，( m + 1) ( 3m + 4) 。因为 n≤x，所以当 W

( n) =m时，m满足 1≤m≤ 12x槡 + 1 － 1
6 ，亦即 m =

3槡 x
3 + O( 1) ，由于 S( n) ≤n，所以
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[把 1，槡3x ]3 这个区间里的所有正整数分成 M

和 N两个集合，这里令集合 M 为: 存在素数使得 p |

n并且 p ＞槡n的所有正整数 m 的集合; 集合 N 定义

为: [在 1， 3槡 x ]3 区间中所有不属于集合 M 的正整

数 m的集合。结合性质( 1) ，可得
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分析集合 M中的情况，得
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根据引理，有
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其中，ai ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。

结合( 4) ，( 5) 式以及公式
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其中，bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
集合 N 中的情形讨论如下。首先，结合集合的

定义以及( 1) 、( 2) 式，我们可以推出，对任意的正整
数 m∈N，如果 m 的标准素因数分解式是 m = p1 α1

p2 α2…，ps
αs，则有

S( n) = max
1≤i≤s
{ S( pi

αi ) }≤max
1≤i≤s
{ αi·pi}≤槡m1nm，( 7)

由( 7) 式可得
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根据集合 M、N的定义并结合( 6) ，( 8) 式有
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其中 bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
定理证明完毕。
将 k = 1 代入定理即可得推论。

参考文献:

［1］Smarandache F． Only problems，not solutions［M］． Chicago:
Xiquan Publishing House，1993．
［2］Mark F，Patrick M． Bounding the Smaranache problems，

function［J］． Smarandache Notions Journal，2002，13( 1) : 37
－ 42．

［3］Wang Y X． Ｒesearch On Smarandache problem in number
theory［M］． Phoenix，USA: Hex is，2005: 103 － 106．
［4］潘承洞，潘承彪 . 初等数论［M］. 北京大学出版社，

2003.
［责任编辑 贺小林］

51第 2 期 关于 Smarandache复合函数的均值分布


