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关于 Smarandache幂函数的混合均值

贺艳峰

(延安大学 数学与计算机科学学院 , 陕西 延安 716000 )

摘　要:利用解析方法研究了包含 Smarandache幂函数倒数的混合均值 ,并给出了它的渐近公式 。
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1　引言及结论

对任意正整数 n, Smarandache幂函数 SP(n)定

义为:

SP(n)=minm∶n m
m
, m∈ N

当 n取遍自然数时 ,由 SP(n)便得到了如下的

一个数列:1 , 2, 3, 2, 5, 6, 7, 4 , 3, 10, 11 , 6, 13, 14, … ,

在 [ 1]中 Smarandache教授让我们研究数列 SP(n)

的性质 。通过简单验证 ,得到 SP(n)的一个性质:

如果 n=p6α,则有

SP(n)=

p,如果 1≤α≤p;

p
2
,如果 p+1≤α≤2p

2
;

p
3
,如果 2p

2
+1≤α≤3p

3
;

　　…

p
α
,如果(α-1)p

α-1
.

如果 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αr
r ,且对所有的 αi(i=1, 2… ,

r),都有 αi≤p
i
,那么 SP(n)=U(n),其中 U(n)=

∏
p n
pSP(n)不是可乘函数 ,例如 SP(8)=4, SP(3)=

3,然而 SP(3×8)=6≠SP(8)×SP(2).可是 μ(n)
SP(n)

却是可乘的 。在文献 [ 2]中 ,对于任意实数 x≥1,徐

哲峰研究了 SP(n)的均值性质及与 d(n)和  (n)的

复合均值性质。 HuanqinZhou在文献 [ 3]中得到了

包含 SP(n)的一个无穷级数的恒等式 。

本文利用解析的方法得到了 SP(n)的倒数的

两个混合均值公式 ,即就是:

定理 ∑
n≤x

μ(n)
SP(n)

=x+O(x
1
2
+∈
)

及 ∑
n≤x

μ(n)
SP
k
(n)

=x
1-k
+O(x

1
2
-k+∈

).

2　一个简单引理

为了完成定理的证明 ,我们需要下面这个简单

引理:

引理
[ 4]
　(Perron公式)设存在递增函数 H(u)

及函数 B(u)使得

 a(n) ≤H(n), n=1, 2… ,

∑
∞

n=1
 a(n) n

-σ
≤B(σ)

那么对任意的 s0 =σ0 +it0及 b0 >σa,当 b0≥0, b0 >

σ0 +b>σa, T≥1及 x≥1时有:

∑
∞

n=1
 a(n) n

-s0 =
1

2πi
∫
b+it
b-it

A(s0 +s)
x
s

s
ds

+O(
x
b
B(b+σ0)
T

)+O(x
1-σ0H(2x)min(1,

logx
T
))

+O(x
-σ

0H(N)min(1,
x

T‖ x‖
)).

其中 A(n)=∑
∞

n=1
 a(n) n

-s
, N是离 x最近的整数(x
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是半奇数时 ,取 N=x-
1

2
), ‖x‖ =‖ N-x‖ .

3　定理的证明

现在我们来完成定理的证明。令 a(n)=

μ(n)
SP(n)

,则由于 a(n)的可乘性 ,利用 [ 5]中的 Euler

乘积公式得:

A(n)=∑
∞

n=1
 a(n) n

-s
=∏
p
(1-

1

p
s)=

1
ζ(s)

其中 ζ(s)是 Riemann-zeta函数 。在引理中 ,取 s0 =

0, b=
3
2
, T=x, B(s)=ζ(s), H(u)=1,有

∑
n≤x

μ(n)
SP(n)

=
1

2πi
∫
b+iT
b-iTA(s0 +s)

x
s

s
ds+O(

x
b
B(b)
T
)

+O(x
1-σ0H(2x)min(1,

logx
T
))

+O(x
-σ0H(N)min(1,

x
T‖x‖

))

=
1

2πi
∫

3
2
+iT

3
2
-iT
A(s)

x
s

s
ds

=
1
2πi
∫

3
2
+iT

3
2
-iT

1
ζ(s)

x
s

s
ds.

将积分线从 s=
3
2
±iT移到 s=

1
2
±iT来估计主项

1
2πi
∫

3
2
+iT

3
2
-iT

1
ζ(s)

x
s

s
ds,

这时 ,函数 f(s)=
x
s

ζ(s)s

在 s=1处有一个一阶极点 ,留数为 x.所以

　
1

2πi
∫

3
2
+iT

3
2
-iT
+∫

1
2
+iT

3
2
+iT
+∫

1
2
-iT

1
2
+iT
+∫

3
2
-iT

1
2
-iT

1

ζ(s)
x
s

s
ds=x.

容易求得估计式

‖
1
2πi

∫

1
2
+iT

3
2
+iT

+∫

3
2
-iT

1
2
-iT

1
ζ(s)

x
s

s
ds‖

 ∫

3
2

1
2

‖
1

ζ(σ+iT)
x
σ

T
‖dσ 

x
3
2

T
=x

1
2 ,

和

‖ 1
2πi
∫

1
2
-iT

1
2
+iT

1
ζ(s)

x
s

s
ds‖ ∫

T
0‖

1

ζ(
1

2
)

x
1
2

t
‖dt

 x
1
2
+∈
.

我们可得

∑
n≤x

μ(n)
SP(n)

=x+O(x
1
2
+∈
).

我们取 a(n)=
μ(n)
SP
k
(n)
,用同样方法我们得到

∑
n≤x

μ(n)
SP
k
(n)

=x
1-k
+O(x

1
2
-k+∈

).

于是就完成了定理的证明。
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OntheHybidMeanValueFormula

InvolvingSmarandachePowerFunction
HEYan-feng
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Abstract:UsingtheelementarymethodstostudythehybidmeanvalueinvolvingSmarandachepowerfunction, and

givesanaspmptoticformula.
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