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含有伪 Smarandache 函数的方程的求解问题
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摘 要: 利用初等方法及解析方法研究了两类包含伪 Smarandache 函数 Z( n) 的方程的可解性，证明

了伪 Smarandache 函数 Z( n) 为 n 的原根当且仅当 n = 2，3，4。方程∑
n

k = 1
Z( k) = n( n + 1)

2 有且仅有两个正

整数解。
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0 引言

定义 1 设 m ＞ 1，a，m( ) = 1，则使 ar ≡ 1 mod m( ) 成立的最小的正整数 r 称为 a 对模 m 的指数，记

为 δm a( ) 。
定义 2 若 δm a( ) = φ m( ) ，则称 a 是模 m 的原根。

定义3 对任意正整数 n，伪 Smarandache函数Z( n) 定义为满足 n
m( m + 1)

2 的最小的正整数m。即

就是: Z( n) = min m: n
m( m + 1)

2
，m∈ N +{ }。其中，N + 表示所有正整数集合。

例如，Z n( ) 的前几个值分别为 Z 1( ) = 1，Z 2( ) = 3，Z 3( ) = 2，Z 4( ) = 7，Z 5( ) = 4，Z 6( ) = 3，该函数是

由David Gorski在文献［1］中提出的，同时他本人还研究了Z n( ) 的初等性质，获得了一系列有趣的结果。
其中的一些重要性质如: ( 1) 如果 p ＞ 2 是一个素数，那么 Z p( ) = p － 1; ( 2) 如果 n = 2k，那么 Z n( ) = 2k+1

－ 1; ( 3) 设 p ＞ 2 为素数，那么 Z 2p( ) = p。其他有关伪 Smarandache 函数的工作可参阅文献［2－4］。另

外，Kenichiro Kashihara 还建议我们求方程∑
n

k = 1
Z( k) = n( n + 1)

2 的所有正整数解，寻找伪 Smarandache 函

数 Z( n) 为 n 的原根的所有正整数 n，本文利用初等方法及解析方法对这两类问题进行了研究，得到了 2个

有趣的结论。

1 引理及证明

引理 1［5］ 设 n ＞ 1 为正整数，a 为任意整数且( a，n) = 1，则 aφ( n) ≡ 1( mod n) ，其中: φ( n) 为 Euler
函数，即 φ( n) 表示不超过 n 且与 n 互素的正整数的个数。
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引理 2［6］ 对于任意正整数 n，有∑
k≤n

Z( 2k) ≤
15n2

16
+ 9n

2
+ 45

4
。

证明 以下分两种情况进行讨论:

( 1) 当 n = 2m( m 为自然数) 为偶数时，有

∑
k≤n

Z( 2k) =∑
k≤m

Z( 2( 2k － 1) ) +∑
k≤m

Z( 4k) 。 ( 1)

注意到 Z( 2( 2k － 1) ) ≤ 2k － 1，如果 2 | k，则有 Z( 2( 2k － 1) ) ≤ 2k － 2; 如果 2 k，则有

∑
k≤m

Z( 2( 2k － 1) ) ≤ Z( 2) + ∑
1 ＜ k≤m

( 2k － 1) = n2

4
+ 2。 ( 2)

设 u = m + 1
2[ ] 表示不超过

m + 1
2 的最大整数，则有

∑
k≤m

Z( 4k) ≤∑
k≤u

Z( 4( 2k － 1) ) +∑
k≤u

Z( 8k) 。 ( 3)

当 2k － 1 ＞ 4 时，注意到: Z( 4( 2k － 1) ) ≤ 2k － 2。如果 k≡ 1( mod 4) ，则 Z( 4( 2k － 1) ) ≤ 2k － 1;

如果 k≡ 0( mod 4) ，则 Z( 4( 2k － 1) ) ≤ 3( 2k － 1) － 1; 如果 k≡ 2( mod 4) ，则 Z( 4( 2k － 1) ) ≤ 3( 2k －
1) ; 如果 k≡ 3( mod 4) ，则有

∑
k≤u

Z( 4( 2k － 1) ) ≤ Z( 4) + Z( 12) + ∑
3≤k≤u

3( 2k － 1)

= 4 － 1 +∑
k≤u

3( 2k － 1) = 3( u2 + 1) ≤ 3 + 3 ( m + 1) 2

4
。 ( 4)

注意到 Z( 2n) ≤ 4n － 1 ，因此

∑
k≤u

Z( 8k) ≤∑
k≤u

( 16 － 1) ≤ 8u( u + 1) － u≤ 2 ( m + 1) 2 + 7( m + 1)
2

。 ( 5)

由( 3) ( 4) ( 5) 式可得

∑
k≤m

Z( 4k) ≤∑
k≤u

Z( 4( 2k － 1) ) +∑
k≤u

Z( 8k)

≤
11n2

16
+ 9n

2
+ 37

4
。 ( 6)

由( 1) ( 2) ( 6) 式可得

∑
k≤n

Z( 2k) =∑
k≤m

Z( 2( 2k － 1) ) +∑
k≤m

Z( 4k) ≤
15n2

16
+ 9n

2
+ 45

4
。

于是，证明了当 n 为偶数时结论成立。
( 2) 当 n 为奇数时，设 n = 2m + 1( m 为自然数) ，利用 Z( 2( 2m + 1) ) ≤ 2m + 1 及上面已经证明的结

果有

∑
k≤n

Z( 2k) = ∑
k≤2n+1

Z( 2k) = Z( 2( 2m + 1) ) +∑
k≤2m

Z( 2k) ＜
15n2

16
+ 9n

2
+ 45

4
。

于是，完成了引理的证明。
引理 3［7］ 若 p 为奇素数，则模 p 有原根。
证明 在模 p 的简化剩余系 1，2，…，p － 1 里，每一整数对模 p 都有它自己的指数。从这 p － 1 个指数

中取出所有不同的指数，记作 δ 1，δ 2，…，δ r，令 τ = δ 1，δ 2，…，δ r[ ] 。
( 1) 设 τ = qα11 qα22 …qαkk 为 τ 的标准分解式，则对每一 s 来说，在 δ 1，δ 2，…，δ r 里一定有一 δ 使得 δ = aqα ss ，

由 δ 1，δ 2，…，δ r 的意义知有一整数，它对模 p 的指数是 δ。设这个整数为 x，由指数的性质可得 xs = xα 对模

p 的指数为 qα ss ，故在 1，2，…，p － 1 里有 k 个数 x'1，x'2，…，x'k 使 x's( s = 1，2，…，k) 对模 p 的指数是 qα ss 。令

g = x'1x'2…x'k，由引理 1 可知 g = x'1x'2…x'k 对模 p 的指数是 τ。
( 2) 因为 δ s( s = 1，2，…，r) 是 τ 的因数，而 1，2，…，p － 1 中任一数的指数在 δ 1，δ 2，…，δ r 中出现，故 xr
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≡1( mod p) ，x = 1，2，…，p － 1，即 xr≡ 1( mod p) 至少有 p － 1 个解，从而 p － 1≤ r，但由指数的性质可知

δ s | p － 1 ( s = 1，2，…，r) ，故 τ | p － 1，由此可得 τ ≤ p － 1，故 τ = p － 1。

引理 4 若 p 为奇素数，则模 pα 有原根，其中 α ≥ 1 为整数。
证明 不妨设 α ＞ 1。由于 g 是模 p 的原根，则( g，p) = 1，因此存在整数 x0，使得 gp－1 = 1 + px0，于是，

对于任意的整数 t 有

( g + pt) p－1 = gp－1 + p( p － 1) tgp－2 + … = 1 + p( x0 － gp－2 t) + p2Q2。
其中: Q2 ∈ Z。

从而( g + pt) p－1 ≡ 1 + p( x0 － gp－2 t) ( mod p2 ) ，当 p 不能整除 x0 时，取 t0 = 0; 当 p 能整除 x0 时，取 t0 =

1，故 p 不能整除 x0 － gp－2 t0 = y0，于是

( g + pt0 )
p－1 = 1 + py0 ≡ 1( mod p2 ) ，

( g + pt0 )
p( p－1) = ( 1 + py0 )

p = 1 + p2y1。

其中: y1 = y0 + C2
Py

2
0 + … + pp－2yp

0 ≡ y0( mod p) 。
因此，当 p 不能整除 y1 时，同理可得

( g + pt0 )
p2( p－1) = ( 1 + p2y1 )

p = 1 + p3y2，

( g + pt0 )
p3( p－1) = ( 1 + p3y1 )

p = 1 + p4y3，
……

( g + pt0 )
pα －1( p－1) = ( 1 + pα－1y1 )

p = 1 + pαyα－1。
其中: yα－1 ≡ yα－2 ≡…≡ y0( mod p) ，因此，p 不能整除 yi( 0≤ i≤ α － 1) 。

设 g + pt0 对模 pα 的指数为 δ，则( g + pt0 ) δ ≡ 1( mod pα ) ，由此即得( g + pt0 ) δ ≡ 1( mod p) ，但 g + pt0
是模 p 的一个原根，故 p － 1 能整除 δ。另一方面，由 δ 的定义知 δ | φ( pα ) ，即 δ | pα－1( p － 1) ，故 δ = pr－1( p
－ 1) ，1≤ r≤ α，由此结果可得 1 + pryr－1 ≡ 1( mod pα ) ，即 pryr－1 ≡ 1( mod pα ) ，从而有 r≥ α，故 r = α，g
+ pt0 是模 pα 的一个原根。

引理 5 关于模 m( ＞ 1) 有原根的充要条件是 m 是形如 2，4，pk，2pk 的数，其中: p 为奇素数，k 为正整

数。
证明 ( 1) 必要性:

若 m 不具备定理中的形式，则

m = 2k( k≥ 3) ， ( 7)

m = 2kpk1
1 p

k2
2 …pkl

l ，( k≥ 2，l≥ 1) ， ( 8)

m = 2kpk1
1 p

k2
2 …pkl

l ，( k≥ 0，l≥ 2) ， ( 9)

其中: pi( 1≤ i≤ l) 为奇素数，ki( 1≤ i≤ l) 为正整数。
若 m 是形如( 8) 式的数，那么对任意 a，( a，m) = 1，有

aφ( 2k) ≡ 1( mod 2k ) ，

aφ( pkii ) ≡ 1( modpi
ki ) ，1≤ i≤ l，

aλ( m) ≡ 1( mod 2k ) ，

aλ( m) ≡ 1( modpi
ki ) ，1≤ i≤ l，

aλ( m) ≡ 1( mod m) 。 ( 10)

设正整数的标准分解式为 m = 2kpk1
1 p

k2
2 …pkl

l ，记 λ ( m) = φ( 2k ) ，φ( pk1
1 ) ，…，φ( pkl

l )[ ] ，易证 λ ( m) ＜
φ( m) ，由( 10) 式可知任何与 m 互素的数 a 都不是模 m 的原根。同理，若 m 为形如( 7) 或( 9) 式中的数，

模 m 也没有原根。
( 2) 充分性:

1) 若 m = 2n。当 n = 1 时，m = 2，此时 φ( m) = 1，显然 1 是它的原根。当 n = 2 时，m = 4，此时 φ( m)

·7·
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= 2，易知 1，3 是模 4 的简化剩余系，显然 3 是它的原根。当 n≥ 3 时，对任意奇数 a，由于 a = 2a1 + 1，从而

a2 = 4a1( a1 + 1) + 1≡ 1( mod 23 ) ，则

a22 = ( 1 + 8t1 )
2 = 1 + 16( t1 + 4t21 ) ≡ 1( mod 24 ) 。

若 a2( n－1) －2≡ 1( mod 2n－1 ) ，则 a2n－2 = ( 1 + 2n－1 tn－3 )
2 = 1 + 2n( tn－3 + 2n－2 t2n－3 ) ≡ 1( mod 2n ) ，从而 a2n－2

≡ 1( mod 2n ) ，( a，2n ) = 1 永远成立，故模 m = 2n 没有原根。
2) 若 m = pk。当 k = 1 时，m = p，此时 φ( m) = p － 1，设 p － 1 = qk1

1 …qkr
r ，如果我们能够找到关于模 p 的

阶数是 qki
i 的数 bi( i = 1，2，…，r) ，由引理 2，q = b1b2…br 的阶数就是 p － 1，即 q 是模 p 的原根。为此，考虑

x
p－1
qi ≡ 1 mod p( ) ，因为 p 为素数，所以，它的不同解的个数不大于

p － 1
qi

＜ p － 1，因此在 p 的简化剩余系中

一定有不适合 x
p－1
qi ≡ 1( mod p) 的 ai 存在，令 bi = aq

p－1
kii

i ，下证 bi 关于模 p 的阶数 λ i = qki
i ，因为 bi

qiki = ( aq
p－1
kii

i ) qlii

= ( aqi
p－1
ki－lii ) ≡ 1( mod p) ，所以 λ i | qki

i ，即 λ i = qli
i ，li ＜ ki，又 bλ i

i ≡ 1( mod p) ，从而( aq
p－1
kii

i ) λ i = ( aq
p－1
kii

i ) qlii =

( aqi
p－1
ki－lii ) ≡ 1( mod p) ，于是 a

p－1
qii ≡ 1( mod p) ，与假设矛盾，因此，bi 关于模 p 的阶数 λ i = qki

i ，即 q 是模 p 的

原根。当 k≥ 2 时，假设 g 是模 p 的原根，即 gp－1 ≡ 1( mod p) ，于是 gp－1 1( mod p2 ) ，或者 gp－1 ≡
1( mod p2 ) 。

下证，若 gp－1 1( mod p2 ) ，g 是 pk 的原根，若 gp－1 ≡ 1( mod p2 ) ，g + p 是 pk 的原根。事实上，当 gp－1

1( mod p2 ) 时，假定关于模 pk，g 的阶数是 λ，那么 λ | φ( pk ) ，即 λ | pk－1( p － 1) ，令 λ s = pk－1( p － 1) ，因

为 pk ≡ 1( mod pk ) ，所以 gλ≡ 1( mod p) ，于是( p － 1) | λ，即 λ = ( p － 1) t，因此 pk－1 = ts，也就是说，t = pe，

e≤ k － 1，所以 λ = pe( p － 1) ，假如 e ＜ k － 1，那么 e + 2 ＜ k，于是 gλ ≡ 1( mod pe+2 ) ，但是 gλ = gpe( p－1) =
( gp－1 ) pe = ( 1 + hp) pe ≡ 1 + hpe+1( mod pe+2 ) ，所以 hpe+1 ≡ 0( mod pe+2 ) ，因此 h ≡ 0( mod p) ，它与 ph
0( mod p2 ) 的假设不符，于是 e = k － 1，λ = pk－1( p － 1) ，也就是说，当 gp－1 1( mod p2 ) 时，q 是模 pk 的原

根。
当 gp－1 ≡ 1( mod p2 ) ，因为 g + p 是模 pk 的原根，这时( g + p) p－1 － 1 ≡ gp－1 － 1 + p( p － 1) gp－2 ≡

p( p － 1) gp－2( mod p2 ) ，又因为( g，p) = 1，所以( g + p) p－1 1( mod p2 ) ，利用前面的证明过程可得，若 gp－1

≡ 1( mod p2 ) ，则 g + p 是 pk 的原根。
3) 若 m = 2pk，此时 φ( m) = φ( 2) φ( pk ) ，g 是模 pk 的原根，那么，当 g 为奇数时，g 是模 m 的原根，这是

因为( g，m) = 1，gφ( m) ≡ 1( mod m) ，假设 g 关于模 m 的阶数 λ ＜ φ( m) ，则从 gλ ≡ 1( mod m) ，即有 gλ ≡
1( mod pk ) ，而这与 g 是模 pk 的原根的假设矛盾，因此 λ = φ( m) ，于是 g 是模 m 的原根。当 g 为偶数时，因

为 g + pk 是 pk 的原根，而 g + pk 为奇数，所以 g + pk 也是模 m 的原根。
于是完成了引理的证明。

2 结论及证明

定理 1 方程∑
n

k = 1
Z( k) = n( n + 1)

2 的解为且只能为 n = 1，3。

证明 当 n≥ 64 时，有∑
n

k = 1
Z( k) ＜

n( n + 1)
2

。

事实上，当 n≥ 64 时，设 u = n + 1
2[ ] ，注意到 Z( 2k + 1) ≤ 2k，由引理 2 有

∑
k≤n

Z( k) =∑
k≤n

Z( 2k － 1) +∑
k≤

n
2

Z( 2k) ≤ 1 + ∑
2≤k≤n

( 2k － 2) + 15n2

64
+ 9n

4
+ 45

4

≤
31n2

64
+ 5n

4
+ 49

4
＜

n( n + 1)
2

。
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所以，当 n≥ 64 时，有不等式∑
n

k = 1
Z( k) ＜

n( n + 1)
2

，因此，当 n≥ 64 时，方程∑
n

k = 1
Z( k) = n( n + 1)

2 没有

正整数解。当 n ＜ 64 时，由引理 3 及参考文献［8］可得，n = 1 及 n = 3 是方程∑
n

k = 1
Z( k) = n( n + 1)

2 的解。

定理 2 设 n 是存在原根的正整数，则伪 Smarandache 函数 Z( n) 为 n 的原根当且仅当 n = 2，3，4。
证明 显然，Z( 2) = 3是2的一个原根，Z( 4) = 7是4的一个原根，现在考虑 n = pα，其中: p为奇素数。

若 Z( n) 是模 n = pα 的原根。则由 Z( n) 的定义及性质知 Z( n) = pα － 1，所以 pα － 1 为模 n = pα 的原根。
又由于 Z2( n) = ( pa － 1) 2 ≡ 1( mod pa ) 且 pα － 1 为模 n = pα 的原根，所以 2 = φ( pα ) = pa－1( p － 1) ，由此

式立刻推出 α = 1，p － 1 = 2。即就是 p = 2 + 1 = 3。因此，当 n = pα( p 为奇素数) 时，Z( n) 为 n 的原根当

且仅当 n = p = 3。
当 n = 2pα 时，注意到前面列出 Z( n) 的性质，我们分两种情况讨论:

( 1) 若 pα ≡ 3( mod 4) ，则由 Z( n) 的定义及性质可得 Z( n) = pα，因为( pα，2pα ) = pα ＞1，所以 Z( n) =
pα 不可能为 n = 2pα 的原根。

( 2) 若 pα ≡ 1( mod 4) ，则由 Z( n) 的定义及性质可得 Z( n) = pα － 1。因为( pα － 1，2pα ) = 2 ＞ 1，所

以 Z( n) = pα － 1 也不可能为 n = 2pα 的原根。
综合以上结果及引理 4、引理 5 可得，Z( n) 为 n 的原根当且仅当 n = 2，3，4。
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The Solution of Equations Involving Pseudo Smarandache Functions
YANG Ming-shun

( School of Mathematics and Physics，Weinan Normal University，Weinan 714099，China)

Abstract: In this paper，the elementary and analytic methods are used to study the solvability of two classes of equations invol-
ving pseudo Smarandache functionZ ( n) ．It is proved that if and only if n = 2，3，4，the pseudo Smarandache function Z ( n) is primi-

tive root of n ，Moreover，only two positive integer solutions of equation∑
n

k－1
Z( k) = n( n + 1)

2
is obtained．

Key words: pseudo function; primitive root; equation; positive integer solution
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